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RESUMO

Neste trabalho estudaremos a Equagdo Diferencial de Bessel e sua resolucao através do método de
Frobenius obtendo, assim, as solugdes das Fungdes de Bessel de Primeira e Segunda Espécie. A
motivagdo do objeto de estudo deste trabalho surgiu porque a Equacdo Diferencial Ordinaria de
Bessel ¢ umas das mais importantes Equacgdes Diferenciais Ordinarias em estudos avancados de
matematica aplicada a Fisica e a Engenharia. Este estudo foi desenvolvida em sequéncia de carater
bibliografico, foram utilizados como fonte de pesquisa livros de Ensino Superior sobre Equagdes
Diferenciaveis com Aplicagdo em Modelagem, artigos cientificos e trabalhos académicos para a
complementacdo bibliografica. Inicialmente, relembramos alguns conceitos considerados pré-
requisitos ao tema do trabalho, logo em sequéncia foram abordados diversos topicos importantes
sobre o método de séries de poténcia, que € uma ferramenta fundamental para obter a solu¢ao de uma
equacao diferencial. Na sequéncia, fundamentado no conteudo exposto nos capitulos iniciais, foi
resolvida a Equacao Diferencial de Bessel e, assim, obtido as Func¢des de Primeira e Segunda Espécie
e na parte final foi mostrado uma aplicacao que se encontra em [11]. Finalmente, o presente trabalho
tem como contribui¢do a apresentacao de material didatico complementar ao estudo de Equacdes
Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem e servindo de suporte para o desenvolvimento do

conhecimento a cerca das Fungdes de Bessel.

Palavras-Chaves: Equagao Diferencial; Fungdes de Bessel; Séries de Poténcia.



ABSTRACT

In this work we will study the Bessel Differential Equation and its resolution using the Frobenius
method, thus obtaining the solutions of the First and Second Kind of Bessel Functions. The motivation
for the study object of this work arose because Bessel's Ordinary Differential Equation is one of the
most important Ordinary Differential Equations in advanced studies of mathematics applied to Physics
and Engineering. This study was developed in a bibliographical sequence, higher education books on
Diftferentiable Equations with Application in Modeling, scientific articles and academic works were
used as a research source for bibliographical complementation. Initially, we recalled some concepts
considered prerequisites to the topic of the work, then several important topics were covered about the
power series method, which is a fundamental tool for obtaining the solution of a differential equation.
Subsequently, based on the content exposed in the initial chapters, the Bessel Differential Equation
was solved and, thus, the First and Second Species Functions were obtained and in the final part an
application that can be found in [11] was shown. Finally, the present work contributes to the
presentation of teaching material that complements the study of Ordinary Second Order Differential

Equations and serves as support for the development of knowledge about Bessel Functions.

Keywords: Differential Equation; Bessel functions; Power Series.
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Introducao

Na Fisica, muitos problemas sdo resolvidos utilizando uma formula¢do matematica que conduz
a equagdes diferenciais (ED’s) [1]. Essa ¢ sem duvida uma das maiores motivagdes para
pesquisar/desenvolver métodos que possam resolver uma ED, obtendo solugdes que possam descrever
como um fendmeno se comporta, por exemplo em fungdo de uma coordenada temporal. Neste
contexto, o desenvolvimento da Fisica aconteceu paralelamente ao estudo das EDQO’s, que era utilizada
como ferramenta matematica das equagdes de movimento da mecanica newtoniana, das equagdes de
onda da fisica ondulatoria e do eletromagnetismo e, mais tarde, na formulagdo da mecanica quantica
ondulatoria e da relatividade.

Um tipo especial de Equacao Diferencial, que surge na solu¢ao de uma série de problemas em
Fisica, Engenharia ¢ a Equacao de Bessel [2], sendo uma das mais importantes equacdes da Matematica
Aplicada. Ao resolvé-la, por meio de séries de poténcia, foram obtidas uma nova categoria de fungdes
que receberam o nome de fungdes de Bessel. As Funcgdes de Bessel formaram uma classe das chamadas
fungdes especiais, que foi desenvolvida sistematicamente por volta de 1817, pelo astronomo alemao
Friedrich Wilhelm Bessel, durante uma investigacao para encontrar solu¢des de uma das equacdes do
movimento planetario de Kepler [3].

Depois que Bessel publicou suas descobertas, outros cientistas mostraram que as funcoes
apareciam em descri¢des matematicas de fenomenos fisicos, incluindo o fluxo de calor ou eletricidade
em um cilindro sélido, a propagacao de ondas eletromagnéticas ao longo de fios, a difracao da luz, os
movimentos dos fluidos e as deformagdes de corpos elasticos. Um desses investigadores, Lord
Rayleigh, também mostrou que as func¢des de Bessel poderiam ser utilizadas num contexto mais amplo,
mostrando que elas surgem na solucdo da equacao de Laplace, quando esta ¢ formulada em
coordenadas cilindricas (em vez de cartesianas ou esféricas) [4].

Desta forma, as fungdes de Bessel se tornaram uma ferramenta indispensavel em Matematica
Aplicada, Fisica e Engenharia, sendo de grande importancia seu estudo, tanto para fins académicos,
quanto para pesquisa nas resolugdes de problemas reais. Portanto, o propdsito deste trabalho € explorar
os topicos essenciais relacionados a Equacdo de Bessel e suas Fungdes, uma vez que surge com grande
frequéncia, em engenharia e/ou Fisica e Matematica. Especificamente, mostraremos as solugdes dessa
EDO, que sdo as fungdes de Bessel de 1? e 2* espécies Jv e Yv, respectivamente, bem com as relagdes
de recorréncias, propriedades e ortogonalidade. Além disso, serd mostrada uma aplicacdo que surgiu

do interesse de se conhecer onde ¢ utilizada a teoria aprendida.
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Este trabalho foi elaborado com base em pesquisas feitas em bancos de dados académicos de
artigos cientificos, livros e recursos online relevantes que pudessem contribuir com fundamentos
teoricos e aplicagdes nessa area. A importancia desta metodologia, segundo Motta Roth et al. [5], reside
no fato de que a investigacdo intensa e aprofundada de textos cientificos pode gerar diversas
contribui¢des para identificar o que foi feito, o que podera ser melhorado e possiveis contribui¢des
para aprofundamento do tema ora pesquisado. Ainda, segundo Stumpf [6] a pesquisa bibliografica ¢é
um conjunto de conhecimentos para identificar, selecionar, localizar e obter documentos de interesse
para a realizagdo de trabalhos académicos e de pesquisa, bem como técnicas de leitura e transcri¢ao de
dados que permitem recupera-los quando necessario.

Devemos mencionar que o assunto foi tratado de forma didatica, procurando atender aos fins
académicos para os quais este trabalho foi proposto. De forma clara, pretende-se acrescentar
conhecimento para aqueles que vierem a ler este trabalho de conclusdo de curso, servindo de
contribuicdo para o desenvolvimento do conhecimento a cerca das Equacdes de Bessel e suas
aplicacoes.

Finalmente, para uma melhor compreensao do trabalho, ele esta dividido em introdugao no qual
apresentamos os objetivos e metodologia do trabalho, no capitulo 1 apresentaremos algumas defini¢des
e Teoremas que servirdo de base para o nosso estudo. No capitulo 2 mostraremos uma breve revisao
sobre o método de séries de poténcia para as resolucdes de EDO’s, bem como algumas particularidades
sobre tal método. Ja no capitulo 3, resolveremos a equacao de Bessel de indice v € mostraremos as
suas solucdes, que sao as fungdes de Bessel de primeira e segunda espécie. Na parte final do capitulo
3, sera feito uma aplicagdao que envolve o estudo das vibragdes de uma membrana que pode ser vista

em [11]. E por fim, serd apresentada as consideragdes finais no ultimo capitulo.
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Capitulo 1

Preé-requisitos

Neste capitulo sera explorado alguns topicos que serdo importantes para resolver e obter as
funcdes de Bessel neste trabalho. Nomeadamente serdo discutidos conceitos sobre Pontos Singulares

Regulares e Irregulares, Dependéncia e Independéncia Linear das fungdes e o Wronskiano.
1.1 Pontos Singulares Regulares e Irregulares

Para definir o que ¢ um ponto singular, vamos considerar a equacgdo diferencial linear

homogénea de segunda ordem dada por:

az(X)y" + a1 (x)y" + ao(x)y = 0 (1.1)
dividindo a equacdo (1.1) por a,(x) # 0, podemos escrever:

" + Py’ +Q(x)y =0 (1.2)

onde P(x) = a® Q(x) = 2™ 50 fungdes reais continuas (e conhecidas obtidas da divisdo dos
az(x) az(x)

coeficientes da equagdo por a,(x) em um certo intervalo real I = [a, b] para todo x € I.

Definicao 1.1. Dizemos que x, é um ponto ordinario, ou nao singular, da EDO (1.2) se, nesse ponto,
P(x) e Q(x) ou suas extensoes continuas sdo fun¢bes analiticas. Um ponto que ndo é ordindrio é
dito um ponto singular, ou uma singularidade, da EDO. No caso em que a,(x), a,(x) e ay(x) sdo
polinémios sem fator comum, x = xy (real ou imagindrio) é um ponto ordindrio se a,(x,) # 0 e

singular se a,(x,) = 0.

Exemplo 1.1.

a) A equagdo (x?2—1)y"” +y’+y =0 possui pontos singulares em x = +1, pois quando
substituimos esses valores na EDO, obtemos o coeficiente a,(x) = 0;
b) A equagdo de Cauchy-Euler, dada por ax?y” + bxy' +cy =0, em que a, b e ¢ sdo

constantes, tem um ponto singular em x = 0. Todos os outros pontos sdo ordinarios.
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Definicao 1.2. Os pontos singulares, em x = x,, da Equagdo (1.2), podem ser classificados em

regulares e irregulares de acordo com os critérios a seguir:

a) Um ponto é singular regular (ou singularidade regular) se (x — x4)P(x) e (x — x0)?Q(x)
sdo analiticas em X,

b) Um ponto singular que ndo é regular sera chamado de ponto singular irregular.

De acordo com a referéncia [1], no caso em que os coeficientes da Equacdo (1.2) sdo polindmios

sem fatores comum, as condigdes apropriadas para distinguir a singularidade sao:

xll,r? (x = x¢)P(x) (1.3)
e
Tim (x — %)2Q(x) (1.4)

serem finitos. Isso nos diz que a singularidade em P(x) ndo pode ser pior do que (x — x) ™! e que
a singularidade em Q(x) ndo pode ser pior do que (x — x,) 2. Para equagdes com coeficientes mais

gerais do que polindmios, x, ¢ um ponto singular regular da Equagao (1.2) se ambas as fungdes

(x — x0)P(x) (1.5)

(x — %0)%Q(x) (1.6)

tiverem séries de Taylor convergentes em torno de x, ou seja, se as fungdes nas Equagdes (1.5) e

(1.6) forem analiticas em x = x,.
Exemplo 1.2.
Determine os pontos singulares da EDO (1.7) e verifique se sdo regulares ou irregulares.
(1—x2)y" —=2xy'"+a(a+1)y=0 (1.7)

Inicialmente, vamos dividir a equagdo (1.7) pelo termo (1 — x?), pois assim poderemos

escrevé-la no formato da equagdo (1.2) e obter P(x) e Q(x). Desta forma, temos:

—2x
Pes a-x3 (1.8)
al(a+1)

Q(x) D)
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observe que x = 1 e x = —1 sdo os pontos singulares. Agora utilizaremos as equagoes (1.3) e (1.4)

para saber se sdo pontos singulares regular ou irregular. Entdo, para x = 1 tem-se:

i [ex -0 (5] =

- (S22 -

x—1

(1.9)

como esses limites sdo finitos, o ponto x = 1 ¢ um ponto singular regular. De maneira andloga pode

ser verificado que o ponto x = —1 também ¢ um ponto singular regular da EDO (1.7).
Exemplo 1.3.
Determine os pontos singulares da EDO (1.10) e verifique se sdo regulares ou irregulares.
2x(x—2)?y" = 3xy'+ (x—2)y=0 (1.10)
De forma analoga, dividindo a EDO (1.10) por 2x(x — 2)?, obtemos:

3x _ 3
(x—2)2 " 2(x—2)? (1.11)

P(x) = %

(x—2) 1

Q) = 2x(x — 2)? - 2x(x — 2)

observe que os pontos x = 0 e x = 2 sdao os pontos singulares da equagao dada. Agora, testaremos
P(x) e Q(x) em cada ponto para saber se € regular ou irregular. Inicialmente, fazendo para o ponto
x = 0, temos:

3

i |00 ()| =0
(1.12)

i [0 =5 =0

como esses limites sdo finitos o ponto x = 0 ¢ dito singular regular. Agora testando para x = 2, tém-

S€:

i [(x —2) (ﬁﬂ -7 (1.13)

i [ 27 5] =0
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como um dos limites da equagao (1.13) ndo existe, significa que o ponto em x = 2 ¢ singular irregular.
1.2 Dependéncia Linear e Independéncia Linear

As nogdes de independéncia e dependéncia linear sdo fundamentais para o estudo das EDs,
uma vez que a solugdo geral pode ser formada por uma combinagdo linear de fungdes Linearmente
Independentes. Assim, ¢ necessario saber a diferenca entre tais conceitos, que sdo dadas pelas

seguintes defini¢des:

Definicdo 1.3. Dizemos que um conjunto de funcées fi(x),f>(x), -, f,(x) sdo Linearmente

Dependente (LD) em um intervalo I se existirem constantes ¢4, C,,**+, C, ndo todas nulas, tais que

cifiC) +cfp () + -+ e fu(x) =0 (1.14)

para todo x no intervalo 1.
Definicdo 1.4. Dizemos que um conjunto de fungoes f;(x),[f>(x), -, f,(x) sdo Linearmente

Independente (LI) em um intervalo I se ele ndo é linearmente dependente no intervalo.

E facil compreender essas defini¢des para o caso de duas fungdes f; (x) e f,(x). Se as fungdes
sdo LD em um intervalo I, entdo existem constantes ¢; € c,, que ndo sdo ambas nulas, tais que para

todo x em I, temos:
c1fi(x) + caf,(x) =0 (1.15)

portanto, se consideramos que c¢; # 0, segue-se que

filx) = —z—:fz(x) (1.16)

isto ¢, se duas fungdes sdo LD, entdo uma ¢ simplesmente uma constante multipla da outra.

Reciprocamente, se f; (x) = ¢, f,(x) para alguma constante ¢, entdo temos, por exemplo:

(—Dfi(x) + cof2(x) =0 (1.17)

para todo x em L. Logo, as fung¢des f; (x) e f,(x) sdo LD, pois pelo menos uma das constantes (a saber
¢, = —1) ndo é nula. Desta forma, duas fungdes f;(x) e f,(x) serdo LI quando nenhuma delas é

multipla da outra em um intervalo L.

Exemplo 1.4.
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a) Sejam f(x) = sin(x) cos(x) e g(x) = sin(2x). Como g(x) = sin(2x) = 2 sin(x) cos(x),
existe pelo menos uma constate ¢ diferente de zero, de modo que podemos escrever g(x) =
2f (x). Logo, as fungdes g(x) e f(x) sdo LD;

b) Sejam f(x) =sin(x) e g(x) = cos(x). Observe que ndo existe nenhuma constante ¢
diferente de zero, que possa satisfazer a igualdade g(x) = cf(x). Logo, as fungdes g(x) e

f(x) sdo LL

1.3 Wronskiano

Em matematica, Wronskiano ¢ uma fung¢ao aplicada especialmente no estudo de ED’s. O nome
dessa funcao € uma homenagem ao matematico polonés Josef Wronski. O Wronskiano € utilizado para
determinar se um conjunto de funcdes diferenciaveis sao LD ou LI, em um dado intervalo e sua

definicdo serad dada a seguir.

Definicdo 1.5. O Wronskiano de um conjunto de fungoes fi(x),fo(x), -, f(x) é dado pelo

determinante
) fLlx) oo fu(o)
A0 f® ... R wL1s)
W = .
fl(n'—l) 2(n'—l) o f(n'—l)

Teorema 1.1. Se o Wronskiano de um conjunto de fun¢oes for ndo-nulo (solugdo ndo trivial) para
algum intervalo I, entdo esse conjunto de fungoes é LD neste intervalo. Se o Wronskiano é
identicamente nulo (solugdo trivial) e se cada fun¢do do conjunto for solu¢do da mesma equagdo

diferencial, entdo esse conjunto de fungoes é LI

Demonstragdo. A prova do Teorema 1.1 ¢ por contradi¢do no caso em que n = 2. Suponha que
W (fi(x0), f>(xo)) # 0 para um x, no intervalo I e que f; (x) e f,(x) sejam LD no intervalo. O fato

das fung¢odes serem LD nos diz que existem c; € c,, ndo ambas nulas, para as quais
c1fi(x) + ¢ f2(x) =0 (1.19)

para todo x em 1. Derivando essa equagao (1.19), obtemos:

cfi(X) + o fz(x) = 0 (1.20)
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Das equagdes (1.19) e (1.20) podemos escrever um sistema de equagdes lineares, isto ¢€:

{C1f1(x) + cf(x) =0 (121)
afix)+cf(x) =0

Em notacao matricial esse sistema (1.21) pode ser escrito como:

() f00) /4 |
(Z(ﬁ) Z<§>)(§2)=(8) (1.22)

mas a dependéncia de f; (x) e f, (x) implica que (1.21) possui uma solugdo nio trivial para cada x no

intervalo I. Logo,

) L)) _ (1.23)

=l gl

para todo x no intervalo. Isso contradiz a suposicio de que W(f;(x,), fo(x,)) # 0. Portanto,

concluimos que f; (x) e f,(x) sdo LL

Corolario 1.1. Se f;(x), f>(x),-*-, f,(x) possuem pelo menos n — 1 derivadas e sdo LD em I, entdo

W(fl (), f,(x), -, fn (x)) = 0 para todo (x) no intervalo.
Exemplo 1.5.

a) As fungdes f;(x) = e?* e f,(x) = e * sdo LI. De fato, o determinante do Wronskiano dessas

duas fungdes ¢ diferente de zero, isto ¢,

() (0] | e?* ¥

W=1reo f@lT e —ex

= —3e*e* £ 0

b) As fungdes f;(x) =sin?(x) e f,(x) =1 — cos(2x) sdo LD. De fato, o determinante do

Wronskiano dessas duas funcdes ¢ igual a zero, isto &,

) L)) sin? (x) 1 — cos(2x)

W= fi) f0)l [2sin(x)cos(x) —2sin(2x)

=0

No capitulo 2 sera abordado o método por séries de poténcia para resolver EDO homogénea

de segunda ordem. Entretanto, a partir do Wronskiano, mostraremos um método para obter uma
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segunda solucdo LI, pois em alguns casos da substitui¢ao em séries de poténcia encontramos somente
uma solucgdo [7]. Desta forma, vamos inicialmente considerar a EDO (1.2), cujas solucdes y; € y,

sdo LI. Entdo, por defini¢do, o Wronskiano ¢:

W =y1y; = ¥201
diferenciando a equagdo (1.24) e usando a EDO (1.2), temos:

..,

W' =y1y; + y1¥2 = y1'V2 = ¥1¥2
W' =y, [=P(x)y; — Q(x)y.] — ¥2[-P()y1 — Q(x)¥:] (1.25)
W' = =PxX)[y1y2 = y2¥1l
note que o termo entre colchetes da ultima linha na expressao (1.25) ¢ exatamente o Wronskiano.

Assim, podemos escrever:

W' = —P(x)W (1.26)
no caso em que P(x) = 0, isto &,

y'+Q)y=0 (1.27)
o Wronskiano seré constante, ou seja,

W = y,y; — y,y, = constante (1.28)

para o caso geral, agora iremos admitir que temos uma solu¢ao da equagao (1.2) por substitui¢ao de
série. Passaremos a desenvolver uma segunda solugdo, independente, para o qual W # 0.
Reescrevendo a equagao (1.26), usando a notagdo de Leibniz para derivada e separando as variaveis,
tem-se:

dW— P(x)d 1.29
W——(x)x (1.29)

integrando a variavel x de a até x, para obter

X

W) _ 1.30
In7ey = —fP(xl)dxl (1.30)

a

ou ainda,

X

—f P(xl)dxll (1.31)

a

W(x) = W(a)exp
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mas,

, d (y
W(x) = y1¥5 — Yoy1 = )’1 dx (yj) (1.32)

combinando as equag¢des (1.31) e (1.32), temos

i(&) 3 W (a)exp|— f;P(xl)dxl] (1.33)
dx\y,) Vi

finalmente, integrando a equagdo (1.33)de x, = b e x, = x, tem-se

exp[— [ P(x)dx4] i} (1.34)
[y1 (x2)]? 2

Yo = h@W@f

Y2(b)
y1(b)

novo. Uma vez que W (a), o Wronskiano avaliado em x = a, ¢ uma constante e nossas solugdes para

aqui, a e b sdo constates arbitrarias e o termo y; (x) foi descartado, pois ndo adicionava nada de

a equacgdo diferencial homogénea sempre contém um fator normalizador desconhecido, faremos

W (a) = 1 e escreveremos:

P(xy)d
Y2 =y1(%) .]- - ){1(962))]6; al X2 (135)
se P(x) = 0, a equagdo (1.35) se reduz a
d
7 =nw | 5 ehn (=

isso significa, que usando a equagao (1.36) ou (1.35), podemos tomar uma solucao conhecida e, por
integracdo, gerar uma segunda solug¢do linearmente independente. Este resultado seréd utilizado no

capitulo 3 para encontrar as Funcdes de Bessel de segunda espécie.
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Capitulo 2

Série de Poténcias

Neste capitulo sera feito uma breve revisao sobre o método de séries de poténcias para a
resolugdes de EDO, bem como algumas particularidades relativa a este método. Usamos como
referéncias Thomas (2012) [8], Leithold e Dennis Zill (1994) [9], Boyce e Diprima [1], Geraldo Avila
[10] para a elaboracdo do texto que sera apresentado aqui neste capitulo. Nosso objetivo ndo sera
aprofundarmos neste tema, restringiremos apenas as defini¢cdes e teoremas mais relevantes que darao

embasamento ao foco principal de nosso trabalho.
2.1 Série de Poténcias

Quando se avang¢a no estudo das solugdes de equacdes diferenciais, fica evidente que apenas
trabalhar com solugdes elementares ¢ insuficiente para se obter solugdes das EDO’s. Isto ¢, solugdes
elementares constituem um universo pequeno demais para expressar com elas as solu¢des de todas as
EDQ’s importantes nas aplicagdes em Matematica, fisica ou Engenharia. Assim, uma alternativa ¢
utilizar o chamado método de séries de poténcia, que consiste em procurar as solu¢cdes de uma EDO
expressas como soma de uma série de poténcias. Tal método se baseia na hipdtese de que as solucdes
procuradas sdo analiticas pelo menos em alguma vizinhangca de um ponto x, onde sdo dadas as
condigdes de contorno. Isto significa que estas funcdes possuem derivadas de todas as ordens neste

ponto e, portanto, podem ser expressas como uma série de poténcias.

Definicao 2.1. Uma série de poténcias é representada da seguinte forma
oo
Z CaX™ = Ay + a;x + azx? + -+ (2.1)
n=0

onde x é uma variavel e c,, sdo constantes. De modo geral, uma série de poténcias em x = x, é dada

por:
[ee]

Z Cn(x = x0)"™ = ag + a1 (x = x%0) + az(x — %) + -+ an(x — x0)" + -+ (2.2)

n=0

A equagdo (2.2) ¢ chamada de séries de poténcias de (x — x;), centrada em x,. Note que, se x for um

determinado niimero, a série de poténcias tornar-se-4 uma série infinita de termos constantes, que
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podemos testar a convergéncia ou divergéncia. Assim, uma série de poténcias pode convergir ou ndo
para alguns valores de x. Vamos considerar ¢, = 1 na equagdo (2.1) para todo n, logo podemos

€SCrever:

an=1+x+x2+...+xn+... (2.3)
n=0
que ¢é convergente quando —1 < x < 1 e divergente para |x| > 1. Os teoremas (2.1) ¢ (2.2),
enunciados a seguir estabelecem as condi¢des para que uma série de poténcias seja convergente ou
divergente, respectivamente. Apds, outros teoremas importantes para o estudo de séries serdao

enunciados também.

Teorema 2.1 (Teorema de convergéncia para série de poténcias). Se a série de poténcias dada pela
equacgdo (2.1) for convergente para x = x, (x # 0), entdo ela sera absolutamente convergente para

todos os valores de x para os quais |x| < |x4].

Demonstragdo. A prova deste teorema ¢ feita pelo teste da comparagdo com a série dada, comparada a
uma série geométrica convergente (Leithold, 1994, p. 716). Entdo, se Y,;—, X1 for convergente,

significa que o lim c,x* = 0. Assim, existe um inteiro N > 0 tal que n > N, entdo |c,x7| < 1.
n—->oo

Agora, se x for qualquer niamero tal que |x| < |x;|, entdo n = N. Desta forma,

xn
|Cnxn| = Cnx? <_n> (2.4)
X1
X n
lex™| = |epxft| |— (2.5)
X1
n
lepx™ < |— (2.6)
X1
assim, a série
had n
Z x 2.7)
X1

n=N
¢ convergente, porque ¢ uma série geométrica com r = — < 1 (pois |x| < |x4]). Compare a série
1

n n
Ymenlenx™|, onde o |x| < |x4], com a série Y.o_y |xi| .De |c,x™| < |xi| ¢ do teste da comparagao
1 1
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Ymenlcnx™| é convergente para |x| < |x,|. Assim sendo, a série de poténcias dada é absolutamente
convergente para todos os valores de x para os quais |x| < [x;|. m

Exemplo 2.1.

Encontre os valores de x para os quais a série de poténcias dada pela equacdo (2.8) seja

convergente.
x" (2.8)
n!
n=0
Para resolver esse problema vamos fazer,
x‘l’l
U, =% (2.9)
e
xn+1
Un+1 = GRS (2.10)

Assim, aplicando o teste da razao (o teste da razao pode ser visto na referéncia Leithold, 1994, p. 734),

temos:
xn+1
Unis (G ntip) 1
im |—= = lim [=——— = lim [———<——| = |x|lim —— = 2.11
’ll"°° n Al—r’g x" 131—{120 (n+ 1)« |x|Tlll—>nolon+1 0<1 ID
n!

portanto, a série de poténcias dada ¢ absolutamente convergente para todos os valores de x.

Teorema 2.2 (Teorema de divergéncia para série de poténcias). Se a série de poténcia Y-y Cnx™ for

divergente para |x| = |x,| ela serd divergente para todos os valores de x para os quais |x| > |x,|.

Demonstragdo. Suponha que a série de poténcias seja convergente para algum nimero x para o qual
|x| > |x,|. Entdo, pelo Teorema 2.1, a série deve convergir para x = x,. Mas isso contradiz a hipotese.

Logo, a série de poténcias dada ¢ divergente para todos os valores de x para os quais |x| > |x,|. =

Exemplo 2.2
Encontre os valores de x para os quais a série de poténcias dada pela equagdo (2.12) ¢

divergente.
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Z nixt 2.12)

Para resolver esse problema vamos fazer,

U, =nlx™ (2.13)
e
Upir = (n+ D1xm! (2.14)
assim, aplicando o teste da razao, obtemos:
Upns1 (n+ 1) x™*! 0, sex=0
i = 1 —_—lG] = 1 = ’ 2.15
rlll—wo 111—{?0 nlxn %l_r){)loKTl + 1)X| {-l-OO, sex+0 ( )

n
logo, a série de poténcias ¢ divergente para todos os valores de x, exceto 0.

Teorema 2.3 (Raio da convergéncia de uma série de poténcias). A convergéncia da série de poténcia

Ymeo CnX™ pode ser descrita por um dos trés casos a seguir:

(i) a série converge somente para x = 0;

(ii) a série é absolutamente convergente para todos os valores de x;

(iii) existe um numero R >0 tal que a série é absolutamente convergente para todos os
valores de x para os quais |x| < R e é divergente para todos os valores de x para os quais
|x| > R.

Demonstrag¢do. A demonstragdo sera feita para cada proposicao acima.

- Se x for substituido por zero na série de poténcias dada, temos ¢y + 0 + ---, que obviamente ¢
convergente. Assim, toda série de poténcias da forma );;_, c,x™ ¢ convergente quando x = 0, se esse

for o Unico valor de x para o qual a série converge, entdo a firmacao (i) ¢ valida;

- Suponha que a série dada seja convergente para x = x;, onde x; # 0. Segue, entdo, do Teorema 2.1
que a série é absolutamente convergente para todos os valores de x para os quais |x| < |x;]|. Além
disso, se ndo existir valor de x para o qual a série seja divergente, entdo ela ¢ absolutamente

convergente para todos os valores de x. Assim, a afirmagdo (ii) ¢ vélida;

- Se a série for convergente para x = x;, com x; # 0, ¢ divergente para x = x,, onde |x,| > |x4],
entdo do Teorema 2.2, segue que a série ¢ divergente para todos os valores de x tais que |x| > |x,].

Logo, x, ¢ limitante superior para o conjunto de valores de |x| para os quais a série ¢ absolutamente
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convergente. Entdo pelo axioma do completamento, que nos diz que todo conjunto ndo-vazio de
numeros reais que tenha limite inferior, possui um limitante inferior maximo. Da mesma forma, todo
conjunto nao-vazio de numeros reais que tenha limitante superior possui um limite superior minimo.
Assim esse conjunto de nimeros tem um limitante superior minimo, que € o nimero R da afirmagdo
(iii). Isso completa a demonstragdo de que uma e somente uma das trés afirmacdes ¢ valida.m

Ao conjunto de todos os valores de x para os quais uma dada série de poténcias é convergente,
chamamos de intervalo de convergéncia da série de poténcias. O niimero R da afirmacgdo (i) do

Teorema 2.3 ¢ denominado Raio de convergéncia da série de poténcias.

Exemplo 2.3.
Encontre os valores de x para os quais a série de poténcias dada pela equagdo (2.16) ¢

divergente.

[oe)

Z n(x—2)" (2.16)

n=1

Inicialmente, vamos expandir essa série, ou seja,

o)

z nx—2)"=—-2)+-+k(x—-2)+(k+ D -2 + ... (2.17)

n=1
Aplicando o teste da razao, temos

(n+ 1) (x—2)"*!
n(x —2)"

. |Un+1
lim

n—oo

n+1
= |x = 2|lim —— = |x — 2| (2.18)
n—oo n

n—oo

n

Assim, a série dada sera absolutamente convergente se |x — 2| < 1 ou, seja, resolvendo esse modulo
podemos obtemos —1 < x — 2 < 1, ou ainda, 1 < x < 3. Quando x = 1 a série sera ),;—,(—1)"n,

que ¢ divergente, pois o lim U, # 0. Assim, o intervalo de convergéncia serd (1,3) e a série de
n—-oo

poténcia define uma fung¢ao cujo dominio € o intervalo (1,3).

Proposicio 2.1. Se Yoo cpx™ for uma série de poténcia com raio de convergéncia R > 0, entdo a

série Yoo_ 1 NCp,x™ 1 também terd R como raio de convergéncia.

Demonstragdo. Seja x qualquer nimero no intervalo aberto (—R, R). Entdo, o [x| < R. Selecionamos

o x; tal que [x| < |x;] <R. Como |x| <R, entdo a séric Y.,—oC,X™ ¢ convergente. Logo, o
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lim ¢, x{* = 0 e, assim, existira um nimero N > 0, tal que n > N, entdo |c,x7'| < 1. Seja M o maior
n—->o0o

dos niimeros |cyx4|, |c,x2], [c3x3], ..., leyx|, 1. Entdo, |c,x}'| < M, para todo n inteiro positivo.

Desta forma,

1 xn! |cnxt [ x ™t
ne, X" = Inc,—5 —
X1 locs | 1oy
logo, podemos escrever a seguinte desigualdade
M 1x n—-1
Inc,x™ 1| < n ol (2.19)
locy | 1q
aplicando o teste da razdo em
co
kel
— n —
x| X (2.20)
n=1
obtemos,
U n+ 1) ]x|® |x ™t X n+1 |x
lim| nat| g |0 D ——| = || lim = =<1 @21
n-oo [ Uy, n—oo [x |*  n|x|" Xiln-oe n X1

Sendo assim, a série (2.20) ¢ absolutamente convergente. Logo, da equacdo (2.19) e do teste da

~ R [o'e) n—1 r r J4

comparagao segue que a Série Y,—q NCpX também ¢ absolutamente convergente. Como x ¢

qualquer nimero em (—R, R), segue que se o raio de convergéncia da série ), -, c,x" for R’, entdo

R’ > R. Agora precisamos mostrar que R’ ndo pode ser maior do que R. Para isso vamos mostrar por

contradi¢do. Para isto, vamos supor R’ > R e x, um numero tal que R < |x,| < R’, como |x,| > R
n—1

segue que Ya—oCpXy € divergente. Como |x,| < R’, segue que Y-, ncyxy — ¢ absolutamente

convergente. Além disso,

[o9) [ee)
bl ) Ineuxs | = ) Incax?

e assim, ),n—;|nc,x3| sera convergente. Se n for qualquer inteiro positivo,
n n| — n
lcnxz | < nlepxy | = Incpx7|.

Das equagdes acima e do teste da comparagdo, segue que Y.o—,|c,x3| € convergente. Logo a série
Ymeolcnx?| é convergente, o que contradiz o resultado. Assim, a hipotese de que R’ > R ¢ falsa.
Portanto, R’ ndo pode ser maior do que R, e como foi mostrado que R’ > R segue que R’ = R, o que

prova o Teorema.m
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Exemplo 2.4.

Verifique o raio de convergéncia para a série dada pela equagao (2.22).

2 3 k+1

P! x? x x

 _ oy et (2.22)
Zo(n+1)2 S I I S P
n=

Para resolver este problema vamos determinar o raio de convergéncia aplicando o teste da razdo, ou

seja,

(n + 1)2(x1’l+2)
= 27Gm)

Uns1

li
m Uﬁ

n—-oo

— xlli n+2n+1 ~ x|
S\t anra) T

n—-oo

logo, a série de poténcia é convergente quando |x| < 1, assim o raio de convergéncia é R = 1. Agora

verificando para a série de poténcias obtida da série dada com derivagdo termo a termo ¢

Oo(n+1)x”_§: x" _1+x+x2+ N xk N
m+1)?2 ZLin+1 =~ 2 3 (k+1)
n=0 n=0
aplicando o teste da razao,
o Un+a (n + 1)x™? . In+1
lim = ———| = |x|lim | = |x|
n-co | U, n-o | (N4 2)x™ n-o N+ 2

que converge para |x| < 1, assim seu raio de convergéncia é R’ = 1. Como R = R’, esta provado o

Teorema.
Proposicao 2.2. Se o raio de convergéncia da série de poténcias Y-, CnX™ for R > 0, entdo a série
Yo _,n(n — 1)c,x™2 também terd R como raio de convergéncia.

n-1

Demonstragdo. Se aplicarmos o Teorema precedente a série Y, ;—q NC,X obteremos o resultado

desejado.m

Teorema 2.4 (Teorema da derivagdo termo a termo). Seja Yy C, X™ uma série de poténcias cujo raio

de convergéncia é R > 0. Entdo, se f for definida por

Flx) = Z c X" (2.23)
n=0

entdo, f’(x) existira para todo x dentro do intervalo aberto (—R, R), sendo dada por
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fr(x) — z TlCan_l. (224)
n=1
Demonstragdo. Se x e a sdo dois nimeros distintos no intervalo aberto (—R, R). A féormula de Taylor,
comn=1¢

f'(a) (&) (2.25)

(x—a)+

fG) =fa) +— o (x — a)?

da equagio (2.25), com f(x) = x™, segue que para todo n inteiro positivo
1
x"=a"+na"1(x —a)+ En(n - D)% (x — a)? (2.26)

onde (&,,) esta entre a e x para todo n inteiro positivo. Assim,

fO) - fla) = Z CpX™ — z ¢ a® (2.27)
n=0 n=0

fx)—f(a) =cy+ Z CpX™ —co — Z cpa (2.28)
n=1 n=1

[ee)

F0) = f@ =) e —a (229)

n=1

dividindo a equagdo (2.29) por x — a (pois x # a) e usando (2.26), obtemos:

f(x)—f(a):

X —a

1 (o]
S e (- ) gt - DE -] (230

n=1
assim,

fG—f@ _ i

! S .
~—a nc,a™ ! + E(x —a) ;n(n —1)c, (&) 2 (2.31)

n=1

como a estd em (—R,R), concluimos do teorema que a série Yoo nc,x™ ! é absolutamente
convergente. Como ambos, a e x estdo em (—R, R), existe um numero K > 0 tal que |a| <K <R e

|x| < K < R. Segue do Teorema que Y-, n(n — 1)c, K™ 2 é absolutamente convergente. Entdo, com

In(n — )¢, (§)" 7?1 < In(n — 1, K72 (2.32)
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Para cada ¢,,, podemos concluir do teste da comparagdo que Yo, n(n — 1)c,, (&,)™ 2 é absolutamente

convergente. De modo que podemos escrever,

fO)-fl@ <
— - ) n

1 (o]
SGE—o Z n(n = Den (5"

-1| —
o T (2.33)
n=1
entretanto, se )., -, U, for absolutamente convergente, entdo
PRAEPNA! (2:34)
n=1 n=1
Aplicando esse resultado na equacao (2.35)
x)—f(a - 1 -
FOZTD N ot =l —al Y = Dleal a2 239
xX—a 2
n=1 n=2
obtemos,
x)—f(a - 1 c
% — ) nca™l = 5 |x — al Z n(n — 1)|c,| K™ 2 (2.36)
n=1 n=2

onde 0 < K < R. Como a série do segundo membro ¢ absolutamente convergente, o limite do segundo

membro, quando x tende a a, ¢ zero. Entdo, do Teorema do confronto de limites temos,

(ee]

n=1

n=1
e como pode ser qualquer numero no intervalo aberto (—R, R), o teorema esta provado.m

Exemplo 2.5.
Encontre a série para f'(x) e f’(x), com —1 < x < 1, se

o

1
f(x)=m=1+x+x2+x3+x4+-~-+x"+--~=zx".

n=0

Para resolver este problema, vamos derivar a série a direita termo a termo, ou seja,

0]

1
f'(x) =m =1+2x+3x2+4x3+ -+ xkk 1 +... = an"‘l

n=1
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[oe]

S =2 6x kot k(= DXF b= ) n(n— D

" _ 1
') = a—a°

n=2

Teorema 2.5 (Teorema da integra¢@o termo a termo). Seja Y.p—o CnX™ uma série de poténcia cujo raio

de convergéncia é R > 0. Entdo, se f for definida por

Flx) = Z cx™ (2.37)
n=0

f sera integravel em todo subintervalo fechado de (—R, R). Assim, a integral de f, sera calculada

integrando termo a termo a série, isto é, se x estda em (—R, R), temos

[oe)

j T @) dt = P (2.38)
0

n=0

além disso, o raio de convergéncia da série resultante é R.

Demonstragdo. Seja g a fungdo definida por

c
glx) = Z - _: T xt1 (2.39)
n=0

como os termos da série de poténcias, que representa f(x), sdo as derivadas dos termos da série de
poténcias que representa g(x), as duas séries tém o mesmo raio de convergéncia pelo Teorema 2.4 ¢
pelo Teorema 2.5 g’(x) = f(x) para todo x em (—R, R). Assim, segue que f’(x) = g”(x), para todo
x em (—R,R). Como f ¢ diferenciavel em (—R, R), ¢ continua neste intervalo, consequentemente, f
¢ continua em todo subintervalo fechado de (—R, R). Do Segundo Teorema fundamental do calculo

(este Teorema pode ser visto na referéncia [9], p. 347) concluimos que se x esta em (—R, R), entdo

o

ff(t) dt=g(x)—g(0)=g(x)<:>f f(t) dtZZnCﬁxrwl

n=0
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Exemplo 2.6.

~ y . A . X _4+2
Ache uma representagio em série de poténcias de [ 0 € £ dt.

Inicialmente, vamos escrever o integrando em uma expansao de serie, isto &,
) t4 t6 tZTL
=1-t’+=-—=—+-+(-D"—+
2! 3! n!

para todos os valores de t. Aplicando o Teorema da integragao, integrando termo a termo, obtemos

X 5 ® X t21’l
f et dt = Zf (-1 — dt
0 0 n!
n=0

5 7 2n+1

¥ e x3  x
Pt = — e — Hr——
foe g tas gttt Y gy t

este resultado, representa a integral da série de poténcias para todos os valores de x.

2.2 Séries de Taylor e de Maclaurin

A expansao em séries de Taylor é uma forma de representar uma fun¢do f qualquer na forma
de uma série de poténcias. A expansdo ¢ feita através da representacdo da funcdo em um ponto x
qualquer com base no valor da fungdao em outro ponto a e das derivadas de ordem n da fun¢do no

ponto a.

Definicao 2.2. Seja f uma fungdo com derivadas de todas as ordens em algum intervalo contendo a

como um ponto interior. Entdo, a série de Taylor gerada por f em x = a é dada por

1" n)
f(x)—f(a)+f(a)(x—a)+f()( a)? + - +f n( )( —a)"+
ARG
f(x)=zf k!a (x — a)k (2.40)
k=0

quando a = 0, este desenvolvimento recebe o nome de série de MacLaurin de f, sendo dada por

n!

(0 1" (n)
f(x)—zf ©) x* = f£(0) + f'(0)x +f () 2+---+f (O)xn+--- (2.41)

k=0

Vale destacar que se todos os termos da série forem considerados, esta expansdo nao representa

uma aproximag¢do, mas sim o valor exato da funcdo. Na maioria dos casos, a expansdo ¢ feita nas
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vizinhangas do ponto a, de modo que (x — a) ¢ relativamente pequeno. Por isso, os termos de alta
ordem (derivadas com ordem maior que 2) costumam ser muito pequenos, de modo que a expansao

pode ser truncada apos alguns termos.

2.3 Propriedades das séries de poténcias

Uma das principais vantagens da utilizagdao de séries de poténcia ¢ que elas sdo facilmente
manipuldveis. Assim, algumas propriedades e teoremas uteis, para o nosso estudo, das séries de

poténcia serdo enunciados a seguir.

n

Teorema 2.6 Toda série de poténcias Y, a,x™, com raio de convergéncia v > 0 (r podendo ser

infinito), converge uniformemente em todo intervalo [—c, c], onde 0 < ¢ <.

Demonstracdo. Fixado ¢ < r, seja x, um numero compreendido entre ¢ e r. Como a série converge
absolutamente em x, existe um M tal que |a,x{| é limitado por uma constante M. Assim, sendo|x| <

¢

n n

<M

a, x| = |la,x?
|n | |n0| xO

x

Xo

. e . (- L c|™

isso mostra que a série ¢ dominada pela série numérica convergente ), M |x—| . Portanto, pelo teste da
0

comparagio, a série Y. a,x™ converge uniformemente em |x| < c.m

Observacgao: Note que o Teorema 2.6 garante a convergéncia uniforme em qualquer intervalo |x| < ¢

contido no intervalo |x| < r, mas ndo garante nada em |x| < 7.

Exemplo 2.7.

Considere a série geométrica

1
1—x

)

Zx”=1+x+x2+-~-=

cujo raio de convergéncia ¢ r = 1. Mas a convergéncia nao ¢ uniforme em todo intervalo |x| < 1. De

fato, colocando

n+1

1—x
Sp=14adx? ot at = (2.42)

temos
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|x|n+1

1
Sa() 1=

x|_ 1—x

¢ claro que, dado um € > 0, ndo existe N tal que n > N esta ultima expressao seja menos que € para
todo x em (—1,1), basta pensar numa sequéncia x,, tendendo a 1, com |x,, |**! mantendo-se maior ou

igual a um numero c tal que 0 < ¢ < 1.

Teorema 2.7 (Teorema da Unicidade de série de poténcias). Se uma fungdo f admite desenvolvimento

num ponto X, esse desenvolvimento é unico.

Demonstragdo. Considere que f tenha dois desenvolvimentos numa vizinhanga da origem, |x| < r

flx) = Z A, x™ = Z b, x™

Essas séries podem ser derivadas repetidamente, termo a termo, na referida vizinhanca, em particular,

em x = 0, donde que a,, = b,, para todo n, o que prova o teorema.m

Observacgio: Se Y a,(x — xy)" =Y b, (x — xy)™, para todo x em algum intervalo centrado em x,,
entdo a,, = b, paratodon = 0,1,2,3,.... Em particular, se ), a,,(x — x,)™ = 0 para todo x, entdo a, =
a,=a, =--=a,=0.

Exemplo 2.8.

A fungdo e* tem desenvolvimento de Maclaurin dado por

x% x3 x"

e* =1+ x+ 5+ 50+t o Ry(x), (2:43)
eC+1xn+1 . -
onde R, (x) = D ©°€ ¢ um nimero compreendido entre zero € x. Entao,
e X+ |y |1+
R <— 2.44
desenvolvimento este valido para todo x real.
Teorema 2.8 (Teorema da Existéncia de Solugdes por Séries de Poténcias).
Considere a equagdo
a,()y" +a;(x)y" +ap(x)y =0 (2.45)

em que a,(x), a,;(x) e ay(x) sdo polinémios sem fatores comuns. Se a,(0) # 0, entdo a equa¢do

tem solugdo geral em série de poténcias
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y(x) = z a,x™ = aq (1 + z bnx"> + a, <x + Z cnx"> (2.46)
n=0 n=2

n=2

sao solugdes fundamentais da equagdo que convergem (pelo menos) para |x| < r, sendo r o raio do
maior circulo no plano complexo com centro na origem tal que a,(z) # 0, para todo z € C com

lz| <.
Demonstragdo. Vamos dividir a equagdo (2.45) por a,(x) e reescrevé-la na forma
y"+Px)y'+Q(x)y=0 (2.47)

Considerando a,(x,) # 0, as fungdes P(x) e Q(x) serdo analiticas, logo podem ser escritas em série

de poténcia de x, ou seja,

a1(x) _ - n
Pr)=1os= ; P x (2.48)
_ a6 N . (2.49)

Q(x) - az(x) - T; an

que convergem para |x| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro na origem
tal que P(z) # 0, para todo z € C com |z| < r. Suponhamos, que a solucdo da equacdo possa ser

escrita em série de poténcias de x como

v =Y ey @30
n=0

vamos mostrar que os coeficientes satisfazem uma relagcdo de recorréncia de tal forma que a série

converge para |x| < r. As derivadas y'(x) e y''(x), sdo representadas em série de poténcias como

y'() = ) nagxt = ) (04 Dag,,xt (2.51)
n=1 n=0
e
y''(x) = z nn—1)a,x" 2= Z(n + 1D(n+ 2)ayx" (2.52)
n=2 n=0

substituindo as equagdes (2.48) a (2.52) na equacao (2.47) obtemos:
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Z(n + 1)(n+ 2)a,x™ + z P,x™ Z(k + Va1 x* + Z Qpx™ Z axk=0
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

= Z(n + 1) (n+ 2)a,x™ + Z P, (k + Dag, x™k + z Qnapx™* =0

n,k=0 n,k=0
[ee]
:Z
n=0

a equagao (2.53) representa uma série nula, o que implica que todos os coeficientes sdo iguais a zero.

n+1)n+2)a,,, + Z[Pn_k(k + Dag,, + Qn_kak]] x"=0 (2.53)

Assim,

(m+ 1D+ 2)an,, =— Z[Pn—k(k + Dagyr + Qo] (2.54)
k=0

essa equacao (2.54) ¢ chamada de relagdo de recorréncia. Por outro lado, da convergéncia das séries
de P(x) e Q(x), segue-se que existe um M > 0 tal que |P,|[t" < M e |Q,|t" < M,para0 <t <Te

n = 0,1,2, ... Usando este fato, temos a equacao

E

n
(n+ D+ Dlanss] < 55 ) [0+ Didas] + lagllet
k=0

n

M
< 2 > Gk + Dlagea| + laglle* + Ml |t (2.55)
k=0

Vamos considerar a série )., A, x", com coeficientes definidos por Ay = |ay| € A; = |a4|, assim

n

M
(n+ D)+ 2)|ap,,| < t—nZ[(k + 1D Agsy + Atk + MA, it (2.56)
k=0

por indugdo, temos que |a,| < 4, paran = 0,1,2, .... De fato, paran = 0, temos
2|az| < M[|aq| + |agl] + Mlay|t
= 2|a,| < M[A; + Ay] + MAt = 24,
= |lay| = A4, (2.57)

Suponha que a desigualdade vale paratodon < k,comk € N, assima;,_, < |A;_3|eay_1 < |Ar_1l.

Mostraremos que vale para k. Portanto, fazendo n = k — 2, temos
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k-2
M
(k — Dklax| < k=2 Z[(k + Dlagsr| + aglth + Mlay 4|t (2.58)

i=0

a soma do lado direito da equacgdo (2.58) vai até k — 2, e pela hipotese de indugdo, temos

k-2
M
(k = Dklag] < 5555 > [0k + Dol + Atk + M4 1l = (k= DkAe (2.59)
i=0

Logo |ay| < Ay.

Vamos mostrar a série ),,—, A, x™ é convergente para |x| < r, o que implica que a série de
y(x) também ¢é convergente. Usando a equagdo para n — 1, temos que

n—-1

M
(n+ Dnd, ., = tn—_12[(k + 1D Apsq + ARt + MA,t (2.60)
k=0

n-2

M
R = DAy = 2 > [+ Dy + AdeE + MA, e (2.61)
k=0

Assim,

~+ | =

tn—Z

n-2

M

(n+ Dnd,q = —{ [(k+ 1Ay + Aplth + M[nA, + A, _1]t; + MA,t
k=0

1
(n+ Dnd,q = ?{n(n — 1A, — MA,_it+ M[nA, + A,_, ]t} + MA,t

A
(n+ 1nd, ., = Tn [n(n — 1) + Mnt + Mt?]

Aplicando o teste da razao, temos

y a1 XL n(n —1) + Mnt + Mt? x™+1
n-oow | A,x" n—oo ttn+ 1)n xn
Ay x™tt n(n—1) + Mnt + Mt? | x|
li = lim |x| = —, quandon — co.
n-ooo | A,xm n-o ttn+ 1)n t

Assim, a série Yp—o Apx™, converge |x| < t, para todo t < r. Consequentemente, a série converge

para |x| < r. Como |a,| < A,, para n =0,1,2, ..., entdo, também, converge para |x| <r a série
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y(x) = Yy oa,x™. Agora fazendo n =0, obtemos a, como combinagido linear de a, e a;.
Substituindo-se esse resultado para n = 1 obtemos também a; como combinacdo linear de a, ¢ a;.

Continuando desta forma, obtemos a, = b,a, + c,a4, quando n = 2,3, .... Portanto,
y(x) = Z a,x™ = q, (1 + Z bnx") + a, (x + z cnx">
n=0 n=2 n=2

Exemplo 2.9.

Resolva a equacgao diferencial abaixo usando o método de séries de poténcias.
Yy —xy —y =0 (2.62)

Pelo Teorema 2.8 que acabamos de ver, esta equagao diferencial tem uma solugdo em série de

poténcias validas para todo x € R, pois a,(z) = 1 # 0, paratodoz € C com |z| < r. Assim temos,

y(x) = ) a,x", (2.63)
y'(x)= ) na,x™t= ) (n+ Dayyqx™ (2.64)

e
y,’(X) = n(n — 1)anxn_2 = (Tl + 1)(71 + 2)an+ X" (2.65)

Substituindo as equagdes (2.63) a (2.65) em (2.62) obteremos,
Z(n + D(n+2)apx™ — Z(n + Dajyqx™t — Z a,x™=0 (2.66)
n=0 n=0 n=0
Como Yo_o(n + Da,x™1 =Y na,x", entdo da equagio (2.66) torna-se,
2a, —ay + Z[(n +1D)(n+2)a,,—na,x" —a,]x"=0, Vx€eR (2.67)
n=1

Como esta ¢ a série nula, entdo os seus coeficientes tém que ser iguais a zero, ou seja,

{ 2a2 — Qg = 0 (268)
n+1)n+2)ay; —na,—a, =0, n=1.273,..

De onde obtemos a formula de recorréncia
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(2.69)
n+1 1

On+2 =(n+1)(n+2)a”=n+2a"’

n=123,..

, A 1 . )
Usando a férmula de recorréncia a,,,, = — Qn a partir do a, podemos obter o a,, e a partir do a,

podemos obter o a,, e assim por diante, ou seja,

1 1
A, = Zaz = an; (270)
1 1
Ag = ga4 = 6.4—.2610, (271)

Assim, os coeficientes de indice par (multiplos de 2) sdo dados por

1 1 1
Bak = 5 T2k-2 = Gk — 2) 24 T 2k2k — 2) .. 2

k=123.. 2.72)

, A . 1 . .
Usando a formula de recorréncia a, ., = — @n @ partir do a; podemos obter o as, € a partir do as

podemos obter o as, e assim por diante, ou seja,

a3 = _al; (273)
3
1 1

ag = §a3 = ﬁal, (274)

Assim, os coeficientes de indice impar (multiplos de 2 mais 1) sao dados por

1 B 1
B2kt = 51 261 T 1 D2k — 1) 2R
1 1

k=123,.. (2.75)

Gkl = o 21 T O )2k —1) .3

Agora separando a série y(x) em duas séries, uma que s6 contém termos de poténcia par e outra que
s6 contém termos de poténcia impar e substituindo os valores dos coeficientes a,j € a, 1 encontrados

acima, obtemos

y(x) = z apx™ = z g x?* + Z Qg1 X2 (2.76)

Portanto, a solucdo geral ¢
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y(x) = agy, (x) + a1y, (x), (2.77)

onde,

S 1
_ 2.78
yl(x)_1+;2k(2k_2)___2x2k (2.78)
c

_ N 1 " 2.79
yZ(x)_x+;(2k+1)(2k—1)...3x2k ' @7

convergem para todo x € R.

2.4 Método de Frobenius

Como foi visto na secdo precedente, podemos resolver uma equagao diferencial de segunda
ordem linear da forma em série de poténcias sem grandes problemas em torno de um ponto ordinario.
Porém, se x = x,, for um ponto singular, nem sempre € possivel encontrar uma solu¢do em série de
poténcias. Mas, podemos tentar achar uma solu¢do na forma y(x) = x" Y a,x™, onde r é uma
constante a ser determinada. Dessa forma, para resolver uma equagdo diferencial em torno de uma

singularidade regular, aplicaremos o seguinte Teorema:

Teorema 2.9 (Teorema de Frobenius). Se x = 0 for ponto singular regular da equagdo diferencial,

entdo a equacgdo possui pelo menos uma solu¢do da forma
y(x) =x" Z a,x" (2.80)
n=0

onder ea,(n = 0,1,2,...) sdo constantes a ser determinadas. Essa solugdo é valida no intervalo 0 <

x < R para algum numero real R.

Nao demonstraremos esse Teorema, deixaremos a cargo do leitor ver em [11]. Note que quando
dizemos “pelo menos” no Teorema significa que, em contraste com o Teorema da Existéncia, ndo
podemos garantir duas solugdes na forma indicada. O método de Frobenius consiste em identificar
uma singularidade regular em torno de x, substituir y(x) dado na equagéo diferencial e determinar o
expoente 7 e os coeficientes a,,. Para fazermos esse calculo, iremos proceder da mesma forma como

foi feito no Teorema 2.8. A série infinita
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y(x = z = z anxr"'n (2.81)
n=0 n=0

com a primeira derivada e segunda derivadas, respectivamente

y'(x)= ) (r+n)a,x™"1
"Z;’ (2.82)

y'(x) = Z(T‘ +n—1)(r+n)a,x "2
n=0

sendo substituidas na equagdo. Os termos de poténcias semelhantes de x sao agrupados e igualados a
zero. Quando isso ¢ feito para x™, a equagdo resultante é uma férmula de recorréncia. Uma equagio
quadratica em r, denominada equagao indicial, ela surge quando o coeficiente de x™ é igualado a zero
e a, ¢ deixado arbitrario. O método de Frobenius sempre dd uma solugdo geral que possui a forma
y(x) = ¢y, (x) + ¢, ¥,(x), onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrarias e y, (x) é uma segunda solu¢do que
¢ linearmente independente de y, (x). O método para obter essa segunda solu¢do depende da relagdo
existente entre duas raizes da equagdao indicial. A natureza das raizes indiciais normalmente
correspondem a trés casos, quando utilizamos o método de Frobenius. Para exemplificar vamos supor

ue ry = 1, € analisar os trés casos abaixo.
1 2

Caso 1: Sery #r, ery—1, # k € Z. Se r; e 1, sdo raizes distintas, e ndo diferem por um inteiro,

entdo existem duas solucdes linearmente independentes para a equagao (2.45) na forma

y,(x) = Z a,x"M, ay, # 0
= (2.83)

y2() = ) byx™™, by # 0
n=0

onde y, (x) é obtido de maneira idéntica a determinag¢io de y; (x) pelo método de Frobenius, utilizando

T, em lugar de 7y.
Exemplo 2.10.

Resolva a equagao diferencial 2xy”" + y' + y = 0, utilizando o método de Frobenius.
Solugdo:

Dividindo a equagao por 2x, obtemos
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1 1
y" + Z}/’ + Z =0 (2.84)

O ponto x = 0 é ponto singular. Agora testamos P(x) e Q(x) no ponto x = 0.
1 1
im0 (5)] =2
x=0 x (2.85)
1
. 2( = —
i [0 (35)] =

Como esses limites sdo finitos, o ponto x = 0 € um ponto singular regular. Buscamos solu¢do na forma,

y(x) — Z anxr+n
n=0

(2.86)
as derivadas serdo,
y'(x) = Z(r +n)apx™ "t (2.87)
n=0
y'(x) = Z(r +n)(r +n—1Da,x""? (2.88)
n=0
Substituindo na equacao diferencial, obtemos
Z Rr+n)(r+n—1)+ T +n)]a,x" 1+ Z a,x™ =0 (2.89)
n=0 n=0

Fagamosr+n—1=m+ren—1 =m, isso resulta em

[2(r — Dr+rlagx™t + Z[(n +r+ 1A+ 2 +71))ape + ay]x™™ =0 (2.90)

n=0
1 , . , ~
Fazendo o ay # 0, temos 2r2 —r =0,donder =0 er = 5 » as raizes diferem por um niimero nao-
inteiro. Assim, cada uma das raizes leva uma solu¢do. A relacao de recorréncia ¢

) (-1) ]
B (n+r)(1 +2(n—1 +r)) nt

an (2.91)

1 .
Parar = Jer= 0, respectivamente, teremos
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(-1
a, = . N Ay
(n+§)<1+ 2(n—§)>
(2.92)
(-1
bn = b
" a(l+2n-1) "
Finalmente a solugdo geral ¢
y(x) = agy; (x) + by, (x) (2.93)

Note que, a, € by fazem papel de constantes arbitrarias da solugdo geral. As solugdes LI sdo

1 x x% x3 x4
N D A A (2.94)
yi(x) = x 3730 360 " 22680
x% x3 x4
U A A A (2.95)
y2(x) X+t "90" 2520

Caso 2: Se r; = ry. Caso as raizes indiciais forem iguais, ha sempre duas solugdes linearmente

independentes na forma
v, (x) = Z a, X"t ay # 0 (2.96)
n=0

Y2 (X) = yl(x) ln(x) + Z bnxr2+n, by = 0 (2.97)
n=0

Exemplo 2.11.
Resolva a equagao diferencial xy"' + y' — 4y = 0, utilizando o método de Frobenius.
Solugdo:

Dividindo a equagao por x, obtemos

wolo A (2.98)

O ponto x = 0 ¢ ponto singular. Agora testamos P(x) e Q(x) no ponto x = 0.

lim [(x) (i)] =1ec lim [(x)2 (‘7‘*)] =0 (2.99)

x—0

Como esses limites sdo finitos, o ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular. Buscamos soluc¢ao na forma
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y(x) = z X7+

[ee]

y'(x) = Z(T + n)a,x"t1

n=0
y'(x) = Z(T +n)(r+n—1)a,x "2
n=0
Substituindo y(x), y'(x) e y"'(x) na equagdo diferencial, temos
x Z(r +n)(r+n—1Da,x """ 2+ Z(T‘ + n)a,x™""1 — 4 Z a,x™" =0 (2.100)
n=0 n=0 n=0
Ap0s uns procedimentos, obtemos:
x" [rzaox‘1 + Z[(k +7r+1)%a,., — 4ak]xk] =0 (2.101)

n=1

Fazendo o a, # 0, temos que % = 0, e as raizes indiciais sdo iguais ; = 1, = 0. A relagdo de

recorréncia €

4‘ak

Ag+1 = (k+—1)2' k=01,23,.. (2.102)
O resultado é
< 4™q
yl(x) = Qay Zﬁx", |x| < 00, (2103)
n=0 =

Para obter a solu¢do linearmente independente, fagamos o a, = 1 e encontramos uma segunda solug¢do

na forma

exp[— f P(x;)dx, |

TACH (&409)

7,09 =76 |

Que também ¢ solucdo da equagdo (2.45), sempre quando y; (x) for uma solugéo conhecida. Dessa

forma, temos

p[ f P(x1)dx1] N
[y1 (x2)]? g

y2(x) =y (x) f (2.105)
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exp [— fxz 1 dxl]

[1+4x+4x2+%x3+ ]

Y2 (%) = y1(x) > dx,

Resolvendo, a integral obtemos:

y2(x) = y1(x) [ln(x) — 8x + 20x% — 1472x3 + ] (2.106)

Logo, no intervalo de (0, ) a solugdo geral para a equagdo

472
9

y(x) =cy1(x) + ¢, [y1 ()In(x) + y,(x) (—8x + 20x2% — ! x3 4 - )], (2.107)

Com y; (x) ja definido.

Caso 3: Se r,—1, = N, em que N um inteiro positivo, entdo existe duas solugdes linearmente

independentes na forma

y(x) = Z apx"t, ay # 0 (2.108)

Y2 () = y1(x) In(x) + Z by, by # 0 (2.109)

onde k ¢ uma constante fixa a determinar.
Exemplo 2.12.

Resolva a equacao diferencial xy" + 3y’ —y = 0, utilizando o método de Frobenius.
Solucado.

De forma andloga, ¢ possivel mostrar que o ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular. Assim,

buscaremos a solucao na forma

y(x) :Z e (2.110)

onde as derivadas sao dadas por

y'(x) = Z(r + n)a,x""1 (2.111)
n=0
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[00]

y'(x) = Z(T +n)(r+n—Da,x"t"? (2.112)
n=0
Substituindo na equacdo diferencial e fazendo algumas simplificagdes obteremos
[r(r + 2)]aox""! + Z[(T +n+2)r+n)a, —a,_1]x"""1=0 (2.113)

n=1

Fazendo o a, # 0, temos a equacdo indicial dada por r(r + 2) = 0, e as raizes indiciais 7, = 0er, =

—2. Como

(r+n+2)(r+n)a,—a,.,=0 n=0 (2.114)

Segue-se que, quando r; = 0 na equagdo acima, obtemos

an-1
nn+ 2)a, —a,_, =0=>an=m. n=>1
a, 2a
= = — = —
“T137 3
aq 2a,
= = — = —
27247 214
aq 2a,
—1 = —-——= —
%7357 315!
_ 2a, _
=>aqa, = CESET n=123,.. (2.115)
Logo, a solugdo em série €
Y1 (%) = agx° Ner 2)|n' ] (2.116)
Agora veremos o caso da raiz indicial r, = —2, obtemos

nn—-2)a,—a,_, =0, n=>1
Dai, podemos determinar sucessivamente os coeficientes a,,,

al S _ao
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0=a1=_a0

Note que a, = 0, o que € contraria a nossa hipdtese para a série, dessa forma a solu¢dao encontrada ¢
simplesmente multiplo da solugdo para r; = 0 (essa solucdo pode ser vista em [12]). Portanto

encontramos somente uma solugdo em série.

Agora iremos buscar uma segunda solu¢ao na forma

exp[— f P(xy)dx,]

1 G2 *2 —

7,00 =70 |

Que também ¢é solugdo da equagio ..., sempre quando y; (x) for uma solugio conhecida. Dessa forma,

resolvendo a integral temos:

ep[ f P(x1)dx1]
TACHIE "2

7,00 =70 [ =

exp [— ff%dxl]

7,00 =70 | e X _dx,
x3
[1 + 3 x+24x +360% +]
2 1 19
y2(x) = y1(x) [——+—+—1n (x) — —— x+.. ] (2.118)
270
Logo, no intervalo de (0, ) a solugdo geral para a equagdo ¢
1 1 2 19
y(x) =cy:(x) + ¢, Zyl(x)ln(x) + v, (x) (_ﬁ + = 770" x+.. )], (2.119)

Com y; (x) ja definido.

3.5 Teorema de Fuchs

Com relacdo ao Teorema de Fuchs[7], ¢ afirmado que sempre podemos obter ao menos uma
solucdo de série de poténcias, contando que esteja expandindo em torno de um ponto ordinario ou, na
pior das hipdteses, um ponto singular regular. Ao tentar obter uma expansdo em torno de uma
singularidade irregular esse método pode falhar. Em resumo, temos que, pelo Teorema de Fuchs, para

obter uma ou duas solugdes distintas depende das raizes da equacao indicial. Dessa forma:
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1. Se as duas raizes da equagdo indicial forem iguais, podemos obter s6 uma solucao por esse método

de substitui¢ao de série;

2. Se a diferenca entre as duas raizes for um nimero nao-inteiro, podem ser obtidas duas solugdes

linearmente independentes;

3. Se a diferenga entre as duas raizes for um nimero inteiro, a maior das duas resultara
em uma solugdo, a menor raiz pode ou ndo dar uma solugdo, isso depende de como se comporta os

coeficientes.
A demonstragdo do Teorema de Fuchs nao ¢ algo elementar, e pode ser vista em [8]. De fato,
, . .. ~ 1 ~
ao resolvermos o exemplo 2.10., em que as raizes indiciais sdo 4, = 0er, = p obtemos duas solugdes

linearmente independentes para o caso 1 do método de Frobenius. J4 no exemplo 2.11., em que as
raizes indiciais sdo iguais r; = r, = 0, obtemos apenas uma solucao para o caso 2. E para o exemplo
2.12.,em que r;, =0 er, =—2 a diferenga entre r; e r, ¢ igual a um niimero inteiro, a maior das

raizes indiciais nos levou a somente uma solucao.
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Capitulo 3

Equacao de Bessel e Solucgoes

Neste capitulo, resolveremos a equagao de Bessel, via método de Frobenius, de indice v e
mostraremos as suas solugdes, que sdo as fungdes de Bessel de Primeira e Segunda espécie, bem como

suas propriedades.

3.1 Equacao de Bessel
A equacao diferencial
x2y" +xy' + (x? —v2)y =0, v € R (3.1

onde v ¢ uma constante dada, esta ¢ uma das mais importantes equagdes da matematica aplicada,
conhecida como equac¢ao de Bessel e surgindo em problemas que envolve coordenadas cilindricas [7].
O parametro v ¢ muito frequentemente um nimero inteiro, mas, por vezes isso ndo acontece. Aqui
estudaremos, inicialmente, o caso em que v = 0, ou seja, sera considerado um numero arbitrario nao-

negativo.
3.2 Solucao para Equacao de Bessel

Para resolver a equacao de Bessel (3.1) langaremos mao da teoria sobre séries de poténcia
apresentada no capitulo 2. Isto €, procuramos solu¢des na forma de série infinita em torno de x = 0,
observando que a origem ¢ um ponto singular regular da equagdo de Bessel, logo poderemos aplicar o

método de Frobenius para resolver tal equacao.

Inicialmente, vamos dividir a equagdo (3.1) por x2, de modo a obter,
X x? —v?
'+ 3 —<—x2 >y=0. (3.2)

O ponto x = 0 ¢ ponto singular. Agora testamos P(x) e Q(x) no ponto x = 0.

lim [(x) (%)] = (3.3)
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efor (52—

como esses limites sdo finitos, o ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular da equagdo. Segundo [12],

podemos aplicar o Teorema de Frobenius e, sendo x, = 0 um ponto singular regular, entdo, existe pelo

menos uma solug¢do do tipo:

y(x) = Z X, a, #0 (3.5)

derivando a equagao (3.5) duas vezes, temos

n=0
y'(@)= ) m+r)(n+r—1ax™"? (3.7)

substituindo as equagdes (3.5) a (3.7) na equagao (3.1), resulta em

Z(n+r)(n+r—1)an n+r- 2+x2(n+r)an -1l 4 (x2 —v )Za XM =0
n=0

:Z m+r)(n+r—1+ n+r)ax "+r+2a xMHTHZ sz x™T =0
n=0

n=0

Ms

[(n_l_r)z _UZ]an n+r _I_Z a xn+r+2 — 0

n=0

S
I
(=]

Ms

[(n+1)% —v?]a,x™" + Z a,_,xP*" =0

n=0 p=2
assim,

Z[(n +7)? —v?a,x™" + z Ap_x™" =0 (3.8)

n=0 n=2
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agora desenvolveremos os dois primeiros termos da equacao (3.9)

NgE

[(n+ 1) —v%]a,x™" (3.9)

n=0

quandon = 0 en = 1, temos:
2 —vHagx” + [(1 +1)% —v?]ax*" + Z{ (n+7)%2—v?la, + a,_,}x"" =0 (3.10)
n=2

assim a equacao (3.10) pode ser desmembrada em trés igualdades,

r?—v¥)ag=0=>r2—v2=0=>r=2v, ay#0 (3.11)
[(1+v)2—v?]la; =0=>1+2v+v2—vH)a; =0=>a, =0 (3.12)
(-1

[(n+v)2=via,+a,, =0>a, = (3.13)

n(n + 2v) In-—2
As equagdes (3.11) e (3.13) sao chamadas, respectivamente, equagao indicial e equagao de recorréncia.

Vamos analisar agora as raizes da equacao indicial. Assim, dependendo do valor de v (real ndo
negativo), teremos distintas solugdes para o sistema fundamental de solucdes da equagdo (3.2),

recaindo nos seguintes casos:

Casol:Sev+#0e2v & Z comr; — 1, = v — (—v) = 2v, as solugdes sio:

y,(x) = a,x™tv (3.14)
v, (x) = b, x""Y (3.15)

Caso 2: Sev = 0, com 1, = 17, as solugdes sdo:

¥, (x) = Z XY (3.16)
p 1 d 1 .
y2(x) = Y1(x)f p[ il(ngj]cz) - ] X2 G4

Caso3:Sev#0e2v€ Z,comr, —r, =v — (—v) = 2v, as solugdes sio:
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y1(x) =z XY (3.18)

exp[— [ P(xl)d%]dx2 (3.19)
[y1(x2)]?

7,00 =700 |

note que, em qualquer um dos casos, sempre teremos uma solucao do tipo

y1(x) = Z A X"tV (3.20)
n=0

a partir desta solucdo, que corresponde a r = r; = +v, deduziremos as Funcdes de Bessel de primeira

espécie, de ordem v, que denotaremos por J,,.

3.3 Funcio de Bessel de Primeira Espécie

Para encontrar as Fungdes de Bessel de Primeira espécie vamos considerar as relagdes de

recorréncia abaixo:
a1 = 0

(-1

I = nln ¥ 20)

(3.21)

das relagoes (3.21), concluimos que na solucao representada pela equacao (3.20), temos que todos os

coeficientes com indice impar serdo nulos, isto é a; = a3 = ag = --- = 0. E assim, ela se reduzira a:
y1(x) = Z P (3.22)
n=0
onde, de a,, = ——2—q odemos escrever
s n TL(TL+2U) n 2> p
2 = on(2n + 2v) a2 R T (3.23)

desta forma, temos:

Paran =1
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__ED 24
=10+ 0)® (3.24)
Paran =2
(=1) (1>
“E oy T U“u a0+ (3.25)
Paran =3
ag = &% > ag = (-1 a, (3.26)
22.3(3+v) 26.31(1+v)(2+v)(3+v)
= D =123
dn = 22n1 (1 4+v)(2+v) ...(n+v) G, M= L83 (3.27)

Note que, ao substituirmos a,, em nossa solucao, temos um a, arbitrario que pode ser definido por

ap = m (3.28)
utilizando repetidas vezes a identidade da Fun¢do Gama I'(n 4+ 1) = nI'n, obtemos:
n+v).A+v)FrA+v)=Mn+v).C+v)I2+v)=Th+v+1)
logo,
(-n" 1 ="
Yon = o A+ )2 +0) ~(n+0) 2T +v) 2"~ 22 T(n+ v + 1) (3-29)
Portanto, a solugdo y; (x) serd escrita como
2 _1\ny2n+v
1) = ;n!22i+”1[)‘(7f+v+ 1) 30

onde, se v > 0, a série converge pelo menos no intervalo [0, ).

A equacdo (3.30) representa a chamada Funcdo de Bessel de Primeira Espécie de indice v e

denotada por J,(x). Assim,
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(..1)” (x)2n+v

nT(n+v+1)\2 (33D

y1(x) = J,(x) = i

n=0

De forma analoga, ao que foi feito para obter y; (x), podemos obter y,(x), para o expoente

r = —v, que sera denotado por J_, (x). Logo,

2k—-v

1) == Y ()

LikIT(k —v+1)\2 (3:32)

As fungdes J, e J_, sdo chamadas de Fun¢des de Bessel de Primeira Espécie de ordem v e —v,
respectivamente. Estas fungdes constituem um par linearmente independentes se o seu Wronskiano for
diferente de zero. Note que, quando v for um inteiro J_, (x) = (—=1)V],(x) sdo solugdes linearmente

dependentes, entdo ndo serve para solugdo geral. Apresentamos o grafico da Funcdo de Bessel para

Jo(x), J1(x) e J, (x).

Figura 1— Funcdo de Bessel em J,, /; € ],

1.0 — Jo

n

0.8 — R
0.6 -
0.4
0.2
0.0
_0.2 i
_0.4 4

T T T T T T

0 10 20 30 40 50

Fonte: O autor em colab.research.google.com

Na Figura 1, podemos observar que as fungdes possuem um numero infinito de raizes, e quanto
maior o indice, maior o valor da menor raiz positiva. Outro ponto a destacar ¢ que tais fungdes oscilam,
mas ndo sdo periddicas, exceto no limite quando x — co. Além disso, a amplitude da Fungdo de Bessel

ndo é constante, ela decresce assintoticamente com x ~1/2

.DeJ, e J_,, comv # Z, temos um par de
solucdes para equacdo de Bessel. Dessa forma, a linearidade pode ser verificada calculando o

Wronskiano (se¢do 1.3), para um v real. Entdo, se



/ 3 > (_1)71 2N 2N+
Jo() = ;n!F(n+v+ 1) (E)

) 3 - (=1D)"(2n + v)x2ntv-1

o) = n!T(n + v + 1)22n+v

< n=0
- (—1)k 2k-v

J=u () = Z KTk —v + 1) (g)

k=0

’ ~ d (—1)*(2k — v)x2k—v-1
K () = — k'T(k—v+ 1)22k-v

O Wronskiano serd dado por,

I VO
WOel-D =1y, ),
resolvendo,
(v FDr e (O (DR — v)x2kt
W J-) = (; nTfn+v+1) (E) ) ' <k=0 K'T(k — v + 1)22k—v )
- (=1)"(2n + v)x2ntv-1 . - (—1)k Xy 2k—v
B L niT(n+v+1)220+ ; KIT(k—v+1) (E)
fazendo,
c (=D 2n + v)x2@+D-12(n — k —v)
x nl k! 22+ (n+ v+ DIk —v + 1)

n=0,k=0
quando r = 0 e k = 0 temos ¢ = ¢, logo

_ —2v _ -2
T+ Dr(—v+1) TWI(—v+1)

usando a relagdo de Fungdo gama F'(w)I'(—v+1) = sin(ur)’

Wronskiano, como sendo

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

95

podemos escrever o resultado do
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—2sin(vm) (3.37)

W(]v']—u) = (T[X)

Portanto, as fungoes J, e J_,, sdo linearmente independentes, logo a solucao geral pode ser dada por

y(x) = a1Jy(x) + az] -, (x) (3.38)

Vale lembrar que ao escrevermos a solucdo geral para a Equagdo Diferencial de Bessel, temos que

lembrar dos trés casos para v [9].

Agora vamos considerar alguns casos particulares do parametro v, o que implicara em algumas
simplificagdes da EDO de Bessel. Desta forma, iremos resolver a equacao diferencial parav = 0; v =

1/2 e v = 3, respectivamente.
3.3.1 Solu¢iao para Equacio de Bessel de ordem zero

Neste caso, onde v = 0, a equacao diferencial fica reduzida a

1 (3.39)
y'+oy'+y=0

esta equacdo (3.39) ja foi dividida por x?2 para fazer o teste do ponto singular regular. Isto &, como
1
lim [(x) (—)] =1
x>0 x (3.40)
lim[(x)?(1)] =0
x—0

sdo limites finitos, o ponto x = 0 ¢ um ponto singular regular da equagdo. Logo, podemos buscar uma

solu¢do para a EDO na forma,
y(x) = Z apx™, a, #0 (3.41)
n=0

calculando as derivadas de (3.41) e substituindo da equacao (3.39), obtemos:

x? Z(n +r)(n+r—Dax™" 2 +x Z(n + r)a,x™T 1 4 x? Z apx™ =0
n=0 n=0 n=0

= Z[(n +r)(n+r—1)+m+1r)]a,x™" + Z aApx™Tt2 =0
n=0 —

n=0
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Ms

[(n+r)(n+r—1)+ n+71)]a,x "+r+z ap_xPTT =0

n=0 p=2
Z[(n +r)(n+r—1+ n+1r)]ax™ + Z Ap_2Xx™7 =0 (3.42)
n=0 n=2

Agora desenvolveremos os dois primeiros termos de:
Z[(n +r)(n+r—1)+ n+r)]a,x™"
n=0

ou seja, quandon = 0 en = 1, temos:

[T(T -1+ r]anT + [(1 +7r)r+ 1+ T')]ale'l

o)

+ D O+ D0+ = 1D+ 1+ an+ @} =0 (3.43)

n=2
De modo analogo, ao desmembrar a equacao (3.43), obteremos as trés igualdades
[rr—1D+7rlag=0=>r2=0=>r=0, aqy#0 (3.44)
[(A+r)r+@+n)]a;=0>a,=0 (3.45)

(-1)

[(m+r)(n+r—-1D+m+nr)]a,+a,.,=0=>a, = man_z

(3.46)

Como ja observamos, as raizes r; =1, = 0, logo temos o caso 2 de raizes iguais, logo as

solucdes sao

)6 = z (3:47)
e
) = i )fexp[ f P(x;)dx, | (3.48)
x) =y, (x X
YR D1 )2 2
consideremos as relacdes de recorréncia
al = 0

(3.49)
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a —ia nz=2
" (n+r)2 ¥ -

das equagdes (3.49), concluimos que na solugdo y; (x) = Yo a,x™, temos que todos os coeficientes

com indice impar serdo nulos, isto € a; = a3 = ag = -+ = 0. E, assim, esta solugdo se reduz a
(o]
— 2
1100 = ) @y (3.50)
n=0
onde, de a, = 55y, podemos escrever

(-1)

Arpn = mCLZn_Z, n=?2 (351)

Para determinar y; (x), faremos r = 0, dessa forma a equacao se reduz

(=D (3.52)
dan = _(Zn)z Aan-2

entdo, podemos escrever

Paran = 1:
(-1
2 2 Qo

Paran = 2:

(-1 (—1)?

a4_ 42 az =4 a4_ = 4222 ao

Paran = 3:

(-1 (-1)3

a6: 62 a4_ :>a6:'(23)226a0
—1)"
D" n=123,.. (3.53)

aon = 22n(n!)2 Qo,

Portanto, usando a equagdo (3.53), podemos escrever a primeira solugdo como sendo

S| o
n=0 '

yi(x) = Z ax®™ = y(x) =a,
n=0
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O termo entre colchetes ¢ denotado de funcdo de Bessel de primeira espécie de ordem zero,

representado por:

1 n
Jo) = 1+22§n({)2 2n (3.55)

Logo, a primeira solugdo y; (x) sera da seguinte forma:

y1(x) = aofo(x) (3.56)

Agora devemos encontrar o y,(x). Pelo Teorema de Frobenius, para o caso 2 (se¢do 2.4), a segunda

solucdo tem a forma

y2(x) = y;(x)In(x) + Z b,x™T1, by # 0 (3.57)
Note que
x* o« (3.58)
Jo(x) =1 —TteT

Utilizando a equagdo (3.57) e (3.58), temos

exp[— f P(xy)dx,]
1 () T2 2

y2(x) = y1(x) f

4

= y,(x) = ]o(x)f [1+—+§+ ldxz

= y,(x) = Jo(x) [ln(x) +—+ % + - l (3.59)

A segunda solugdo da Equacgdo de Bessel em geral ¢ determinada como combinagdo linear de
Jo € y,. Ela é conhecida como Funcao de Bessel de Segunda espécie de ordem zero, e ¢ denotada por

Y,. Podemos definir essa Fun¢do como sendo [11]

2
Yo() = =[50 + (7 = In 2)o(x)] (3.60)

Aqui, ¥ ¢ uma constante conhecida de Euler-Mascheroni, ela ¢ definida pela equacao

y = lim(H, —Inn) = 0,5772
n—-oo
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Assim, substituindo na equagao (3.60) tem-se

2 had -1 n+1Hn
Yo(x) = ;[(y — ln%)]o(x) + (zzgwx“], x>0 (3.61)

n=1

E, portanto, a solugdo geral da equacdo de Bessel de ordem zero para x > 0 sera

y(x) = cJo(x) + ¢, Y5 (x) (3.62)

3.3.2 Solugao da Equacio de Bessel de ordem meio

1 ~ . . .
Neste caso, onde v = ~» & equagao diferencial fica reduzida a

1

3.63
xzy”+xy’+(x2—z)y=0 (3-63)

A solugdo desta equacao (3.63) ¢ obtida de forma similar ao que foi feito no inicio desta se¢ao. Assim,

usando o resultado (3.31), obtemos como solugdo a Fun¢ao de Bessel da forma

i n el
J1(0) = Z (_1)1 (f)2 ? (3.64)

nzon!F(n+§+ 1) 2

Sabendo que FG) = «/mt, e utilizando repetidas vezes a identidade I'(n + 1) = nI'n, podemos

€SCcrever.
Pnagr1)=(nrg)r(neg)=(n+5)(n-3)r(n-3)=
"ty -\ttt s\t )\t )\t g) T
(3.65)
_( +1>( 1) <1>F<1>_2n+1 2n+1 1\/_
—nznz...2 2—2.2...2n,
Isto ¢é,
1 2n+1)2n-1)..3.1 3 66
F("+E+1>: E N (3.66)
Também, note que
n!'135.02n+1)2"=246..2n)1.35..2n+1) = 2n+ 1)! (3.67)

Logo, usando (3.66) e (3.67), J1(x) sera dada por
2
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[e9) 1
(_1)n2n+1 1 /x 2n+§ 3.68
J1(x) = z —(—) (3.68)
> —n!135..2n+1) [m\2
ou ainda,
2
Ji(x) = /—sinx (3.69)
3 X
De modo analogo, para o caso em que v = — %, a Fungdo de Bessel de primeira espécie sera
dada por:

] 1(x)=\[zcosx (3.70)
-5 X

Portanto, para v = %, as fungdes de Bessel J1(x) e J_1(x) se expressam em termos de fungdes
2 2

~ ~ . . ~ , . 1
elementares e sao duas solugdes linearmente independentes da Equagdo de Bessel de indice s A

solugdo geral ¢

y(x) = cd%(x) + cd_%(x) (3.71)

3.3.3 Solu¢ao da Equacao de Bessel de ordem trés
Neste caso, onde v = 3, a equacao diferencial fica reduzida a
x2y" +xy'+ (x2—=9)y =0 (3.72)

a solucao desta equacao (3.72) ¢ obtida de forma similar ao que foi feito no inicio desta se¢ao. Assim,

usando o resultado (3.31), obtemos a solucdo que estamos interessados. Entretanto, aqui iremos

mostrar que J_3;(x) = —J3(x). Assim, incialmente tomemos J_5(x):
> (—1)* X 2k-3 - (=1)k X 2k-3
_ x N X 3.73
J-5(x) Zk!l“(k—3+1)(2) Zk!F(k—Z)(Z) (3.73)
k=0 k=0
Note que
1 1 1

2 " TCD 1@
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Desta forma, observa-se que os trés primeiros termos da série sdo nulos, e o somatdrio em (3.73) pode

ser comegado em k = 3, ou seja,

U D e 3.74
J-3(x) = k=3m(§) ( )

Tomando k = r + 3, obtemos, portanto que

Jos(x) = —J,(x)  (3.75)

(- 1)r+3 2r+3 2 (-1)" x 2r+3
(r+3)'r' Z(r+3)'r' ) -

1 .
Em resumo, com os resultados dos exemplos parav = 0, v = Se V= 3, observamos o seguinte:

v

Se v for igual a zero, entdo J,(x) tem somente uma solucdo linearmente independente da
equagao de Bessel de indice v, e precisamos encontrar uma segunda solucdo linearmente
independente;
Se v for um nimero ndo-inteiro, entdo J,(x) e/_,(x) sdo duas solu¢des linearmente
independentes da equagao de Bessel de indice v;
Se v=m=0,1,2,3,... entdo J,(x) eJ_,(x) sdo linearmente dependentes, sendo multiplas
uma da outra. De tal forma, que

Jom () = (=1)Jm (x) (3.76)

assim, precisando encontrar uma segunda solucao linearmente independente.

3.4 Funcoes de Bessel de Segunda Espécie

Até aqui, foi mostrado que a Equacao de Bessel tem duas solu¢des independentes. Isto é, para

valores ndo-inteiros de v ja foi encontrada duas solugdes, denominadas de J,(x) e J_,(x) (valores

inteiros de v sdo frequentemente denotados por m), usando o método de séries de poténcia. Entretanto,

quando v ¢ inteiro, a equagdo (3.76) ¢ satisfeita e, neste caso, temos s6 uma solugdo independente.

Portanto, ¢ necessario encontrar uma segunda solugdo que satisfaga a EDO de Bessel.

Incialmente, podemos encontrar uma segunda solu¢do usando o resultado exposto no final da

secdo 1.3 Isto ¢, podemos supor uma solug¢ao da forma

p[ f P(x1)dx1] X
[y1 (x2)]? 2

7,00 =700 [ =
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ou ainda, como abordagem alternativa, tomamos a combinagéo linear particular de J,(x) e J_,(x) na

forma de [7]:

_ S cos(um) — ], (x) (3.77)

sin(vm)

Y, (x)

Assim, Y, (x) claramente satisfaz a Equagdo de Bessel para v ndo inteiro, que pode ser expresso
em termos de senos e cossenos, pois € uma combinagdo linear de J,(x) e J_,(x), que sdo solugdes
linearmente independentes. Contudo, quando v — m, m ¢ inteiro, a equacao (3.77) tem uma forma

indeterminada 0/0. No entanto, pode ser mostrado pela regra de L’Hospital que lim Y, (x) existe, ou
v—-m

seja, € possivel provar que quando v — m namero inteiro, o seguinte limite estd bem definido
Y (x) = lim Y, (x) (3.78)
v—-m

Portanto, para m inteiro Y, (x) e J,,(x) sdo solu¢des linearmente independentes para x%y" + xy’ +
(x2 —m?)y = 0. Desta forma, para qualquer valor de v a solu¢do geral da equacdo de Bessel em

(0, o) pode ser escrito como
y(x) = c1], (%) + ¢, Y, (x) (3.79)

onde, Y, (x) é chamada de Fungdes de Bessel de segunda espécie. Abaixo, apresentamos o grafico da

Fungdo de Bessel de segunda espécie ou Fungdo de Neumann quando Yy (x), Y;(x), Y,(x) e Y3(x).

Figura 2— Fungéo de Bessel de segunda espécieem Y, Y, Y, € Y;
1.0

0.5 1

0.0 1

—0.5 1

—1.0 1

—1.5 1

_2.0 <

—2.5

_3.0 1 T T T T T
0 2 4 6 8 10

Fonte: O autor em colab.research.google.com
A segunda solucdo usualmente divergird por causa do fator logaritmico e das poténcias

negativas de x na série [7]. Por essa razdo, chamamos y, de irregular e y; que converge na origem ¢
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chamada de regular. Outra forma de escrever a equagdo de Bessel ¢ trocando o x por Ax e usando a

regra da cadeia, assim tem-se
x%y" +xy' + (A2x%2 —v¥)y =0 (3.80)

que € conhecida como Equagido de Bessel paramétrica [9]. Vale destacar que, A um pardmetro, que
surge com frequéncia quando o método da separacdo de variaveis ¢ utilizado para a resolu¢do das
equacdes diferenciais parciais fundamentais da fisica. As solugdes desta equacao (3.80) sdo obtidas a

partir das solugdes da equagdo x2y" + xy’ + (x? — v2)y = 0. Assim, a solugdo geral dela é dada por:

y(Ax) = ¢,J,(Ax) + c,;¥, (Ax) (3.81)
3.5 Propriedades das Funcdes de Bessel

As formulas de recorréncia das funcdes de Bessel sao relagdes entre fungdes de Bessel de
ordens diferentes, tais relagdes sdo extremamente uteis, possibilitando, por exemplo, que se expresse
uma dada funcao em termos de funcdes de Bessel de ordem mais baixa; prestam-se também a redugao
de certas integrais que ocorrem na normalizacdo das funcdes de Bessel. Desta forma, nesta se¢ao

abordaremos as mais importantes para o nosso estudo.
Da série de Frobenius J, (x), temos que
Jo(x) = xVf (x), (3.82)

em que f(x) é uma fungdo analitica, que ndo se anula na origem. Portanto, temos que J,(x) = 0,

exceto se v = 0 implica em J,(0) = 1. Calculando a derivada de f(x), obtemos:

o (@Y X 1 .
f1x) _< X > _;(_1)k(k—1)!F(k+v+1)22"+vx2k 1 G-83)

este resultado podera ser relacionado com J,,;(x), para isso vamos substituir k por k + 1 e verifique

que
f(x) = —]“+xlv(x), (3.84)

o que leva a deduzir que
AR@]_ @ 555

dx| x? xV

Semelhantemente nao € dificil de verificar
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=), v21 G50

combinando as relagdes (3.85) e (3.86), chegaremos as seguintes as formulas de recorréncia:

2
Joa @) +Jura (0 = 21 (@) (3:87)

Jos G~ Jya () = 21,0, w21 (3.89)

Isso nos diz que outras relagdes de recorréncia, incluindo a férmula de diferenciacao e as operacdes de

elevar e baixar ordem podem ser deduzidas para as funcdes de Bessel. A relacao

]v+1(x) _ i ]v(_x)

1 v>0 (3.89)

nos permite deduzir uma férmula que exprime J,,, (x) em fungdo de J,(x), dividindo a equagio (3.89)

por x, obtemos

Jora (&) _ (- 1d ) L] (3.90)
xvt1 xdx/| xV
que mostra que devemos fazer com ]’;Lf) a fim de obter uma razao semelhante de ordem imediatamente
superior, ou seja ]”xt,#, iniciando v = 0 e aplicando a regra m vezes, obtemos
Jm () _ (_1i>m U ()] (3.91)
xm xdx 0
ou
nf 14d m
In@) =2 (=2 2-) Vo] (3.92)

. . . d .
que significa que o operador diferencial (_%E) deve ser aplicado m vezes a J,(x), € o resultado

multiplicado por x™ para obtermos J,,, (x).

Outra propriedade importante para o estudo das Fungdes de Bessel ¢ a ortogonalidade dessas
funcdes. Assim, para discutir essa propriedade utilizaremos a separacdo da Equa¢ao de Helmhonltz em
coordenadas cilindricas [13]. Por simplicidade suponha que ¢(r,8,z) independe de z. Entdo, a

equagdo V2@ + k%@ = 0 separa-se em
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d?e
7= 420=0 (3.93)
2
i(rd—R) w(rezr+ )R = (3.94)
dr\ dr T

A equagdo (3.93) ¢ uma EDO homogénea de segunda ordem incompleta e de facil resolugdo. Ela
possui duas solugdes independentes do tipo senos e cossenos, que podem formar uma combinagdo
linear gerando a solucdo geral da equacdo. Por outro lado, na equagdo (3.94), na maioria dos casos,

A? = —m(m = 0,1,2,3, ...), de maneira que R(r) satisfaz

2

d / dR m
—(r—) +(kr+—])R=0 (3.95)
dr \' dr r

Se as condig¢des de contorno forem impostas sobre R(r), entdo esta equacdo tornar-se-a4 uma equagio

de autovalor k? (ja supusemos m? ja determinado). Esta é uma equagdo do tipo Sturm-Liouville.

Algumas das condic¢des fisicas mais comuns exigirdao que:

a) Parar = 0, R(r) seja finita;
b) Parar = a, R(r) deve satisfazer:

R(a) = 0, Dirichlet

dR
— = (0, Neumann
arly=q
dR o ) e
AR+ B s = 0, condi¢des de contorno intermedidrias.
r=a

Em termos de funcdo de Bessel, as condi¢cdes de contorno Dirichlet ¢ Neumann implicam
somente a solu¢do J,,, (kr) sera admissivel, pois N,,(kr) ndo sera finita quando r = 0, dessa forma o
parametro k deve ser obtido de

Jm(ka) =0, kJ' m(ka) =0
Al (ka) + BkJ',,(ka) = 0. (3.96)
Todas as fun¢des de Bessel de primeira espécie tém carater oscilatorio e possuem uma

quantidade infinita de raizes, onde as raizes ndo-triviais de J,,(x) s3o representadas por

Amn(n = 1,2,3,...). Assim, os valores de k para as condigdes Dirichlet sio,

a
k. = Z"; (m=012,..,n=123,..). (3.97)

Para obter condigdes de Neumann, devemos resolver a equagdo (k # 0)
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d
a]m(x) =0 (3.98)

x=ka

Representando-as por [3,,,, obtemos

_ Bmn
a

(m=012,..,n=123,..). (3.99)

kmn

As raizes J,, € J',, sdo tabeladas. Ja as raizes de contorno intermediario para a equagdo
AJ,(ka) + BkJ]',,(ka) = 0 ndo estdo tabeladas, pois temos A e B arbitrarios, mas podem ser
calculados se necessario. Desta forma, em todos os trés casos considerados, obtemos um conjunto
infinito de fungdes caracteristicas mutuamente ortogonais dadas por

Rie(r) = Jon (K, (3.100)
E esperamos ser capazes de desenvolver um fungdo razoavelmente bem-comportada f (r) por meio de
série
o

fr) = Z arJm (Kn?), (3.101)

n=1

Chamada de série Fourier-Bessel de ordem m. Para obter os coeficientes a,, podemos multiplicar

ambos os lados por r/,,, (k. 7) € integrar com relagdo a r de 0 a a, por ortogonalidade

a a
f FIT |y (kg 7)dr = an,f TUm (K 12 dr (3.102)
0 0
De modo que os a,, serdo dados por
Ly F O o Uy dr (3.103)
Y [ U Uen))2dr

Agora ¢ conveniente calcular a integral de normalizacdo abaixo:

Ny, = f ar[lm(kmn,r)]zdr (3.104)
0

Considerando a equagdo (4.86), substituindo R(r) por J,,,(kr) e escrevendo duas vezes, uma com k =
knn,» de maneira que J,, (k,,,7) satisfaca as condi¢des de contorno, e a segunda vez para k arbitrario,
de maneira que J,,, (kr) ndo necessita satisfazer as condi¢des de contorno, temos:

TnZ

d d
E rajm(kmnr)] - T]m(kmnr) = _krznnr]m(kmnr)' (3.105)
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2
% [7’ %]m(kr)] - mTJm(k‘r) = k2,1 m(kr) (3.106)

Agora multiplicamos as equagdes acima por J,,(kr) e J,,(kn,n7), respectivamente, subtraindo e

integrando-as sobre (0, a), e fazendo a integral por partes do lado esquerdo obtemos,

a

= (k? — kfn) f T (ki) (kT)dr (3.107)
0 0

d d
r]m (kT) E]m (kmnr) - T]m (kmnr) E]m (kT)
Suponha agora que as condi¢des de contorno sao Dirichlet, dessa forma, essa relagdo se reduz a
a
U (k) kmn] ' m (knna) = (k? — krznn)j I (Ko 7)1 (k) dr (3.108)
0
Esta equagdo (4.99) ¢ valida para todo k. Vamos diferenciar ela com relagdo a k e, assim, obter,
a a
0] ko n@) = 2k | TGV Ger)er + G2 = ) [ 1G] )
0 0
Fagamos agora k — k,,,, o ultimo termo se anula, logo
a a2
f r[]m(kmnr)]zdr = 7 [],m(kmna)]z (3.109)
0

que ¢ a integral de normalizacdo desejada para as condigdes Dirichlet. Note que, a partir das relagdes

de recorréncia vista nas propriedades das fungdes de Bessel, segue-se também que

dj,

]dix) =) = %]U(x), v>1 (3.110)
dj,

]dix) = —Jy41(x) +§]u(x), v=>1 (3.111)

Por conseguinte, se a é uma raiz de J, (x) teremos,

dy
% = Jy—1(@) = —Jy41(a) (3.112)

De maneira que a integral de normalizagdo pode ser escrita como

a 2
|| Un e V2ar = S i GV G.113)
0

onde k., € araiz de J,,(ka) = 0.
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3.6 Vibracoes livres de uma Membrana Circular

Inicialmente, vamos aplicar as equacdes de Bessel para estudar as vibragdes de uma membrana,
ou seja, iremos descrever o movimento de cada ponto de uma membrana usando a equacdo de Bessel
[1, 11]. Para tal, considere uma equacao de onda em duas dimensdes, que descreve as vibragdes da

membrana, em coordenadas cartesianas.

0°u  0%u 1 0%u

+ —— (3.114)
d0x?  0dy? c?0t?
em coordenadas cilindricas a equagao (3.114) pode ser escrita como
10/ ouy, 10%u 0d%u
2, -2 (2N, 2% 7" (3.115)
viu rar(T6r> +r26®2 + 0z

Essa equagdo ¢ valida para uma membrana em qualquer formato. A fim de simplificar nossos
estudos, vamos considerar uma membrana circular, que pode ser descrita utilizando sistema de

coordenadas polares. Desta forma, a equagao pode ser escrita como

11( 6u> 1 0%u 1 0%u (3.116)

ror\'or) " 12002 Zat?

Além disso, consideremos uma membrana fixada na fronteira, de modo que u = (r, 8; t) satisfaca a

condi¢ao de contorno de Dirichlet:
u(a,8;t) =0 (3.117)

onde a ¢ o raio da membrana. As condi¢gdes iniciais consistem nas especificacdes dos deslocamentos

(transversais) e velocidade t = 0, ou seja,
u(r,8;0) = uy(r,0) e u(r,0;0)=vy(r0) (3.118)

Para resolver a equacao (3.116) podemos utilizar o método de separacao de variaveis definindo

uma funcédo u(r, 0;t), dada por u = R(r)0(6)T(t). Assim, podemos escrever

gi< dR) RT d?0 R@dZT_O (3.119)

rar\ar) T a2 ae

Dividiremos a equagao (3.119) por u = ROT e, entdo serd possivel separar as variaveis, ou seja,

t2ed0z Tozae

1 d dR) 1 1d?0 1 d°T
Rrdr (T dr



70

1d2T

Tdez
1d20
0doz

d’R 1dR 2 m? R =0
dr2+Rdr+ B -

(3.120)

Em vez de usar fungdes trigonométricas reais e considerando w = kc (que pode ser positivo
ou negativo), podemos representar T (t) na forma da equagio (3.121), que incorpora tanto uma fungio

Seno COmo COSsSeno.
T,(t) = e"@t (3.121)

A terceira equacdo de (3.120) tem a solugcdo dada pela equacdo (3.122), levando em

consideragdo a condicao de periodicidade.
0,, = A,, cos(mb) + B,, sin(mh) (3.122)

A quarta equagao de (3.120), chamada de parte radial da fun¢do da membrana ¢ descrita pela
equagdao de Bessel. Para obtermos a solugcdo desta equagdo radial devemos utilizar os métodos
desenvolvidos na secao das solucdes para equacdes de Bessel de primeira e segunda espécie. Portanto,

a solucao geral ¢ descrita como
R(r) = cyJpm (k1) + ¢, Yy, (k1) (3.123)

Como As fungdes de Neumann nao sao finitas em x = 0, elas devem ser rejeitadas (escolhendo ¢, =

0). A condicdo de contorno r = a requer que
Jm(ka) =0 (m=0,123,..) (3.124)

Esta equagdo determina os autovalores de k do problema. Em termos de zeros da Funcao de Bessel,

temos

a
Jonn (k@) = Z” (m=0123,..,n=123..) (3.125)

Agora podemos escrever a solugdo completa do nosso problema na forma de uma série dupla.

Como a solugdo deve ser real, os coeficientes e'®t e e "'?t devem ser os complexos conjugados um do

outro, € temos
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a . _ .
u(r,6;t) = z il ) [Aneiomnt + A, e~i@mnt] cos(m8)
m=

(3.126)

ﬁMS ||M8

[ee]
a . _ .
Z "2 1) [Bnne“mnt + Bppe~i@mnt] sin(m)

onde Wy, = —

, ouseja, set =0,
entao

[ee)

uy(r,0) = i Z]m (amn T') [Apn + Amn] cos(mB)

a
m=0n

=1
)

m=0

(3.127)

a

ijm (F22) [Brn + Bl sin(m6)
n=1

Esta expressdo ¢ uma série de Fourier-Bessel em r, bem como uma série de Fourier em 6. Para

determinar A,,,,, multiplicamos ambos os lados por
Amms ' 3.128
T ( a r) cos(m’'0) ( )

e integra sobre r de 0 a a, e sobre 8 de 0 a 2m. Devido a ortogonalidade das fungdes trigonométricas,

apenas os termos de cosseno com m = m’ sobreviverdo no lado direito, com constante de normalizagio

21
2oy _(m, sem' #0
J; cos?(m’0) do = {271, sem =0 (3.129)

Além disso, devido a ortogonalidade das fung¢des de Bessel, apenas os termos n = n' sobreviverdo no

lado direito com a constante de normalizacao

2

foa 4 [] m (an;,n, r)]z dr = a? U +1(@mm)]? (3.130)

21
f cos(m'0) uy(r, 6)do
0

= i i]m (“Zn r) [Amn + Apnl fzncos(m’ﬁ) cos(m6)do

Il
2

ilm, (“’anr) (A, + A ] (3.131)

n=1

Consequentemente, obtemos a expressao



a 21 a
f f cos(m'8) uy(r,0).7/,,, (L'n r) drdé
0o Jo a

o a am,n am,n —
W e () e (S5 ) A+ A
n=1

a

ma? _
T]m'+12 (amlnl)[Amlnl + Amlnl] sem=*0

Agora derivando em relagdo a t, temos

du g a . _ .
E = Z]m ( =t T) [Wmn [Amnelwmnt - Amne_lwmnt] COS(mB)
m=0n=1 @ (3-133)
a . — .
+ Z Z]m ( Zm r) [Wmn [ane“"m"t - ane‘“"mnt] sin(m8)
m=0n=1

vo(r,0) = i i]m (a:n 7") iWmn[Amn — Amn] cos(m8)

m=on=t (3.134)
a _
£ O I (F2r) ipn B — By sin(m6)
m=0n=1
Entao,
a p2m
f f cos(m'0) vy(r,0)do
o Jo
Z Z]m ( iel r) [Wmn|Amn — Amn] f cos(m’'0) cos(m0) db
m=0n=1 @ 0
amn . e
n Jmn (Tr) lWmm [Amln - Amln] (3.135)
n=1
Logo,

a 21 an,
f f cos(m'0) vy(r,0).7],,, ( ikl r) drd@ (3.136)
o Jo a

72
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o [ Amm Amm , T
T z j; T]m, (TT)]mr (TT) dr l(‘)mn[Amln - Amln]
n=1

2
ma , _
2 Jm'+12 (nm)i0ma[Ammi + Amumi]

Comparando u, e vy, temos

2
mwa _
Uy = T]m+12 (amn)[Amn + Amn] =

e f fz”cos(mg) o (1, 6). r]m( r)drdo (3.137)

na?

Vo = T]m+12 (amn)iwmn [Amn + Amn]

= vy = f fzncos(mé?) vo(1,0).7]m (a;nn r) drd6 (3.138)
o Jo

Assim,

2
mwa _
Vo = T]m+12 (amn)[Amn + Amn] =

:UOZ

— fa fzncos(me) vo(r,0).7), (amn r) drd6 (3.139)
0 a

Wmn Jo

Agora os coeficientes A,,,, podem ser calculados e expressos pelas formulas

f fzn [uo(r 0) — vo(r 9)] cos(m@) .7/, (a’;" r) drdf (m = 0)

Amn - mwa? Um+1 (amn)]?

Aoy = Wf J-Zﬂ [uo(r 9)—v0(r 9)]r]0 —r) drdd (m =0) R

Analogamente encontramos os coeficientes de B,,,, basta substituir o cos(m®) por sin(mf) na

formula de A,,,,.

1

wa?[Jm41(@mn)]?

By = foa fozn [uo(r, 0) w_—ivo(r, 9)] sin(m@) .7/, (%r) drd8 (m = 0)
(3.141)

BOnZO
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As frequéncias wy,, = o%mc com (m=0,1,23,..,n = 1,23, ...) sdo frequéncias naturais da
membrana ¢ cada termo da série dupla representa um modo natural de vibragdo [11]. Os modos
correspondentes de cada frequéncia sdo em termos do cos(m@) e sen(m@) exibindo uma dupla
degeneracdo, mas quando m = 0, representam modos de simetria radial, que sdo ndo degenerados. Os

modos naturais possuem seus padrdes caracteristicos de linhas nodais, e suas frequéncias sdo dadas
A . Cc . .
em termos da frequéncia fundamental wy; = 2.40 (Z)’ conforme mostrado na Figura 3. Assim, com

os modos naturais de vibracdo podemos analisar o movimento arbitrario da membrana. Suponhamos
que, a distribuicdo inicial dos deslocamentos e das velocidades possuem simetria radial u, = uy(r) e
vy = Vo(r). Segue que, das férmulas A,,,, € B,,, que somente os termos de m = 0 estardo presentes

na solucao.
a
U=, (%T) [A cos(mB) + B, sin(m0)] (3.142)

Em geral, um modo dado estara ausente da série dupla para u(r, 8; t) desde que as distribuigdes
iniciais uy (7, ) e vy (r, 8) sejam ortogonais ao modo correspondente. Desta forma, os modos que ndo
estardo presentes no estado de movimento inicial ndo serdo excitados em nenhum instante posterior,

pois sao independentes entre si, no sentido de que ndo hé troca de energia entre modos individuais.

Figura 3 — Modos da Membrana

QO Lo &

wy; (Fundamental) wyy=1,594 w,, wyy =2,136 wy,
60°
S R T AYARNENYN
L oK) [
U\ N\ ~
e —— S —
wo2=2,296 wy, wgy =2,653 wy, w12 =2,918 wn) B
22,5° 450
\
/ ﬁ,E?Su
| &
_ _ _/0,638:1
wy =3,156 Wy wpn=13,501 wy wpy=3,600 wy
% %E
w1 = 3,652 wy,

Fonte: Butkov, 1968.
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Consideracoes Finais

O presente trabalho buscou mostrar um estudo sobre a forma de se obter as solugdes da equagao
de Bessel, ou seja, as fungdes de primeira e segunda espécies. Para atingir esse objetivo foi feito uma
revisdo sobre o método de serie de poténcia, mostrando que esse método de solucao ¢ bastante versatil
e pode ser utilizado para obter a solugdo de praticamente qualquer EDO linear, de qualquer ordem.
Durante essa parte inicial, contemplamos conceitos tais como Dependéncia e Independéncia Linear,
ponto singular regular e irregular, como calcular o Wronskiano, quais as condigdes para que uma série
seja convergente e divergente, o que € o raio de convergéncia, os teoremas da existéncia e unicidade
de uma série. Tudo isso foi importante para que, ao abordar as Funcdes de Bessel, pudéssemos fazer
de forma detalhada, mostrando as principais caracteristicas e propriedades de tais fungdes.

No estudo das Fungdes de Bessel, mostramos que tais fungdes ndo possuem um carater periodo,
exceto no limite quando x — oo. Foi mostrado, também, que a equagao de Bessel tem duas solugdes
independentes, ou seja, para valores do parametro v ndo inteiro encontramos duas solu¢des que foram
denotadas por J,(x) eJ_,(x) e a solugdo geral, era uma combinag¢io entre ambas, ji que elas eram
lineramente independentes (prova feita atraves do Wronskiano), tal solug¢ao foi chamada de Funcao de
Bessel de primeira especie. Porém, quando o parametro v ¢ um inteiro, foi provado que so teriamos
uma solu¢ao independente, sendo necessario procurar uma segunda solugado e, entdo, foi utilizado a
Funcao de Neumann para tal, gerando assim a Fun¢ao de Bessel de segunda espécie.

Portanto, este trabalho ¢ uma contribui¢do para matematica e areas a fins, pois ele exemplificou
como ¢ importante o método de solugdes por series de poténcias para solucionar equagdes diferenciais
e, principalmente, os principais "atalhos" para obter as Fungdes de Bessel de primeira e segunda
espécie. Com isso, acredita—se que este trabalho de curso sirva como fonte de pesquisa para estudantes

da Matematica e, também, de Fisica.
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ANEXO
Equacdes Diferenciais de Bessel e a Corrente Oscilante

Para Nascimento e Peixoto [13], a modelagem de muitos problemas do cotidiano ¢ feita
através das ED’s. Com isso, a determinacdo e interpretagdo da solug¢do do problema da corrente
oscilante foi discutido de maneira facil e relativo a entendimento, utilizando a equagdo de Bessel que

modela o problema da corrente pesada oscilante.

Considera-se a corrente flexivel, isto ¢, sem rigidez a flexdo, representada na figura,
suspensa pela extremidade superior. A corrente possui massa p (por unidade de comprimento). Sendo
L o comprimento total, € o peso da corrente € p. g.L. O ponto A da corrente esta caracterizado pelo
comprimento s de corrente, contado a partir de O, escolhido como origem dos eixos x, y. Distantes ds
de A esta o ponto B da corrente. A for¢a de tragdo T em A vale T = pg(L — s), como a corrente ndo
resiste a flexdo esta forca so6 pode ser tangente a corrente em uma posi¢ao deformada. T forma com o

eixo vertical Ox o angulo Y e, portanto, possui as componentes
T, =T cos(y)
T, = T sin(y)

a variacao de Y quando se passa de A para B ¢:

aT, 0 _ 0 [ 0y
dTygds =35 [T sin(y)]ds = s [T %] ds

como a componente horizontal T), € a unica for¢a que provoca a oscilagdo da massa p ds, temos:

0%y
P dSW = dTy

d [ _dy d dy
aT, = &[T% ds = &[pg(L —5) g] ds

€ a equacao que rege o movimento oscilatorio é

0%y 0 oy
R — L —s)—
9tz ~ 0s [p 9L =s)5
o movimento oscilatorio é caracterizado por uma fungdo periddica sin(wt + a) ou cos(wt + @)
modificada por um fator u(s), em que w ¢é a velocidade angular descrita no movimento € a, € a

constante de fase.
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y(t) = u(s) cos(wt + a;)

2_3; =v'(t) = —u(s)w sin(wt + a,)
% =" (t) = —u(s)w? sin(wt + a;)
Z—Z = Z—zcos(wt + @)
% [pg(L —5) Z_ﬂ = % [pg cos(wt + ay)(L — s)fl—l: = pg cos(wt + a,) l(L - S)ZZTZ - Z_Z

substituindo na equacao acima resulta

que ¢ a equagao diferencial que resolve o problema. Fazendo uma mudancga de varidvel para conduzir

esta equacao a uma equacao de Bessel, temos
z=(L-5)
u(s) = 0(z)

2
w_:kZ
g

0 que resulta

d*¢  do
22ﬁ+25+k22® =0

temos que a equagdo acima ainda nao esta na forma padrao de Bessel, sendo necessario uma mudancga

nas variaveis dependentes e independentes.

L. 1 ~
Fazendo as mudangas necessarias, temos: ¢ =0, y = > B =2k e v = 0. A equacdo toma a

forma

d’p 1dp v?
E+?E+<1__ p=0

Cuja a solucao, para t > 0, ¢ dada por:
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p(t) = ciJo(t) + Yo ()

substituindo os valores das constantes ¢ = 0, y = %, B = 2k e v = 0 obtidos e, em seguida os de p e

t na equagdo acima, temos
¢ (2) = c1Jo(2kVz) + ¢, Yo (2kVzZ)

logo
u(s) = ciJo(2kVL = 5) + ¢, Yo (2kVL — s)

Emque 0 <s<L.

Observa-se que para pequenas oscilagdes y deve ser pequeno na extremidade de

(s =Louz=0).ComoY, - oo, vamos considerar ¢, = 0. A solu¢io a ser considerada é
u(s) = ¢iJo(2kvVL —5),0 <s < L.
No ponto de suspensdo O deve-se ter y = 0 e, portanto, u = 0 para s = 0 ou (z = L), obtendo
u(z) = ¢1Jo(2kVz)
u(L) = cJo(2kVL) = 0

Como néo queremos a solugao trivial, consideremos c¢; # 0 e 2k+/L deve ser um zero de J,. Os

primeiros zeros de J, sdo os seguintes:

Tabela 1 — Zeros das Fungdes de Bessel

Nuimero de zeros Jo(x)

1 2,4048
2 5,5201
3 8,6537
4 11,7915
5 14,9309




. 2
Portanto, para cada raiz de J,, resulta em um valor para k = = = 2/

N
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em que velocidade

angular w = 2rtf e f ¢ a frequéncia da oscilagdo da corrente £. Deste modo, a frequéncia propria

fundamental de oscilagdo da corrente é

O periodo T de oscilagdo vale

2
22 T = 2 405

73

= f = 2,405

_ 41
"~ 2,405

a oscilagdo de uma corrente pesada independe da densidade p do material da corrente, isso ocorre

porque ndo existe peso anexado em sua extremidade. o periodo de oscilagdo natural vale 83,1 % do

periodo de uma massa qualquer suspensa por fio inextensivel L.

Tabela 2 — Periodo de oscilagéo de cada raiz de J(x)

Numero de

Zeros IO(x) T

1 2,4048 S
2,405 |g

2 5.5201 am L
55201 |g

3 8.6537 L
8,6537 | g

4 11,7915 _4m |k
11,7915 |g

5 14,9309 am (L

14,9309 |g
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Observamos que com os valores da tabela 2, com o avangar do tempo teremos periodos cada

vez menores. Desta forma, a corrente ira parar.



