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RESUMO

Neste trabalho faremos um estudo basico do chamado Fluxo Redutor de Curvas (FRC). Tal
fluxo deforma uma curva na direcdo do seu vetor normal, por uma quantidade proporcional
a sua curvatura. Procuraremos construir uma visdo panoramica do fluxo e entender os
conceitos bdasicos para, em seguida, adentrar nas tecnicalidades de tal objeto. Veremos alguns
exemplos importantes, a saber, as solucoes autossimilares. Descreveremos como quantidades
geométricas de uma curva plana fechada simples, como o seu comprimento, a drea delimitada
por ela e a sua curvatura, evoluem ao longo do fluxo. Também, veremos aspectos gerais de
resultados estruturais da teoria, como o Teorema de Gage-Hamilton e o Teorema de Grayson.
As Solucoes Autossimilares receberao um destaque especial por sua importancia. Assim,
adentraremos na parte técnica e de formalizacao dos resultados importantes relacionados a
classificacdo dessas solugoes. Por fim, serd apresentado um estudo de um caso especifico de
solucoes autossimilares: Aquelas que apenas rotacionam ou rotacionam e expandem pelo
FRC.

PALAVRAS-CHAVE:
Fluxo encolhedor de curvas. Curvatura. Vetor normal. Quantidades geométricas.

Solucdes autossimilares. Rotacao. Expansao.
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Introducao

A grosso modo, fluxos geométricos sdo equacoes de evolugao de objetos geométricos,
topico que se situa na intersecao da Geometria Diferencial com Equacdes Diferenciais. Essas
equacoes tém extensas aplica¢cdes na industria, ciéncia dos materiais, teoria computacional
e processamento de imagens, fisica e matemadtica pura. Tais fluxos vém sendo investiga-
dos intensivamente nos ultimos anos. Eles receberam maior visibilidade devido ao sucesso
na utilizacdo do fluxo de Ricci para a prova da Conjectura de Poincaré, um problema que
permaneceu sem solucdo por quase 100 anos.

Aqui, nos ocuparemos do chamado Fluxo Redutor de Curvas (FRC) que, segundo [4],
teve sua origem em problemas relacionados a ciéncias dos materiais. Este € um anédlogo do
fluxo de Ricci para curvas e também tem servido como ferramenta para entender objetos
topolégicos e geométricos. Tal fluxo deforma uma curva na direcdo do seu vetor normal, por
uma quantidade proporcional a sua curvatura ao longo do tempo ¢. A familia de curvas X (-, t)
obtida a partir da deformacdo de uma curva inicial X sob o FRC é chamada de uma solugdo
deste Fluxo.

Assim, dado X, uma das questoes centrais é entender como a sua geometria muda ao
longo deste fluxo, a medida que ¢ varia. No caso em que X é uma curva regular fechada e
simples, os trabalhos de Gage [10], Gage e Hamilton [11] e Graysson [12] mostram que a curva
se torna convexa e diminui sob o fluxo, assumindo uma forma cada vez mais arredondada,
até desaparecer em tempo finito. Esse resultado justifica o nome dado a este fluxo. Caso X
nao possua alguma das propriedades citadas, a descricao do comportamento da curva a
medida que t muda fica mais complicada, pois a curva pode se tornar singular em tempo
finito. Para que possamos entender as singularidades que podem se formar com o passar do
tempo se faz necessario um estudo aprofundado das chamadas Solucées Autossimilares do
FRC, objetivando uma completa classificagdo das mesmas.

Uma solucao do FRC é chamada autossimilar se para qualquer ¢t em que o fluxo esta
definido, a curva X (-, t) pode ser obtida a partir de X por uma translacdo, uma rotacio, uma
homotetia ou uma combinac¢do destas. Uma classificacdo completa de solugdes autossimilares
do FRC foi obtida em 2012, por Halldorsson [13]. Em seu trabalho, o autor descreve o compor-

tamento de tais solucoes a medida que ¢ varia e as caracteriza por uma condi¢do estdtica, isto
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é, que ndo depende do parametro t. Esta, por sua vez, permite a classificagdo das possiveis
condicoes iniciais X dessas solugoes. Tal caracterizacao simplifica sobremaneira o estudo
do comportamento dessas solucoes. Isto se dé pois, agora, a andlise necessdria passa a ser
centrada em uma Equacao Diferencial Ordindria (EDO) e ndo em uma Equacao Diferencial
Parcial (EDP) como inicialmente.

De acordo com a referida classificacao, as solu¢des autossimilares mudam através do
fluxo redutor de curvas das seguintes formas: por translacao, por expansao, por contracao, por
rotacao, por rotacao e expansdo simultaneamente e por rotacado e contra¢gdo simultaneamente.
Nenhuma das outras combinacdes acontece. A classificacao das curvas iniciais X é governada
por dois parametros reais e para cada escolha desse par de parametros € feita uma analise da
EDO correspondente, o que permite descrever propriedades geométricas da curva X e o seu
comportamento sob o fluxo.

A presente pesquisa serd dividida em 3 capitulos. O primeiro capitulo se trata de um
apanhado geral de resultados preliminares que serdo uteis ao longo do trabalho. O segundo
aborda aspectos gerais do Fluxo Redutor de Curvas. Nele, vimos exemplos representativos
e calculamos a evolucgao de algumas grandezas geométricas relacionadas as curvas, como
a curvatura e os campos tangente e normal. Também, vimos varios resultados estruturais
da teoria, focando em seus aspectos geométricos e evitando aprofundamento em detalhes
técnicos, uma vez que estes se utilizavam de ferramentas avancadas de anélise. Por fim, no
terceiro e ultimo capitulo, focaremos nas chamadas Solu¢des Autossimilares devido a sua
importancia no estudo do fluxo. Estudaremos o processo de classificacdao dessas solucoes
e nos aprofundaremos no estudo das solu¢des autossimilares que apenas rotacionam ou

rotacionam e expandem pelo FRC.
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1 Preliminares

O presente capitulo tem como objetivo coletar definicoes e resultados que serao uti-
lizados ao longo do trabalho. Ele sera dividido em trés partes, que focam em resultados de
Geometria de Curvas, Andlise Real e Equacoes Diferenciais Ordinérias. A maioria dos resulta-
dos apresentados aqui serdo sem demonstracao, pois se trata apenas de uma recapitulagao
e muitos deles sdo bem conhecidos de matérias da graduacao. Uma excecao é o Teorema
de Barbalat, que serd importante no Capitulo 3. Iremos demonstra-lo pois ele ndo € tao
comumente abordado na bibliografia em portugués.

As definicoes e resultados deste capitulo, estdo principalmente nas referéncias [14, 15,

16, 18], onde informacgdes adicionais podem ser encontradas.

1.1 Geometria de Curvas

No contexto de geometria diferencial, vamos tomar a ideia intuitiva de que uma curva
X deve descrever a trajetdria continua do movimento de uma particula sobre o plano. A
vantagem dessa abordagem é que ela poderd ser facilmente formalizada e conterd vérias
informacdes sobre como o ponto percorre o conjunto X, e o sentido que o ponto “anda”
sobre X permite definir sua velocidade, sua aceleracao etc. Inspirados no movimento de uma

particula, vamos introduzir a defini¢dao formal de curva

Definicdo 1. Uma curva continua no plano R? é uma aplicagéo continua X : 1 — R?, definida
num intervalo I < R. A aplicagdo X, dada por X (t) = (x(1t), y(t)), é continua se cada fun¢do

coordenada x,y : I — R é uma fungdo continua.
Definicao 2. O conjunto imagem ou traco € da aplicacdo X é dado por
€ ={(x(1), y(1); te D},

Assim, X € dita uma parametriza¢ao de ¢ e denominamos ¢ o parametro da curva X.
Se a curva X estd definida em um intervalo fechado I = [a, b], os pontos X(a) e X(b) sao

chamados de ponto inicial de X e ponto final de X, respectivamente.

Definicao 3. Se a aplicagdo X estd definida num intervalo I = [a, b], tal que X(a) = X(b),

dizemos que X é uma curva fechada.
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Definicdo 4. Uma curva X : I — R? é dita simples se a aplicacdo X for injetiva.

Quando temos que X (#;) = X(f2), com t,5 € I e t; # 12, dizemos que X possui um

ponto duplo (ou multiplo) em #; e t.

Definicdo 5. Uma curva X : [a, b] — R? édita fechada e simples se X (a) = X (b) e para quaisquer
t,s€la,b) tais que t # s, temos X (t) # X(s), isto é, se o tinico ponto duplo de X ocorre nos seus

pontos inicial a final. Uma curva X fechada e simples é denominada curva de Jordan.

Quando nao hd prejuizo no entendimento, é comum identificarmos a curva com o seu

traco.

Definicao 6. Se cada fungdo coordenada é uma fungdo de classe €, isto é, x e y possuem
derivadas continuas de qualquer ordem em todo ponto de I, entdo dizemos que X é uma curva

suave ou diferencidvel.

Definicao 7. Seja X : I — R? uma curva parametrizada, dada por X (t) = (x(t), y(#)). O vetor

tangente (ou vetor velocidade) de X em 1ty € I é dado por
X'(19) = (X' (£0), y' (10)).

Definicao 8. A velocidade escalar de X em ty € I é dada pelo médulo ou norma do vetor

velocidade X' (1), isto é,

X o)l = \/ (' (20))2 + (5 ()2

Definicdo 9. Dizemos que uma curva parametrizada X : I — R? é regular em ty € I, se X' (ty) #
(0,0) ou, equivalentemente, se || X' (ty)|| # 0. A curva é X é regular em I, se for regular para todo

tel. SellX'(ty)ll =0, dizemos que X é singular em t,

Definicdo 10. Seja X : I — R?> uma curva parametrizada, de classe €*, dada por X(t) =

(x(1), y(1). A fungdo £Lx : 1 — R, definida por

t t
Zx= [ nx@nds= [ ez ororag,
to fo
to € I, é denominada fungdo comprimento de arco.

Como ||X'(#)|| é uma funcdo continua, a funcdo Zx é de classe €' e, pelo teorema
fundamental do célculo,

Lx() = 11X (D).
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Proposicdo 1. Uma curva X : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se, e
somente se,

X' (0l =1,
paratodo t € I.
Definicao 11. Seja X uma curva parametrizada de classe € e regular, dada por X (t) =
(x(1), y(£)). O campo de vetores T : 1 — S' = R?, definido por

_ X0 1
X' DI /(' ()2 + (Y (1)?

T(¢) x'(0), y' (1)),

é um campo de classe € ao longo de X, chamado campo tangente unitdrio ou indicatriz

tangente. Cada um dos vetores T (t) é chamado de vetor tangente unitdrio a curva X emte€ I.

Definicao 12. Seja X uma curva parametrizada de classe € e regular, dada por X(t) =

(x(1), y(). O campo de vetores N : I — S' < R?, definido por

N(1) (x'(1),y (1),

VE O+ VD)2
é um campo de classe € ao longo de X, chamado campo normal unitdrio ou indicatriz

normal. Cada um dos vetores N(t) é chamado de vetor normal unitdrio a curva X em t € I.

Seja X : I — R? uma curva de classe € (r = 2) e parametrizada pelo comprimento de
arco. Visto que || T|| = 1, temos que T'(s) é perpendicular a T(s). Como T e N geram o espaco
R?, temos que, para cada s € I, T'(s) é paralelo a N(s). Isso significa que existe uma funcéo
k:I—R,tal que

T'(s) = k(s)N(s),s€ 1 (1.1)

Definicao 13. A funcdo k: I — R, definida pela equacdo (1.1), é chamada curvatura de X em

sel.

Observe que a curvatura k(s) é dada por

k(s) = (T'(s), N(s)) = =(N'(s), T(s)).

Proposicao 2. A curvatura de uma curva regular X é identicamente nula, se, e somente se, o

trago de X estd contido em uma reta.
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Definicdo 14. Seja X : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Os campos
tangentes T e normal N satisfazem o sistema de equagoes

T'(s) =k(s)N(s),
(1.2)

N'(s) =-k(s)T(s).
As equagoes desse sistema sdo denominadas equagoes de Frenet da curva X .

Definicdo 15. Seja X : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. O referen-

cial {T(s), N(s)} é chamado referencial de Frenet de X.

Teorema 1. Seja X : I — R? uma curva regular, definida por X (t) = (x(1), y(t)). Entdo a curva-

turade X em t € I é dada pela expressdo

_X@y"-x"y' @)
k(1) = ((x/)z + (y/)2)3/2

(1.3)

A funcdo curvatura de uma curva é invariante por translacdo e invariante por rotacdao no

plano, isto é, a funcao curvatura € invariante por um movimento rigido de X .
Proposicdo 3. Sejam X : I — R? uma curva regular, dada por
X (1) = (x(1), y(1)),
e kx : I — R afuncgdo curvatura da curva X.
(i) Se T :R? — R? éa aplicacdo translagdo do plano segundo o vetor (a, b), isto é,
Tx,y)=(x+a,y+Db),
entao kx é invariante por T;
(ii) Se Ry :R?> — R? é a aplicacdo rotagdo de um dngulo 0, ou seja,
Rg(x,y) = (xcosfO — ysenf, ycos6 + xsenf)

entdo kx é invariante por Ry

O teorema a seguir mostra que, de certa forma, a funcao curvatura determina a curva.

Teorema 2 (Teorema Fundamental das Curvas Planas). Seja k: I — R uma funcgdo de classe

€2. Entdo, dados sy € I, Py = (p1, p2) € R? e Vo = (11, 12) € R?, com ||Vy| = 1, existe uma tinica
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curva parametrizada pelo comprimento de arco X : I — R? de classe %2, tal que a funcéo
curvatura de X (s) em s € I é dada por k, X (sg) = Py e X'(so) = Vy. Além disso, a curva X é dada

por X(s) = (x(s),y(s)), onde

x(s)

N T
p1 +f cos (f k(& dé + 90) dr,
S0 S0

P2+f sen(] k(g)d€+90)d1.

e0p € [0,2m) é o unico dngulo tal que Vi = (cos Oy, senby).

y(s)

Uma classe muito importante de curvas segue abaixo:

Definicao 16. Uma curva regular, fechada e simples X : [a, b] — R é convexa, se, e somente se,

sua fungdo curvatura k ndo muda de sinal.
Segue abaixo a definicao intuitiva de uma subclasse das curvas convexas.

Definicao 17. Uma curva estritamente convexa é uma curva convexa que ndo contém nenhum
segmento de reta. Elas sdo as curvas para as quais cada interse¢do da curva com uma reta

consiste em no mdximo dois pontos.

Por fim, temos uma desigualdade que serd utilizada para demonstrar um resultado

sobre o conjunto limite do fluxo.

Teorema 3 (Desigualdade Isoperimétrica de Gage). Se X é uma curva fechada, convexa e de

classe €2, entdo

k%
= < | K%ds,
71'&{ fX S

onde £, ,k e s denotam o comprimento, a drea, a curvatura e o comprimento de arco da

curva X.

1.2 Analise

Seguem abaixo os principais resultados de andlise necessarios para a pesquisa.

Definicao 18. Uma funcgdo g(t) é dita continua em [0,00) seVt; =0eVe>0,30(¢, t;) >0 de
modo que

Vi=0,|t—-t|<d=>1g(t)—glt)l<e
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Definicao 19. Uma funcdo g(t) é uniformemente continua em [0,00) se Ve >0,36(¢) >0, de
modo que

Vi =0,Ve=0,lt—1|<6=|g()-gln)l<e

Em outras palavras, g é uniformemente continua se sempre € possivel encontrar um 6

que nao depende do ponto especifico t;.

Lema 1 (Lema de Barbalat). Se a funcdo diferencidvel f(t) tem um limite finito para t — oo, e

se f' é uniformemente continua, entdo f'(t) — 0 quando t — co.

Demonstragdo. Assuma que f'(t) ndo tende a zero quando t — oo. Entdo, dado ¢ > 0, para
todo T > 0, existe t > T, tal que |f'(f)| = €. Portanto, podemos tomar uma sequéncia infi-
nita de /s (com t; — oo quando i — co) de modo que |f'(£)| = Ry. Como assumimos f'(?)

uniformemente continua, 36 > 0, de modo que para quaisquer t’ e t” satisfazendo |t' — t"| < 6

€
If'(t) - f(e" < 3‘)
Isso implica que para qualquer ¢ que satisfaca | — ;| < §, temos:
€0
"> =
Lf (0l >

Portanto, para todo ¢;,

ti+0 ti+0

f'(t)dt‘:f If'(Dldt = 6—02(52606
-0 Hnh—-906 2

Onde o lado esquerdo da igualdade vem do fato de que f’ mantém o sinal no intervalo
de integracdo, devido a continuidade de [’ e a liItnitagéo Lf'(6)] > %0 > 0.
Isto contradiz o fato de que a integral f f'(r)dr tem um limite (igual a tlim f) -
0 —00

f(0). O

Teorema 4 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a, b] — R continua. Se f(a) < d < f(b)

entdo existe c € (a,b) tal que f(c) = d.

Proposicao 4 (Propriedade da Conservacao do Sinal). Seja f : (a, b) — R continua e xy € (a, b)

tal que f (xp) > 0. Entdo existe 0 > 0 tal que |x — xo| < 8, temos f(x) > 0.

Teorema 5 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a, b] — R continua. Se f é derivdvel em (a, b),

existec € (a,b), tal que
fb)-fla)

re= b—a
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Teorema 6 (Regra de Leibniz). Dado U c R", aberto, seja f : U x [a, b] — R uma fungédo com as

seguintes propriedades:

(i) Paratodo x € U, a fungdo f(x,t) éintegrdvelem a <t < b.

(i) A i-ésima derivada parcial %(x, t) existe para cada (x,t) € U x [a, b] e a fun¢do g—JQ :

U x [a, b] — R, assim definida, é continua

Entéo a fungao ¢ : U — R, dada por ¢(x) = [ f f(x,8)dt, possui i-ésima derivada parcial

continua em cada ponto x € U, sendo
—( )—f —(x ndt

Em suma: pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando resultante seja

uma fungdo continua.

Vejamos agora duas defini¢des necessdrias para introduzirmos entdo o famoso Teorema

de Green.

Definicdo 20. Seja X : I — R? uma curva continua definida num intervalo I S R. X é uma
curva Cy por partes se existir uma particao finita de I em subintervalos tal que a restrigdo de X

a cada subintervalo seja de classe Cy, isto é, tenha derivada continua.

Definicao 21. Dada uma curva continua X : I — R?, a sua orientagdo é, a grosso modo, a
escolha de um dos dois sentidos possiveis de "andar" sobre ela. No caso de curva plana de Jordan,
diz-se que ela tem orientacdo positiva ou no sentido anti-hordrio, se sempre ao caminhar sobre
ela temos o interior da curva a esquerda (e, consequentemente, o exterior a direita).Caso

contrdrio, a curva serd orientada negativamente ou no sentido hordrio.

Teorema 7 (Teorema de Green). Seja K < R? um compacto, com interior ndo vazio, cuja
fronteira é imagem de uma curva X : [a, b] — R?, fechada, simples, €' por partes e orientada

no sentido anti-hordrio. Sejam P e Q de classe € 1 num aberto contendo K. Nestas condicoes,

§ pasraar=[ [ |2

O teorema de Green nos afirma que se P e Q forem de classe €' no aberto Q e se K

0_‘3_5_13

dxdy (1.4)

estiver contido em Q, entao (1.4) se verifica.
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1.3 Equacoes diferenciais ordinarias

Os resultados de EDO abaixo sao utilizados principalmente no capitulo 3.

Definicdao 22. Uma aplicacio [ : Q < R x R" — R™ chama-se Lipschitziana se existe uma
constante K tal que:

|f(t,x) - f(t, ) = Klx -yl

para todos (t, x), (t, y) € Q; Chamamos K de constante de Lipschitz de f .
Teorema 8 (Teorema de Picard). Seja f continua e lipschitziana em Q = I, x By, onde 1, =
{t;|t - tol < a}, By = {x;|x — x| < b}. Seja M alguma cota superior qualquer de | f| em Q. Entdo,
existe uma e unica solugdo de

x' = f(t,x)

x(to) = Xo
em 1,, onde a = min{a, A—Z}
Coroldrio 1. Seja Q) abertoemR x E" e seja f : Q — E continua com Ir continua. Para todo

x

ponto (ty, xo) em Q existe uma vizinhanga V = I, x By, tal que x' = f(t, x), x(ty) = xo tem uma

tinica solucdo em 1,.
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2 Aspectos gerais do Fluxo Redutor de Curvas

O presente capitulo sera subdividido em 5 partes. Na secao 4.1 definiremos o Fluxo
Redutor de Curvas e daremos alguns exemplos do mesmo. A seguir, em 4.2, serdo introdu-
zidos alguns resultados e propriedades basicas do fluxo, incluindo a evolugao de grandezas
matemadticas relacionadas as curvas. Um estudo rdpido das curvas planas fechadas con-
vexas contraindo pela funcao curvatura, devido a Gage e Hamilton, serd apresentado nas
secoes 4.3 e 4.4. Também na sec¢do 4.4, introduzimos o teorema de Grayson, que determina o
comportamento do fluxo para curvas planas fechadas simples no geral.

As definicoes e resultados desta secao, estdo principalmente nas referéncias [15, 17],
onde informacdes adicionais sobre os diversos topicos aqui abordados podem ser encontra-

das.

2.1 Fluxo Redutor de Curvas: Definicao e exemplos

Primeiramente, vamos definir o chamado Fluxo Redutor de Curvas (FRC). Tal fluxo
deforma uma curva na dire¢ao do seu vetor normal, por uma quantidade proporcional a sua

curvatura.

Definicdo 23. Seja X : R — R? uma curva plana, parametrizada, regular e suave no plano.
Dizemos que uma familia de curvas ou variacdo X : R x I — R? de X é um Fluxo Redutor de
Curvas se para todo (-, t) € R x I valem as igualdades:

0X
_(') t) = k(') t)N('r t)
ot 2.1)

X(,0)=X()
Na equagdo acima, - representa um pardametro genérico. Jd t € I é o pardmetro que representa o
tempo, onde I é um intervalo contendo 0. Também, para cada t fixado, temos que X (-, t) denota
uma curva plana, que possui curvatura k(-, t) e normal N (-, t). A equacao diferencial parcial

(2.1) também é chamada de Fluxo Redutor de Curvas.

Observacio 1. O contradominio de X e X pode ser tomado como C em vez de R? nos resul-
tados abaixo, usando a identificacdo natural entre esses dois conjuntos. Isso nos trard certa

comodidade algébrica, facilitando algumas contas.
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Figura 1—A variacdo de uma curva Xy regular, fechada e de classe C*°.

\Q\\L\m

Fonte: [15].

Assim, X (-, 1) representa uma deformacdo de X(-) segundo (2.1), a medida que o tempo
evolui. Epstein e Gage [9] mostraram que o FRC permanece geometricamente inalterado se
adicionarmos componentes tangenciais ao segundo membro da equacao diferencial (2.1),

como podemos ver no resultado a seguir.

Proposicdo 5. Seja X : [a, b] x [0,T) — R? a variacdo de uma curva X plana, parametrizada,
regular e suave, tal que % (t)=fT+ kN, com f sendo uma funcdo suave. Existe uma repara-

metrizagdo }A’(u, 1) das curvas X (-, 1) tal que

1)’
—(u, 1) = k(u, t)N. (2.2)
ot

Demonstragdo. Seja ?(u, 1= X (x(u, t), t) uma reparametrizacao de X , entdo, pelaregra da

cadeia
ot 0x 0t Ot
= v%T+fT+kN
= (v%+f) T+ kN, 2.3)

0X
onde v(u, t) = Ha—(x(u, 1), 1)|| € a velocidade escalar de X (x, t). Se escolhermos x(u, t) tal
X

que

ox —flx(u,1,1) 3
E - U(u, t) yx(uyo) =Uu, (2-4)

obtemos, substituindo em (2.3), que

~

oYy ~
rTi k(x(u, 1), )N, Y (u,0) = Xo(u). (2.5)

Observe que a regularidade das curvas X(:, t) garante que v(x, t) # 0 e, portanto, a equacao
(2.4) estd bem definida. Além disso, ela possui solu¢do pelo Corolério 1. Como a curvatura é

invariante por reparametrizacao, obtivemos o desejado. O
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A partir disso, podemos definir o Fluxo Redutor de Curvas de uma outra maneira.

Definicdo 24 (Definicdo alternativa do FRC). Seja X : R — R? uma curva plana, parametrizada,
regular e suave no plano. Dizemos que uma familia de curvas ou variacdo X : R x I — R* de X

é um Fluxo Redutor de Curvas se para todo (-, t) € R x I valem as igualdades:

0X
<_(') t)y N('y t)> = k(') t))

ot (2.6)
X(,0)=X(.

onde para cada t fixado, temos que X (u, t) : R x I — C denota uma curva plana, que possui

curvatura k(u, t) e normal N(u, t).

Esta nova defini¢do traz a vantagem de uma maior liberdade na escolha de uma para-
metrizacao para X. Agora basta que a componente normal de %—): (-, f) seja a curvatura. Nao
ha condicdo sobre a componente tangente, pois esta ndo altera a geometria das curvas X (-, ),
apenas as parametrizacoes.

A seguir, vejamos uma classe especial de solucdes desse fluxo, que sdo as Solugdes
Autossimilares. O conhecimento dessas solucdes é muito importante no estudo de fluxos de

curvatura e retornaremos a elas no capitulo 3.

Definicdo 25. Dizemos que uma solugdo X(-, 1) do Fluxo Redutor de Curvas é autossimilar se

existem funcgoes diferencidveis f,g: 1 — R e H: I — C, tais que
X(,0=gwe’ X0 +H® 2.7)

onde I é um intervalo contendo 0, f(0) = 0, H(0) = 0 e g(0) = 1. Consequentemente X (-,0) = X (-).
A curva X(-) também é chamada de solugdo autossimilar do Fluxo Redutor de Curvas. A fungdo

f determina a rotagdo, g determina a escala e H é o termo de translagdo de X (u).

Assim, o movimento autossimilar consiste de rotagao, translagdo, mudanca de escala
(homotetia) ou uma combinacdo destes. Vejamos agora alguns exemplos desse tipo de solu-

cao.
Exemplo 1. A familia de circulos

X(u, 1) = (a(t)cosu, a(t)senu) + (p1, p2), t€10,1),
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onde p1,p2 € R,a: [0,') — (0,00) e a(0) = ayp > 0, é uma Solucdo Autossimilar que contrai
homoteticamente (isto é, o formato da curva inicial ndo muda, apenas a escala) pelo Fluxo

Redutor de Curvas. De fato, substituindo

0X . . 1
— (¢, 0=(a(t)cosu,a (t)senu), k(-,t) =—— e N(-, t) = (—cos u,sen u),
ot a(r)

em (2.1), temos

(a@'(t)cosu,a (t)senu) (—COSu —senu)

a(®) ' a(
ai = _L
R0
aa'(r) = -1
Multiplicando a equacgao por 2 obtemos
%[(u(t))z] = -2
a(t) = \/as-2t (2.8)

Ou seja, encontramos a(t) tal que essa familia satisfaz o fluxo.

Figura 2—A variagdo de um circulo pelo FRC.

=> => = ) =

Fonte: Autoria proépria.

Observe que a(t) é uma fungdo decrescente, assim os raios dos circulos da familia vdo
diminuindo com o tempo e a familia contrai para o ponto. Também, por (2.8) o fluxo existe
para t < a§/2 = A(0)/27 , onde A(0) denota a drea de X (u,0). Além disso, o fluxo contrai a
um ponto quando t — a(z) /12 e, nesse momento, as dreas dos circulos colapsam para zero e as

curvaturas tendem para o infinito.

Como acabamos de ver no exemplo acima, um circulo, quando submetido ao Fluxo
Redutor de Curvas, permanece um circulo, sendo alterado apenas o seu tamanho. Isso pode
nos levar a pensar se outras curvas planas fechadas classicas, como a elipse, também teriam o
mesmo comportamento quando submetidas ao fluxo estudado, no sentido de permanecer na
mesma classe de curvas. Sendo assim, nos pomos a pergunta: serd que uma elipse permanece

sendo uma elipse ao longo do Fluxo Redutor de Curvas? Pelos resultados de [6], os quais nao
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descreveremos aqui, somos levados a entender que a evolucdo da elipse nao € trivial como a
do circulo. No exemplo a seguir verificamos que uma certa familia de elipses satisfaz o Fluxo

Redutor de Curvas se e somente se essa familia for uma familia de circulos.

Exemplo 2 (Familia de Elipses.). Seja a(t,0) = (a(t) cos8 + Py, b(t)sen6 + P,) uma familia de

elipses, tal que a(0,0) = (apcosO + Py, bysen6 + P,). Dai, temos que:

0
6—?(1‘,9) = (d'cos6,b'senb)
a—a(t,ﬁ) = (—a(t)send, b(t)cosH)
00
1
N(t,0) = (=b(2) cosB,—a(t)sen0)
va?sen26 + b2 cos?0
K(1.0) = (—asenf)(—bsenl) — (—acosB)(bcosh)

((asen6)? + (—bcosH)z)%
ab

((asen0)? + (—bcosh)?)

3
2

Se a satisfaz o FRC, teremos: %—”t‘ = kN. Substituindo as informagoes acima na equagdo do

fluxo obtemos:

—ab
(a?sen26 + b2 cos26)?

(a' cosB, b’ senf) = (bcos@, asend)

Assim,
i ab? e b= a’b
"~ (a®sen?0 + b2 cos?0)? ~ (a®sen?0 + b2 cos?0)?
a ab b
b (a®sen?0+b?cos?0)? a

Logo, (a®)' = (b*)', o que implica que a* = b* + ¢y. Dai temos:

. a(a® - Co) B a’ - coa 2.9)
© (a?sen?0 + (a? —cp)cos?0)2  (a? — cycos?H)? '
I (b2+C0)b _ b3+Coa (2 10)

T ((B?+cp)sen?0 + b2cos20)2 (b2 + cosen? )2 '

De (2.9) e (2.10) concluimos que cy = 0, caso contrdrio, 0 seria constante. Entdo a®> = b*. Como
a>0eb>0 concluimos que a = b. Portanto, a familia de elipses que satisfaz o Fluxo Redutor

de Curvas é uma familia de circulos.
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Segundo Abresch e Langer [1], o circulo é a tinica curva plana fechada simples que
encolhe homoteticamente sob o fluxo, mas também existem curvas planas fechadas nao
simples com a mesma propriedade. Elas foram classificadas também em [1]. Também temos

curvas que nao alteram sua forma sob o fluxo, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3. Seja X (u) = (x(u), y(u)) uma curva que ndo altera sua forma ao longo do fluxo, ou

seja, a familia X (u, t) = (x(w), y(w)) satisfaz o FRC. Uma vez que
62( 1)=(0,0)
- U, = »UJ,
ot

a equagao (2.6) implica que K(u, t) = 0,Y(u, t). Como se sabe, as tinicas curvas planas que
possuem curvatura zero em todos 0s pontos sao as retas e, portanto, as retas sdo as unicas

curvas planas que néao se alteram sob o Fluxo Redutor de Curvas.

Um outro exemplo em que obtemos solucao autossimilar explicita é caso em que a

curva sofre apenas translacdo ao longo do fluxo, como veremos no préximo exemplo.

Exemplo 4 (Solucdo por transla¢ao). Considere a curva X(x) = (x, y(x)) dada como o grdfico
de uma fungdo, e assuma que ela translada sob a agdo do Fluxo Redutor de Curvas na direg¢do
do eixo das abscissas da forma X (x, t) = (x, y(x) + t). Note que nesse caso X (x) serd uma solucéo

autossimilar do Fluxo. Para tal solucao,

-~

0X
—(x,t)=(0,l), N:
ot

/!

(_y/, 1) Lo x/y// _ x//y/ _ y

\/l+(y’)2, B \/(x/)2+(y)23 B \/1"'(_)//)23.

Substituindo em (2.6), temos:

<(01) SRALY >— Y
VIO, TR
de onde

/! /!

1 = 4 => y =1= —1 d_y’ =1
V1+ ()2 T+ (V)2 (y’)23 1+ (y)? 1+(y)2dx

Integrando a ultima igualdade, obtemos

1
arctan(y'):fryl)zdy’:fdx:x

Invertendo, obtemos que y' = tan(x). Assim,

y= ftan(x)dx = —In(cos(x))
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Portanto, a menos de constantes e reescala, a tinica curva tipo grdfico que sofre apenas transla-
¢do pelo FRC é a curva X (x) = (x,—In(cos(x)). Essa curva é conhecida como Grim Reaper. Foi

provado em [8] que ela é também a tinica curva plana que apenas translada pelo fluxo.

Figura 3—Grim Reaper

|
| |
l

2t \'. {.’

\ /
/

\

\

\\ /
3 2 4 0 1 2 3

Fonte: [13]

2.2 Propriedades basicas do fluxo

Na sec¢do anterior vimos que uma curva quando submetida ao FRC ndo necessariamente
permanece na mesma classe de curvas, como no exemplo da elipse. Porém, ao longo das
préximas sec¢oes, vamos mostrar que se a curva inicial de (2.1) é uma curva de Jordan regular
e suave, entdo, o fluxo comporta-se da mesma forma que se comportou no caso do circulo: a
drea e o comprimento das curvas colapsam para zero em um tempo finito, a curva contrai
a um ponto nesse mesmo tempo e, além disso, a forma da curva vai se tornando circular a
medida que contrai.

Nosso primeiro passo serd calcular a evolucdo de algumas quantidades geométricas
relacionadas as curvas, a saber, comprimento, o campo tangente, o campo normal, a funcao

angulo do campo tangente, a funcdo curvatura e a area.

Proposicdo 6. Seja X : [a,b] x [0,T) — R? uma solucdo da equacdo (2.1). Se £(t) denota o

comprimento da curva X (-, 1), entdo

0% (LW
= f K2 ds;, (2.11)
0

onde s; é o comprimento de arco de X (-, t).
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Demonstragdo. Por definicao, temos

0 0 (20
E‘&fo

—(u t)“ du

Pela regra de Leibniz (6) e propriedades da norma segue que
0L ffm 1 <aax0x>d
- = - _——, u
ot Jo H 0x H ot du’ du
ou
Como X é de classe €, pelas formulas de Frenet e a equacdo (2.1) do fluxo, temos
0L [(*0 1 0 0X 0X <0 79
—= —(=———,— )du= —(kN), T )d
ot fo 1] <au ot 6u> ! fo <6u( ) > !

ZW0  /ON ZW0 /0N ds;
= k d k(——,T)d
fo <0u > "= fo <Gst du’ > U

Fazendo a mudanca de varidvel de u para s; e usando as férmulas de Frenet mais uma vez,

0 2
—=- k*d
ot L S

obtemos:

O

Observe que, de acordo com (2.11), o comprimento de curvas de Jordan contrai pelo
Fluxo Redutor de Curvas. Assim, poderia surgir o seguinte questionamento: Serd que o com-
primento eventualmente tende a zero ao longo do fluxo? Note que este comportamento foi
observado na familia de circulos do Exemplo 1. Esse ponto serd abordado mais adiante.

Agora, considere uma curva de Jordan parametrizada pelo comprimento de arco. Ob-
serve que o comprimento de arco s; = s(-, f) de cada curva X(:, f) varia com o parametro f.
Dessa forma, as derivadas com relacdo a t e s ndo comutam. Apesar disso, ainda existe uma
relacao util entre as derivadas parciais mistas de segunda ordem com relacdo a s e a t como

segue.

Lema 2. Seja X : [a,b] x [0,T) — R? um Fluxo Redutor de Curvas contraindo pela fungdo
curvaturae s = s; = s(-, t) o comprimento de arco da curva )?(-, t). Entao:
0 o0 0 0 0
A A 2.12
0tds 0sot 0s ( )

ox
ou

= v(u, t), temos gx %)S( v . Como isso é vélido para todo

Demonstragdo. Visto que g—; =
X (u, 1), temos a identidade entre os operadores abaixo:

o 10

—_— = 2.13
0s vou ( )
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Além disso: R
0X
ou

0%
ou

ov_o
ot ot

_90
ot

<

0_)’5
"ou

>1/2

Pela regra da cadeia, as formulas de frenet em (1.2) e o fato da funcao ser de classe C*°, temos:

9 /X oX
0w _ E<wﬁ>_<i6_x )
or ax “\ou ar’

ou

ON T
ds’

kv<

0
<£(kN),T>—k

>:—k2v

ON
ou

()

(2.14)

Usando a regra do produto e as equagdes (2.13) e (2.14), obtemos que

0 0
0t os

0190

0t vou

k2 0

vou vouodt
0 o090

=+ ——
3s  dso1

10 0

v2 ou

0 10 0

votou

O

Lema 3. Sejam 0 uma funcdo angulo do campo tangente unitdrio T, N o campo normal

unitdrio e k a fungdo curvatura. Temos:

(i)a—T—%N-
ot ds

ON

() — ok
ot

=——T
0s

00

(lll)a

Demonstragao. Visto que: R N
or _00%_00%
ot 0t ds 0sat

2(kN) +k°T

0s

ok ON

= —N+k— + k?
3 +kas+k

B akN
"~ Os

onde, na ultima igualdade de (2.15), usamos a equacao

-9k, (iv)%—az—k+k3
~ ds’ ot 0s? ’
0%
os
(2.15)
T

—kT.Isso prova o item

ON
de Frenet B

(7). Derivando a igualdade (T, N) = 0 com relacdo a ¢, temos

O_<6TN>+<T6N>_6k

“\oar’ "ot/ ds
isto €,

<T0N>_ ok

"ot/ Os

ON
ot

(1. 50)
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Por outro lado, visto que (N, N) = 1, temos <%7, N > = 0. Assim,

6N_<6N T>T+<6N N>N— akT
or \otr’ or’ ~0s
0 que prova o item (ii).

Como podemos escrever T = (cos, sen), vemos que:

T 00 00
T (- senH,cosH)E =5

A expressao (iii) decorre, portanto, do item (i). Sabemos que k = %. Entdo:

ok 000 o000 ,00 0%k

E_IT_ Tl
0t O0tos 0sot 0s 0s?

0 que demonstra o item (i v)
U

A proposicdo a seguir mostra que uma curva de Jordan contraindo pela funcao curvatura
colapsa em algum momento, ou seja, a drea tende pra zero ao longo do fluxo. Dessa forma,

este ndo pode existir por um tempo infinito.

Proposicdo 7. A derivada da drea A(t) da regido delimitada pelas curvas de Jordan X (-, t) do

fluxo de curvas contraindo pela fungdo curvatura satisfaz

0A

— = —2m.
ot

Demonstragdo. Seja X :[a,b] x [0,T) — R? o fluxo de de uma curva X : [a, b] — R? contraindo

pela funcao curvatura k(-, t). usando o teorema de Green em (1.4), temos

1 (b dy dx 1 (b
A== =Ly ldu=-=| X,vNydu,
Zfa (xdu ydu) “ Zfa< vNydu

onde N = N(-, ) é o vetor normal a X(-, ). Derivando com relacdo a ¢, e denotando por

_|leX

v= H—au H, obtemos
0A 1 b[/0X .0 -~ ON
—=——f [<—,UN>+<X,—UN>+U<X,—>
ot 2Ja ot ot ot

6A_1fb
ot 2Ja

du

N ok ~
—kv+k2v<X,N>+va—S(X,T> du, (2.16)
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onde T = ?3_);/ ‘3—)5 . Integrando o dltimo termo de (2.16) por partes e usando o fato de a curva

ser fechada, temos

b b
U%O—U(X,T)du:f %(X, TYdu
a Ouos a Ou

b
f U%(X, TYdu
a O0s

b oo I
—f k—<(X, TYdu+ [k(X, T)]
a Ou a
(G (250
a ou’ "ou
_fbkﬁ <@ T>+<X 0_T>
a Oul\ods’ " ds

b
—f kv[l + k(X, \)du,
a

du

du

isto é,
b ok b —~
f v—(X, TYdu = —f kv+k*v(X, N)du. (2.17)
a 0s a
Substituindo (2.17) em (2.16), obtemos
0A b L L 56
—:—f kvdu:—f kds:—f —ds=60(0)—-0(L) =-2m.
ot a 0 o O0s
O

Por fim, temos o seguinte coroldrio que mostra que a duracao I' do fluxo ndo pode ser

maior que , instante em que a 4rea se torna zero.

Coroldrio 2. Se o fluxo de uma curva X fechada, regular e simples, contraindo pela fungdo

</ (0)
21

curvatura, estd definido para um intervalo [0,T'), entédo, ' < , onde o/ (0) é a drea da regido

delimitada por X.

k4
Demonstragdo. Integrando a equacao Fr = —27 com relacao a t; obtemos:

t

d(t)—,szf(O):f aﬁdT:—Znt,
0 ot

isto é,
(1) =<L(0)—27t.

</ (0)
27

Assim, a area é positiva apenas para ¢ < e anula-se para t =
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2.3 Curvas convexas contraindo pela curvatura

Nesta secdo iremos apresentar o fluxo de uma curva contraindo pela funcao curvatura
quando a curva inicial é (estritamente) convexa.

Iremos parametrizar uma curva convexa pelo angulo 6 que o campo tangente unitario
a curva faz com o eixo x. Nessa parametrizacdo, 6 percorre uma tinica vez o circulo unitério e,
portanto, X () estd bem definida no intervalo [0, 27]. A seguir, vamos estabelecer condicoes
necessarias e suficientes para uma funcao positiva k : [0,27] — R ser a curvatura de alguma

curva convexa.

Proposicao 8. Uma fungdo k : [0,2n] — R continua, positiva e periddica de periodo 2rn é a

curvatura de uma curva estritamente convexa, regular, fechada e simples, se, e somente se,

27 cos(0) fz” sen ()
do = do=0. 2.18
fo k() 0 k() ( )

Além disso, dada uma fungdo k com essas propriedades, a expressdo da uinica curva

estritamente convexa é dada, a menos de um movimento rigido, por

0
XO) = (0, y@) = (a, by + [ L8LSend ;o (2.19)
0 k(a)

onde (a,b) € R? é um vetor fixo qualquer.

Demonstragdo. Seja k a curvatura de uma curva estritamente convexa dada, sabemos que

ds L . Isso implica
—_— = i i
a0~ kO P

fZ” (cos@, senf) 40 = fz’T T(0)
0 k(9) k(©)

pois a curva é fechada. Reciprocamente, dada uma funcao k: [0,27] — R, continua, positiva,

do = f T(9)ds=T(L)-T(0) =

periddica de periodo 27 e que satisfaz (2.18), defina

9 (cosa, sena)

X(©O) = (x(0),y®) = (a,b
@) = (x(0),y0) = (a )+0 @

Temos que X (0) = X(27) = (a, b) e, portanto, X é uma curva fechada. Além disso,

cosf sene)

X'(0) = (x(9)y(9))_(k(9) k()

o que implica
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Hepn gt ey _ (—Send cosfy cosf senf
X"0)= "0,y O = (" 1) KO o warn)

A curvatura da curva é, da forma:

7 Y0y 0)-x"0)y0)

(X (0))2+ (y'(6))2)312
.3 cosG(COSG senf@

“ k@ kO)  k0)2
= k().

senf ( senf cosf

!
Ke)+ k0 \k©0) k02

K@)

Para mostrar que a curva é simples, basta observar que o vetor normal é N = (—sen®, cos6)
que percorre todo o circulo unitdrio injetivamente uma tnica vez quando 0 € [0, 27].

Para concluir a unicidade da expressao (2.19) a menos de um movimento rigido (isto é,
rotacoes e translacoes), observe que pelo teorema fundamental das curvas planas (2) , existe
uma tnica curva, a menos de um movimento rigido, para uma dada func¢ao curvatura k. Visto
que (2.19) contém as translacoes (a adicao com o vetor constante (a, b)), obtemos a expressao

geral de uma curva convexa multiplicando (2.19) pela matriz de rotacao

cosfy senf

—senfy cos6
isto é,
~ 0 — —
2O = @b+ (cos(a —0y), sen (a —6Og)) da,
0 k(a)

que, por sua vez, é apenas uma reparametrizacao de (2.19).

O

Visto que a funcdo curvatura determina a curva a menos de um movimento rigido, seré
fundamental determinarmos como a curvatura evolui com o tempo relativo ao parametro 6.
No resultado a seguir, denotamos por 7 a varidvel temporal quando a variavel espacial for 6 e

por t a varidvel temporal quando a variédvel espacial for u.

Proposicao 9. A funcdo curvatura k : [0,2n] x [0,I") — R das curvas contraindo fungao pela
curvatura satisfaz a equagdo de evolugdo
0k 0%k

= k*— + &,
ot 002
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onde 0 é o dngulo que o campo tangente faz com o eixo x.

Demonstragdo. Usando o Lema 3 e % = k%, temos

Ok _0k 0kd0 ok Ok Ok 0k, 0ky
ot 0t 004t Ot 060 ds Ot 00

0’k 8 (. 0k\06 0k\2 0%k
37 = 3035) s = *(55) +¥ 397

O resultado, entdo, segue do item (iv) do Lema 3.
O

A préxima proposi¢do, cuja demonstragdo omitiremos, afirma que o problema de
existéncia de solucao para a equacao (2.1) é equivalente a um problema de Cauchy para a
func¢do curvatura. Uma das vantagens desta equivaléncia estd no fato de que lidar com uma

equacao escalar é, a principio, menos complicado.

Proposicdo 10. Se X : [0,27] — R? é uma curva estritamente convexa, entdo, o problema de

existéncia de solugoes suaves X : [0,2n] x [0,T) — R2 para o problema

0X
& =kN
ot (2.20)
X(') 0) = XO
é equivalente a encontrar uma funcdo suave k : [0,2nr] x [0,T) — R do seguinte problema de
Cauchy:

ok 2 0%k 3
~=k“=5+k
o1 862 2.21)

k©,0) =y (0),

onde v :10,2n] — R é uma fungdo suave, positiva e tal que
fZ” (cosB, senf)
0 v(0)

Para concluir a secdo, temos o seguinte resultado, que ndo serd demonstrado.

do=0.

Teorema 9. A solucgdo para o problema de Cauchy
0X _
5, = kN,
X(-,0) = Xo

existe em t até que a drea das regioes delimitadas pelas curvas X (-, t) se anule.
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A partir do Coroldrio 2 e do teorema acima, podemos concluir que o tempo méximo de

(0
duracdo do Fluxo Redutor de Curvas é 2( ) .
b/

A demonstracdo da maioria dos teoremas e proposicdes enunciados na préxima secao

sdo muito extensos e necessitam de resultados avancados de EDP e Analise, tais como Princi-
pio do Maximo Parabdlico, Desigualdade de Sobolev, Teorema de Arzeld-Ascoli. Sendo assim,

ndo os demonstraremos.

2.4 Qs teoremas de Gage-Hamilton e Grayson

Na secdo anterior, mostramos que fluxo de curvas convexas contraindo pela funcao
curvatura nao se extingue até que as dreas das regioes delimitadas por essas curvas anulem-se.
Entretanto, ndo sabemos nada sobre o conjunto limite do fluxo, além de que area delimitada
por esse conjunto € zero. A principio, esse conjunto poderia ser qualquer objeto matematico,
como um segmento de reta, unido de segmentos, alguma outra curva plana, um conjunto
discreto ou até estruturas mais estranhas como o conjunto de Cantor. Nesta se¢ao, iremos
enunciar resultados que mostram que nenhuma dessas possibilidades ocorre, mas que, na
realidade, o conjunto final do fluxo é sempre um tnico ponto. Mais ainda: as curvas vao se
tornando circulares a medida que contraem, de tal forma que, se reescalonarmos a curva

para que sua darea ou seu comprimento sejam constantes, a curva limite é um circulo.

Proposicao 11. O conjunto limite de uma curva plana fechada convexa deformada pelo Fluxo

Redutor de Curvas tem comprimento nulo.

Demonstragdo. Inicialmente observe que, por uma consequéncia da Desigualdade Isoperimé-

trica de Gage, em 3, e da proposicao (7) temos

E(L('f)z) _ 2LAMNE - L%
A ) (A(D)2

ar
0] (f 2ds— D) .
A(t) \Uxep A(r)

Assim, L(#)?/ A(t) é descrescente e, visto que lim,_.p A(#) = 0, deduzimos que

lim L(¢) = 0.
t—T

Dessa forma, o conjunto limite deve ter comprimento nulo.

O resultado mais importante dessa se¢do é o que se segue.
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Teorema 10 (Gage-Hamilton). Uma familia de curvas estritamente convexas X (-, t) de classe

C?, contraindo pela funcéo curvatura no intervalo [0,T) e tal quelim,_r A(t) = 0, vai também

satisfazer
. L(n?
lim =47,
t—T A(t)
Aléem disso, as curvas normalizadas Y (-, t) = ﬁX (-, 1), de drea constante igual a w, limitam

regioes que convergem, em um certo sentido, para o circulo unitdrio.

Figura 4—Curva convexa evoluindo pela curvatura.

Fonte: [5].

O préximo resultado mostra que as curvaturas de curvas contraindo pela funcao curva-
tura convergem uniformemente para 1: Isso garante uma espécie de “convergéncia de classe
C?” para um circulo unitario das curvas contraindo pelo fluxo (curvaturas sio, de certa forma,
derivadas de segunda ordem das curvas), em contraste com a convergéncia apenas continua

para o circulo unitério demonstrada no teorema anterior.

Teorema 11. Se k41 (1) e kiin(t) denotam as curvaturas mdxima e minima de X (-, t), entdo

kmax(t)
kmin(t)

quando t — oo.

Como consequéncia do Teorema 11, obtemos a velocidade de convergéncia da curvatura

Coroléario 3. k(0,t)v2I -2t converge uniformemente a 1 quando t —T'.

Até agora, mostramos a convergéncia do fluxo para curvas convexas, resultados obtidos
por Michael Gage e Richard Hamilton. No que se segue, concluiremos os resultados do

FRC enunciando o Teorema de Grayson, que confirma a convergéncia do fluxo de curvas
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contraindo pela funcao curvatura assumindo que a curva inicial é apenas fechada e simples.
Isso acontece pois o Fluxo Redutor de Curvas transforma uma curva plana, fechada e simples

em uma curva convexa em algum momento antes de ¢ = %.

Teorema 12 (Grayson). Se Xj : [0,c] — R é uma curva fechada, suave e simples, entdo, o
problema de valor inicial

9X — kN,

X(-,0) = Xo,
possui solugdo X (-, t) definida para todo t € [0,1") que converge para um ponto quando t — T.
Além disso, as curvas normalizadas convergem uniformemente para um circulo unitdrio na

norma C°.

Figura 5—Curva fechada evoluindo pela curvatura.

’/-\ N
Q&f»/ Q) O

Fonte: [2]
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3 Solucoes Autossimilares do Fluxo Redutor

de Curvas

Do capitulo anterior, fica a questdao de como o fluxo se comporta quando a curva ndo é
de Jordan. Nesse caso, a descricao do comportamento da curva a medida que t muda fica
mais complicada, pois a curva pode desenvolver singularidades. Nesse aspecto, as solucoes
autossimilares ganham destaque, pois a partir delas é possivel modelar as singularidades
do fluxo em questdo. Elas foram definidas anteriormente e no que se segue adentraremos
nesse importante categoria de solucao do FRC, objetivando uma completa classificacao das
mesmas.

O presente capitulo serd dividido em duas partes. Na secao 3.1, serd abordado o impor-
tante teorema que permite obter a classificacdo de todas as Solucdes Autossimilares do Fluxo
Redutor de Curvas no plano. Ja em 3.2 veremos a descricdo matemdtica do comportamento
das curvas que apenas rotacionam ou rotacionam e expandem sob o Fluxo Redutor de Curvas.

As definicoes e resultados desta secao principalmente estdo majoritariamente nas

referéncias [13, 15].

3.1 Caracterizacao das Solucoes Autossimilares.

Mostraremos como o problema de encontrar todas as solucdes autossimilares para
o fluxo pode ser reduzido ao estudo de um sistema bidimensional ndo-linear de EDOs. O
sistema possui dois parametros, A e B, que determinam o tipo de movimento autossimilar.

Comecemos pelo seguinte lema:

Lema4. X(-) é uma solugdo autossimilar do Fluxo Redutor de Curvas se, e somente se, existem

constantes A, B e C tais que:
AX (W), T(w) + B(X(w), N(w)) +{C, N(w)) = k(u). 3.1

Demonstracdo. Suponha que X é uma solucao autossimilar do fluxo. Desta forma, valem as

equacoes (2.6) e (2.7). De (2.7) concluimos que

‘Z_)t( =Xwg' e TP +ixwg®e D f () +H (1),
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Também, podemos calcular o normal e a curvatura de X:

N(u,t) = ie 7O 1),
k
k(u,t) = ﬂ
8(1)
Substituindo as informagdes acima na equacao (2.6) do fluxo e fazendo as manipulacoes

necessdrias, obtemos que X é uma solucao autossimilar se, e somente se, vale a equagao
g2 (X w), Tw)) + g(Ng (X (), Nw) + g(t)e /O H' (0, Nw) = k(w), ~ (3.2)

para todo (u, t) € R x I. Em particular, quando ¢ = 0 concluimos que a curva X deve satisfazer
a equacao

F1OXX (w), T(w)) + g'(0)(X (), N(w)) + (H'(0), N()) = k(u). (3.3)

Assim, tomamos A = f'(0), B=g'(0) e C = H'(0) e temos que X satisfaz a equacdo desejada.

Agora, seja X uma curva satisfazendo (3.1). Primeiro vamos considerar o caso em que
C=0.

Para que X seja uma solucao autossimilar do FRC, é necessario que existam funcoes
diferencidveis f,g: I — Re H: I — C tais que X satisfaca a equacdo (3.2). Comparando as
equacoes (3.1) e (3.2), temos que as fungoes f, g e H que procuramos devem satisfazer as

equacoes diferenciais ordindrias
gW?f'n=A gng =B e gwe "YH 1) =0,
para todo ¢ € I. Assim, uma escolha valida para f, ge H é

A
AIn@Br+1), B#0

fn= , g()=V2Bt+1 e H(t)=0, (3.4)

At, B=0

Desse modo, mostramos que a curva X evolui de maneira autossimilar pelo Fluxo
Redutor de Curvas, governada por f e g como mostrado na equacao (2.7)aut. Em outras
palavras, ela rotaciona ao redor da origem (exceto quando A = 0) e/ou expande se B>0e
contrai se B < 0. Esse movimento serd chamado de dilatacao espiral.

A seguir, vamos considerar que a curva X satisfaz a equacgao (3.1) com C # 0 para todo

C
B+Ai

u€R. Se A e B ndo sao ambos nulos, tomamos X (i) = + X (u), e calculos diretos nos dao

que a curva X satisfaz a equacdo (3.1) com C = 0. Mas como vimos antes, isto significa que X
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faz uma dilatacao espiral em torno de 0 e, portanto, X faz uma dilatacdo espiral em torno de

-C
B+Ai

. Logo, se temos A # 0 e/ou B # 0, introduzir o termo C ndo nos dard nenhuma solugdo
nova geometricamente.

Entretanto, se A= B =0, a equacao (2.7) é satisfeita se tomarmos as funcoes f(¢) =0,
g(t)=1e H(t) = Ct. Com isso, a curva X move-se por translacdo na direcao C pelo Fluxo
Redutor de Curvas. Desse modo, ou a curva é uma reta com C como vetor diretor (assim a
reta translada sobre ela mesma) ou parte da curva pode ser escrita como o grafico de uma
funcdo definida em uma reta perpendicular ao vetor C. No exemplo 4, vimos que nesse caso a

curva é X (x) = (x, —In(cos(x)) (a menos de constantes e reescala), denominada Grim Reaper.
O

De acordo com a demonstracdo do lema anterior, o problema de encontrar todas as
solucoes autossimilares no plano foi reduzido ao problema de encontrar todas as curvas
X : R — C satisfazendo a equacdo (3.1) com C = 0. Neste caso, destacamos no resultado a
seguir um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem que terd papel de destaque

em futuras analises.

Lema5. Seuma curva X satisfaz

A(X (w), T(w) + B(X (W), N(w)) = k(u), (3.9)

entdo as funcoes
x=AX,T)+B(X,N), (3.6)
y=-B(X,T)+ A(X,N). (3.7)

satisfazem o sistema de equagoes diferenciais ndo linear de primeira ordem

/
X' =xy+A,
(3.8
y'=-x*>-B.
Reciprocamente, se x e y satisfazem o sistema de equagoes diferenciais (3.8) e se 0 é uma primi-
tiva de x, entdo a curva X = e' ﬁf—g satisfaz (3.5). Em particular, x e y sdo dadas exatamente

como nas identidades (3.6) e (3.7) para esta curva X.

Observacao 2. O teor geométrico das fungoes x e y definidas em (3.6) e (3.7) pode ser visto a

partir da seguinte igualdade

x+iy=(A—-iB)(X, T)+i(X,N)),
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que independe do sistema (3.8). De fato, uma vez que N = i T, temos que

x+iy

X=AX, YT +{(X,N)YN=T(X, T)+i{X,N)) = -
A—-iB

T, (3.9
de onde concluimos que x e y descrevem a curva X no referencial de Frenet {T, N}.

Passemos a demonstracdo do Lema 5.

Demonstragdo. Seja X (s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Sabemos que,
d
— (X, T) =1+ k(X,N),
ds
d
—(X,N)y=-k(X, T).
ds
Com isso, as funcoes definidas em (3.6) e (3.7) satisfazem
X' =ky+A,
y'=—kx-B.

Segue de (3.1) com C =0 que x = k. Substituindo esta informacao no sistema acima obtemos
(3.8).
Agora suponha que x e y satisfacam o sistema (3.8), e, inspirados por (3.9), considere a

curva X = e'? ﬁf?}, onde 6(s) = fs x(&)d¢ é uma primitiva de x(s). Note que

_ i 0 (x+iy)+x'+iy

X!
A—iB
T ix(x+iy)+xy+A+i(—x*>-B)
~¢ A—iB
— o0

de forma que X é parametrizada por comprimento de arco com tangente T = e'? e, portanto,
a curvatura de X é dada por k =0’ = x e, pela definicdo de X, temos

x+1iy

X= -,
A-Bi

Usando a identidade geral (3.9) da Observacao (2) concluimos que as solucdes x e y da

equacao diferencial (3.8) satisfaz (3.6) e (3.7), como afirmado.
OJ

Os Lemas (4) e (5) junto com resultados da teoria geral de equacodes diferenciais ordina-
rias nos permitem mostrar que qualquer escolha dos parametros A e B resulta na existéncia

de uma curva X (u) satisfazendo (3.5). Este é o contetiddo do pr6ximo resultado.
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Teorema 13. Para cada valor de A e de B existe uma tinica curva X : R — R? satisfazendo a

equagdo (3.5).

Demonstragdo. Sejam A e B dados. Pelo Lema (5), sabemos que uma curva X satisfaz (3.1)
com C =0 se, e somente se, as funcgoes x e y definidas como em (3.6) e (3.7), respectivamente,
satisfazem (3.8). Assim, basta mostrarmos que tal sistema tem uma tnica solucao e que esta
estd definida em toda a reta R. Mostraremos tais resultados no que segue.

Primeiro observe que (3.8) é um sistema de equacoes diferenciais ordindrias da forma

i(x ) =¢(x,y)
75 V) =¢(x, ),

em que ¢ : R> — R? é a funcdo diferencidvel dada por ¢(x,y) = (xy + A,—x? — B). Assim,
de acordo com o corolério 1, para qualquer condicao inicial (xg, yp), existird uma tnica
solucao (x(s), y(s)) tal que (x(0), y(0)) = (xo, yo). Para uma demonstracdo deste resultado,

recomendamos [16]. Por outro lado,

mostrando que v/x(s)2 + y(s)? < \/ x5 + y5 + V A> + B%s, 0 que garante que os valores de x e y

nao podem explodir em tempo finito. Desse modo, a solucao esta definida em R.
0J

Observacao 3. Hd bastante simetria no problema. Cada curva é determinada pelas condigoes
iniciais xy e yg e pela escolha da primitiva0+0,, de x, no Lema 5. Contudo, modificar 0y apenas
rotaciona a curva. Entdo, para evitar curvas idénticas iremos a partir de agora assumir 6y = 0.

Ainda, note que reescalar o valor de (A, B) por c corresponde a reescalar a curva por X por 7.
Observacao 4. Considere as fungoes F(x,y) =xy+ AeG(x,y) = —x2 — B. Assim, temos

x'=F(x,y),
¥y =G(x, ).

Note que F(-x,—y) = F(x,y) e G(-x,—y) = G(x,y), portanto s — (X(s),y(s)), onde x(s) =
—x(—5) e y(s) = —y(-9)), também é uma solugdo do sistema de EDO’s que, como se pode
facilmente ver, corresponde apenas a uma mudancga de orientagdo da curva X. Essa simetria

serd usada posteriormente para simplificar alguns argumentos.
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Serd conveniente trabalhar também com as fungdes (X, T) e (X, N). A partir de agora,
elas serdo denotadas por 7 e v, respectivamente. Com isso temos a seguinte proposicao
Proposicao 12. Seja X uma solugdo da equacgdo (3.5). Set = (X, T) ev = (X, N), entdo

7/ =14 Atv+ Bv?
(3.10)

v/ = —A1?> - BtV
Demonstragdo. Relembre que x +iy = (A— Bi)(t + iv) e que a curvatura k é igual a x. Calcule-
mos entao as derivadas de 7 e v:
T =(X,T)+(X, T =(T, T) + x(X, N)

T'=1+xv

V' =(X,N) +(X,N") =(T,N) = x(X, T)

vi=—x1

Substituindo At + Bv = x em 1’ e v/ obtemos o desejado.

O

Assim, T e v sdo a solu¢do do sistema de equacodes (3.10) e seus valores iniciais satisfazem a

equacdo xg +1yp = (A—iB)(to + ivp). Também, a curva X pode ser escrita como

0 X+ ; ;
X = e’e—y_ = e +iv)=e?r (3.11)
A—Bi

onde
/252
r=1Xl= Va2 = YL
VA2 +B?

e

¢=0+arg(t+iv) =0 +arg(x +iv) + arg(A+ Bi)

Quanto a classificacdo das solu¢des autossimilares, todos os valores possiveis de A
e de B serao divididos em 4 casos onde a curva possui propriedades e comportamento

significativamente diferentes através do fluxo. Sao eles:
1. A#0e B> 0: Curvas que rotacionam ou rotacionam e expandem.
2. A#0e B <0: Curvas que rotacionam e contraem.

3. A=0e B <0: Curvas que contraem.
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4. A=0e B> 0: Curvas que expandem.

O caso A = B =0 produz apenas linhas retas e, portanto, é omitido. Nesse PIBIC estudamos o
primeiro caso (A # 0 e B > 0) que sera exposto na proxima secao. Antes disso, faremos uma
breve discussdo sobre pontos duplos, tépico com o qual fechamos a esta secao.

A pergunta sobre a qual refletiremos neste pardgrafo é simples: a curva X dada pelo
Teorema 13 pode ter pontos duplos? Note que um ponto duplo teria que ser transversal pela
unicidade do nosso sistema de EDOs. Agora, assuma X sendo uma curva com um ponto
duplo transversal. Entdao X possui um loop, isto é, uma restricdo de X que é uma curva
fechada, denotada por I'. Considere a curva parametrizada tal que a regido delimitada pelo
loop esta no lado esquerdo da curva, e seja a € (0,27) o angulo interno do loop no ponto
duplo. Se deixarmos a curva X se deformar através do Fluxo Redutor de Curvas, entdo a

derivada temporal no instante 0 da drea delimitada pelo loop é
—fkds:—(n+a)<0 (3.12)
r

Portanto, a drea delimitada por qualquer loop é sempre estritamente decrescente sob Fluxo
Redutor de Curvas. Isso significa que se uma curva se expande através do fluxo (corresponde
ao caso B > 0), entdo ela ndo pode ter quaisquer pontos duplos pois as dreas limitadas pelos

loops correspondentes estariam aumentando.

Figura 6—Curva com loops evoluindo pelo FRC

Fonte: Autoria propria.

3.2 Curvas que rotacionam ou rotacionam e expandem

No que segue vamos apresentar um estudo detalhado do comportamento das solucoes
autossimilares do Fluxo Redutor de Curvas correspondentes ao caso em que A#0e B >0,

mediante a descricdo dada pelo Lema (4). Lembramos que estamos assumindo C = 0 e
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que, neste caso, as curvas consideradas devem satisfazer (3.5). Ademais, estaremos a todo
momento usando as equivaléncias dadas pelo Lema (4) e pelo Lema (5).

O teorema abaixo resume o estudo desenvolvido ao longo desta secao.

Teorema 14. Para cada A # 0 e B > 0, temos a seguinte descri¢do das curvas que satisfazem
a Equacao (3.5): As curvas sdo propriamente mergulhadas, tém um ponto mais proximo da
origem e consistem em dois bragos que saem deste ponto e que se afastam estritamente da
origem ao infinito. Cada brago tem curvatura total infinita e espirala infinitas vezes ao redor da
origem. A curvatura vai para 0 ao longo de cada brago, e sua direcdo de crescimento limitante é
B + i A vezes a localizagdo.

As curvas formam uma familia unidimensional parametrizada pela distancia a origem,
que pode assumir qualquer valor em [0,00).

Se B =0, entdo, sob o FRC, as curvas giram para sempre com velocidade angular cons-
tante A.

Se B > 0, entdo, sob o FRC, as curvas giram e se expandem para sempre com fun¢do

angular %log(ZBt + 1) e fungdo escala V2Bt + 1.

Observacao 5. A grosso modo, uma curva propriamente mergulhada é uma curva continua
que ndo se auto intersecta e nem se acumula proximo a um conjunto néao unitdrio e limitado.
Essa definigdo intuitiva é suficiente para os propositos dessa segdo e ndo adentraremos na

definicdo formal.
Curvas desse tipo podem ser vistas na figura abaixo.
Figura 7—Curvas com parametros A=1,B=0e A=1,B =0, 25, respectivamente.
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Fonte: [13]

A prova do teorema serd consequéncia de uma série de lemas expostos a seguir. Refle-

tindo a curva se necessario, podemos supor A > 0.
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Lema 6. A fungdo x tem no mdximo uma raiz, é negativa antes dela e positiva depois dela.

Demonstragdo. Suponha que sy e s; sejam duas raizes de x, com sy < s1. Entdo x(sp) = x(s1) =0,
o que implica que x'(sg) = x'(s1) =0y + A= A> 0. Como a derivada é positiva em s; € s1, pela
propriedade da conservacao de sinal (Proposicao 4) sabemos que existem intervalos abertos
IpeI;,com sy € Iye sy € I;,onde x' é positiva e, consequentemente, x é crescente. Agora,
sejam sy € Iy e s3 € I1, tais que s2 > g e s3 < §1. Entdo x(s2) > 0 e x(s3) < 0. Como x € continua,
pelo Teorema do Valor Intermedidrio (Teorema 4) existe pelo menos um c € (s, s3) tal que
x(c) = 0. Tome o menor c tal que isso acontece. Dai, x é positiva em (s, ¢). De fato, se x fosse
negativa em algum ponto de (s, ¢), teriamos pelo TVI que existiria uma raiz nesse intervalo,
pois x é positiva em s, + € para € suficientemente pequeno, o que contradiz o fato de c ser a
menor raiz. Além disso, como ¢ é uma raiz, temos x’(c) = A > 0. Entdo, novamente, existe um
intervalo aberto I3 com c € I3, onde x é crescente. Assim, para todo s € (s, c) N I3, temos que
x(s) < x(c) = 0. Contradicao, ja que x deveria ser positiva em s. Logo x ndo pode ter mais de

uma raiz.
O

Lema 7. A funcdo x tem no mdximo dois extremos, um minimo abaixo de x = 0 e um mdximo

acimade x =0.

Demonstracdo. Se x'(s) = 0 entdo x"(s) = x'y + xy' = —x(s)(x?(s) + B). Como x(s) #0 e B=0,
temos que x e x” sempre tém sinais contrarios pela equac¢ao anterior. Entdo, se tivermos um
ponto critico com x(s) < 0, teremos um ponto de minimo, pois x”(s) > 0. Enquanto que se
x(s) > 0 para um ponto critico, teremos um ponto de maximo, pois x”(s) < 0. Assim, todo
extremo acima de x = 0 € maximo e todo extremo abaixo de x = 0 € minimo.

Precisamos mostrar agora que x nao pode ter mais que um minimo ou um maéximo.
Suponha que x tenha maximo local em s € s1, Sy < §1, ou seja, x'(sp) = x'(s1) =0, x(sp) >0e
x(s1) > 0. Pela propriedade da conservacao de sinal e pela definicao de maximo temos que
existe § tal que x > 0,x' <0em Iy = (sg,S0+0) e x>0,x'>0em I; = (s; — F, s1). Sejam s, € Iy e
s3 € I;. Como x' é continua, pelo TVI existe pelo menos um c € (s, s3) tal que x’(c) = 0. Tome
o menor c tal que isso acontece. Por um lado, x(c) ndo pode ser méximo, pois senao teriamos
outro ponto critico entre s; e c. Por outro lado, x(c) ndo pode ser de inflexao, pois nesse
caso teriamos x”(c) = 0, o que implicaria x(c) = 0, o que, como vimos na demonstracdo do

Lema (6), acarretaria em x'(c) # 0, o que é uma contradicao. Além disso, x(c) ndo pode ser
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minimo, pois teriamos x(c) < 0 pela primeira parte deste lema e pelo TVI teriamos ¢y € (s1, ¢)
e c1 € (c, $2) tais que x(cp) = x(c1) =0, 0 que contraria o lema anterior. Assim, x ndo possui
ponto critico em (s, s3), 0 que € uma contradicdo. Portanto, x ndo pode ter mais de um
maximo local.

Por um argumento andlogo podemos concluir que x ndo pode ter mais de um ponto de
minimo local. De fato, se x possuisse mais de um minimo, entado X, definida na Observacgao

(4), possuiria mais de um méximo, o que contrariaria o que acabamos de provar.
O

Antes de comecar o proximo lema, facamos algumas observacoes que serdo usadas na

sequéncia.

Observacao 6. Sejam x e y satisfazendo (3.8). Ndo existe um sy tal que para todo s = s
tenhamos x(s) > 0 e x'(s) > 0. De fato, suponha que isso aconteca. Entdo y'(s) < —(x(s))? <

—(x(s0))?, para s = sy. Dai, tomando k = (x(s0))?, temos y' < —k. Assim, para s = s
N N
y—y(so):f y’dssf —kds=—k(s—sg). (3.13)
S0 S0
Tomando ¢ = y(s9) e multiplicando a desigualdade acima por x > 0, concluimos que
yx < —k(s—sp)x+cx.
Agora, somando A em ambos os lados da desigualdade acima e usando o sistema (3.8), obtemos

x' < A—x[k(s—sp) —cl
< A—x(so)[k(s— ) —c]
= A—x(so) ks — k(sp) —cl
=A—x(sg)ks+ x(sg)k(sg) + x(sp)c

=Ds+E,

onde D = —x(so)k <0, E€ER e s = { +so. Note que f(s) = Ds+ E é uma fungdo afim decrescente
e f(s) =0 para todo s = —%. Assim, teremos x'(s) < 0 para todo s = max{s, % + Sp, —%}, 0 que

contraria a hipdtese. Portanto, para todo sy, existe sy > so tal que x(s1) < 0 ou x'(s1) < 0.

Observacao 7. Considere novamente x e y satisfazendo (3.8). De modo similar ao que foi feito

na Observacao (6), podemos mostrar que ndo existe um sy tal que para todo s < sy tenhamos



Capitulo 3. Solugbes Autossimilares do Fluxo Redutor de Curvas 47

x(s) > 0 e x'(s) < 0. Suponha que exista s satisfazendo a condicdo acima. Dessa vez temos

y'(s) < —(x(s0))?, para s < sy. Tomando k = (x(sy))?, temos y' < —k. Assim, para s < sy

So S0 s s
f y’dssf —kds:>f y’dszf —kds (3.14)
s s S0 So

0 que é igual a inequagdo (3.13), a menos da desigualdade utilizada. Logo ao desenvolvermos

(3.14) de maneira andloga, obtemos:
x'>Ds+E,

ondeD =—-x(s))k<0,EERes< % + s9. Como f(s) = Ds + E é estritamente decrescente, temos
f(s) =0 para todo s < —%. Assim, teremos x'(s) > 0 para todo s < min{so,% + So, —%}, o que

contraria a hipétese. Logo, para todo sy, existe s, < 8 tal que x(s3) <0 ou x'(s3) > 0.

Lema 8. A funcdo x é limitada. Além disso, se ela assumir valores positivos (resp., negativos),

entdo assumird um mdximo (resp., minimo) global

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que x € limitada superiormente para todo s € R.
Observe que se x(s) <0, Vs € R, xja élimitada superiormente por 0. Dessa forma, suponhamos
que exista sp € R, tal que x(sp) > 0. O argumento serd dividido em duas partes.

Mostremos que x restrita a [sy, +oo) tem um maximo global. Temos 3 possibilidades
para x'(sp). Se x'(sg) <0, entdo x'(s) < 0,Vs = sy. De fato, se tivéssemos x'(s3) > 0 para um
s3> sp teriamos um minimo em c € (sg, §3), 0 que contraria o Lema 7, se x(c) > 0, ou 0 Lema
6, se x(c) < 0. Assim, temos que x restrita a [sy, +oo) atinge méximo global em sy, nesse caso.
Ja se x'(sg) > 0, temos pela Observacdo 6 que existe s; > s tal que x'(s;) <0, uma vez que
x(s) >0,Vs = sp (caso contrdrio terifamos uma raiz com x positivo antes dela, o que contraria
o Lema 6). Se x'(s;) <0, teremos x'(s) < 0,Vs > s;, como ja foi mostrado. Assim, x restrita
ao intervalo [s1, +00) assume maximo global em s;. Como x restrita a [sg, s;] também possui
maximo global, em virtude do Teorema de Weierstrass, temos novamente que x restrita a
[$9, +00) tem méximo global. Finalmente, se x'(s;) = 0 (ou x'(sp) = 0), x terd um méximo em
s1 (ou sp) e esse maximo serd global para x restrita a [sg, +oo) pois x’ < 0 imediatamente apds
esse maximo e assim permanece.

Agora vamos mostrar que x restrita a (—oo, o] tem um méximo global. Da Observacao 7,
existe s; < sg tal que x(s2) <0 ou x'(s2) = 0. Caso ocorra x(s,) <0, temos que x(s) =0, Vs < sy,

pois do contrério terifamos duas raizes, o que contraia o Lema 6. Além disso, pelo Teorema
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de Weierstrass, x restrita a [s,, so] assume méaximo global. Assim, x restrita a (—oo, sp] assume
maximo global, que é atingido em [s, so]. Suponha agora que x(s,) > 0. Neste caso, x'(s;) = 0.
Se x'(sp) = 0, temos que s € um maximo, pelo Lema 7, e este sera maximo global de x restrita
a (—oo, o] pois, para s < s, se x(s) >0 temos x'(s)>0,e para s € (s, Sp] temos x'(s) < 0. Por
fim, suponha x'(sp) > 0. Se existir s < s, tal que x'(s) < 0, entdo x tem méaximo em (—oo, Sg]
e este serd global pelo argumento anterior. Consideremos o caso em que x'(s) >0, Vs < s.
Neste caso x(s) < x(s2), Vs < s». Entdo x restrita a (—oo, 9] tem maximo global também neste
caso. Assim provamos que se x assume um valor positivo, entdo necessariamente ela tem
um maximo global. Por um argumento andlogo podemos concluir que se x assume um valor
negativo, entdo ela tem um minimo global. De fato, se isso ndo ocorresse, entdo X, definida
na Observagdo 4, assumiria um valor positivo mas nao teria um méximo global, contrariando

0 que acabamos de provar. Portanto x serd limitada.

Lema9. lim;_..,, y = Foo

N

s —Bds, o que implica

Demonstragdo. Se B > 0, entdo y' < —B < 0. Dai, temos fs‘; yds <
que y(s) < —Bs+ k, onde k = Bsyp+ y(sp). Entao, lims_. 00 y($) < limg_.1oo—BSs+ k = —o0.
Assim, pelo critério de divergéncia temos lim_. ,, y(s) = —oo. Procedendo de maneira ana-
loga, obtemos lim;_._, y(s) > lim_._o, —Bs+ k = +oo €, pelo critério de divergéncia, temos
que lim;_._., y = +oo. Agora, olhemos para o caso B =0.J4 que y' = —x?> <0, y é decres-
cente. Suponha que lim,_., y seja finito, ou seja, que y é limitada a partir de um sy. Dai,
y" = —2x?y -2 Ax é limitada, pois tanto x quanto y sdo limitados, o que implica que ' é uni-
formemente continua. Assim, pelo lema de Barbalat (1), temos lim;_.,y' =0.Mas y' = —x2,
entdo lims_, x = 0. No entanto, x' = xy + A, entdo lims_.o, x' = A. Contradicao. Portanto,

limg_. 1 y = —00. Pela simetria da observagao 4, lim_._,, y = +oo. Com efeito, se isso nao

ocorresse, terfamos que lim;_. ., j # —00, 0 que é uma contradicao.

Lema 10. lim_..., 7 =00 er tem exatamente um extremo, que é um minimo global.

TP P

VA2+B2 ~ VA2+B%’
pelo lema 9. Assim, pelo critério de divergéncia,limg_..o, r = +00.

2
Demonstragdo. Temos que r = Logo lims_..10o7 = lims_ 1o \/ﬁ = 400,
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Agora mostremos que r possui minimo global. De fato, pelo limite anterior, temos
por definicao que VM > 0,3k > 0 tal que |s| > k implica r(s) > M. Tome M = r(sp) para
algum sy fixo. Dai, temos sg € [k, k], pois caso contrdrio teriamos r(sp) > r(sp) pela definicao
anterior. Como r é continua e [—k, k] é compacto, r([—k, k]) também vai ser compacto e
pelo teorema de Weierstrass terd um valor minimo global. Seja r(m) esse minimo. Entdo
r(m) < r(s) para todo s € [—k, k]. Em especial temos r(m) < r(sp) = M. Mas M < r(s) para
|s| > k. Logo, r(m) < r(s) para todo s € R. Portanto, a fun¢do r possui minimo global.

Por fim, temos que esse minimo serd tinico. Com efeito, note que %(rz) =217’ +2vW =
27. Em um ponto critico temos 7(s) = 0. Nesse caso, temos que ;—;(rz) =27'(s) = 2(BV?(s) +
1) > 0, ou seja, todo ponto critico de r é de minimo. Caso r tivesse 2 minimos, teriamos
um maximo entre eles pelo TVI, contrariando o que acabamos de mostrar. Portanto, r tem

exatamente um minimo, que é global.
O

Este lema implica que a curva X tem exatamente um ponto mais préximo da origem,
que ocorre no minimo global de r. A curva consiste em dois bragos saindo deste ponto, onde
cada braco estd indo estritamente de sua origem ao infinito, ja que r tende a +oo quando s
tende a +oo. Assim, cada brago é propriamente mergulhado, pois ndo se auto intersectam e
nem se acumulam préximo a um conjunto nao unitdrio e limitado. Como ja sabemos que
X nao possui pontos duplos (porque B > 0), temos que os dois bragos nao se intersectam e,

com isso, temos o seguinte resultado:
Coroléario 4. A curva X é propriamente mergulhada.
Nosso proximo objetivo é mostrar que a curvatura x vai para 0 ao longo de cada braco.

Lema 11. A fungdo x tem um minimo global negativo, um mdximo global positivo e nenhum

outro extremo além destes.

Demonstragdo. Se x < 0 para todo s, entdo existe sy tal que x’ = xy+ A > A > 0 para todo

s = o, pois teremos xy > 0 (pelo Lema 9). Dai, obtemos fsf] x'ds> fsf] Ads e isso implica que
x(s) = As+ k, onde k = x(sg) — Asg. Assim temos x(s) > 0 para todo s > max{sy, M}, 0
que contraria a hipdtese. Similarmente, x > 0 ndo vale para todo s. De fato, caso isso ocorresse
teriamos que existiria sp tal que x' = xy + A > 0 para todo s < sg (pelo lema 9) e entdo

J2x'ds > [ Ads. Dai, x(s) < As+k, e teriamos x(s) < 0 para todo s < min{sp, 2=},
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Contradigdo. Portanto, x assume tanto valores positivos quanto negativos e o argumento da
prova do Lema 8 mostra que x tem um minimo e um méximo globais. Pelo Lema 7, esses sdo

0s inicos extremos.

Lema12. lim; ..o,V = Foo

~ 0 X+i . ] i ~
Demonstragdo. Temos que v = (X, N) = <e’9A_—”3;, le’9>. Como e'? se trata de uma rotacao
(i tria) t _x+iy.D,t ’ tei .,.dx+iy . _
isometria) temos v = { 75,1 ). Dai, temos que v € a parte imaginaria de 57—z, ouseja, v =
Bx+Ay
A?2+B?

. . . Bx+A .
. Assim, temos que lim;_ ;oo v = lim;_. ;o WBZ' Pelos Lemas 8 e 9 temos lim;_. ;oo v <
k1+Ay _

Z7pz = —©00. Assim, pelo critério de comparagao temos que lim,_..o, v = —co. De

lim5—>+oo

Bx+Ay
—O0 A2.B2

ko +Ay
A?+B?

maneira analoga, temos que lim;_. > limg_._ = +00. Assim, pelo critério de

comparagao temos que lims_._o, v = +00.

Lema13. lim; .1, x=0

Demonstragdo. Pelo Lema 11, sabemos que lim;_. ., x é finito, pois x é decrescente e limitada
para s > s; e s < sz, onde s; e s, sd0 0 maximo e o minimo global respectivamente. Se o
limite de x quando s — +oondo é 0, entdo x > 6 > 0 para todo s > sy. Pelo Lema 12, podemos
escolher sj tal que v < —% para todo s > so. Masentdo 1/ = 1+ xv<1-— x% < —1 para todo
s=sp.Dal, 1< —-s+kelims_ T <lims_. o—5+ k. Logo lim;_.o, T = —00. Mas, x = At + Bv,
entdo isso implica que lim;_., x = —0o, uma contradicao. O outro caso segue pela simetria
da observacgao 4. Se lim;_._o, x = L # 0, teriamos limg_. .o, X = —L # 0, 0 que contraria o que

acabamos de provar. Portanto, lim;_,_, x = 0.
O

Agora podemos determinar o comportamento dos dois bracos longe da origem. Pri-

meiro vamos enunciar um resultado de limite basico.

T

Lemal4. a) lims ..oy

BN e+

B

. -
b) lim_.400 7 = i—\/m

v —A
r

—_— +—
T VA2+B?

c) limg_ 1o
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~ Bx+A 0 X+1i 1 i0 2
Demonstragdo. Lembremos que v = WBZ equet =(X,T)= <e’9A_—l.i;, e’9>. Como e'? 6 uma
. . X+i . p X+i . Ax—B
isometria temos T = <A_—l.£, 1>. Dai, 7 é a parte real de #, ou seja, T = AZTB%,' Com essas

informagaoes, calculemos os limites acima.

a)
, . Ax—-By A?+B?
lim — = lim .
s—+00 v s—+c0 A2+ B? Bx+ Ay
Ax—-B
= im 2X7PY
s—too Bx+ Ay
X _
_ om 2 TP_ B
s—érccny + A A
b)
Ax—By
1 T 1 (A2+BZ)
&Hgbi'_sjgka VGE;W
A2+B?
1 m Ax—By
= i
\/A2+BZS—’iOO /x2+y2
Ax
1 y(5—B)
= lim 4
[Q_FBZSﬁiuw | §§+1
- VAZ+B?
C)
(Bx+Ay)
v A%+ B2
lim — = lim ——
s—toor §—+too «/x2+y2
(m)
1 I Bx+ Ay
= im
‘/A2+Bz §—+00 /x2+y2
1 y-%%4—A
= lim
,/A2+BZS—»+oo| | ;—§+1
~VAZ+ B2

O

Pela equacao (3.11) e o lema anterior, temos imediatamente o seguinte corolédrio que

mostra a dire¢do de crescimento limitante dos bracos.

Corolério 5. lim,_ 4o, LL = +-B£id_
s—+o0 X /A2+Bz
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Demonstragdao. Temos que

T ret?
lim —= lim ———
s—too X s—+o0 319(-[ +1iv)
. r
= lim -
s—*00 T+ [V
T -V
. |
— hl;rl - — r : r
5_’—00?4-17 T—1V
T -V
_ r lr
T so oo ()2 4 (Y2
s—*oo ()% +(3)
. .V
= lim ——-i-
s—too 1 r
B+iA
=4+
VA2 + B2
O
Lema 15. limg_.. ¢ = +00
- , . - d . . . ¥
Demonstragao. Célculos simples nos dao que .~ = —%. Dai, temoslim;_ 4, —% =limg_i00—% =
+——4 '
Va2 B2 . . A 2
—% = —(—%) = %, se B # 0. Caso B =0, temos que limy_..oo—7 = hms_,ioo—A—%’ . % =
T Va2+B2
limg_400—y- lims_,ioo% = +00- 00 = +00. Portanto, o resultado segue do Lema 10. O

Os resultados acima mostram que cada braco espirala infinitamente vérios circulos
saindo da origem, pois ¢ tende a +oo em ambos o0s bracos, e que a direcao de crescimento
limitante é B+ i A vezes a localizacdo. Como ¢ = 0 +arg(t + iv) e arg(r + iv) tem limites finitos

quando s — oo, obtemos o seguinte coroldrio.

Coroldrio 6. lim;_...,0 = +oo Em outras palavras, f;;oo kds=+ocoe [ kds=—o0, entdo

cada brago tem curvatura total infinita.
Esse resultado conclui a prova do teorema 14.
U

Um estudo do comportamento das solucoes autossimilares do Fluxo Redutor de Curvas
correspondentes aos casos que as curvas rotacionam e contraem, apenas contraem ou apenas

expandem pode ser encontrado em [13].
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Consideracoes Finais

Nesse trabalho de conclusao de curso, foi realizado um estudo teérico do chamado Fluxo
Redutor de Curvas e de suas Solucgoes Autossimilares. A partir do estudo do FRC, concluimos
que ao deformarmos uma curva plana de Jordan na direcdao do seu vetor normal, por uma
quantidade proporcional a sua curvatura, ou seja, por meio da equagao 2.6, tal curva se
tornard e/ou se mantera convexa e encolhera até desaparecer em tempo finito, aproximando-
se cada vez mais de um circulo. Além disso, reparametrizando uma solucao de 2.1 de forma
que o seu comprimento ndo mude ao longo da deformacao, vimos que uma curva plana,
fechada e simples converge, em um sentido que pode ser precisado, para um circulo.

Pudemos concluir a importancia do estudo das chamadas Solucbes Autossimilares
no contexto do Fluxo Redutor de Curvas, visto que se prova, de uma forma geral, que o
fluxo converge para esse tipo de solu¢do. Uma compreensao profunda de tais solugdes nos
permite entender as possiveis singularidades formadas quando curvas ndo-simples evoluem
sob o fluxo. Além disso, demonstramos que o problema de encontrar todas as solucoes
autossimilares para o fluxo pode ser reduzido ao estudo de um sistema bidimensional ndo-
linear de EDOs, com parametros A e B, que determinam o comportamento das curvas e
permitem a classificacdo de todas as solu¢oes autossimilares.

Por fim, a partir do estudo da classe dessas solugdes correspondente aos parametros
A#0e B =0vimos que estas apenas rotacionam ou rotacionam e expandem sobre o fluxo. As
curvas sao propriamente mergulhadas, tém um ponto mais préximo da origem e consistem
de dois bragos que saem desse ponto e se afastam estritamente da origem ao infinito. Cada
braco tem curvatura total infinita e espirala infinitamente vérios circulos ao redor da origem.
A curvatura vai a zero ao longo de cada braco e sua dire¢do de crescimento limitante é B +i A
vezes a posicao.

Esperamos que este trabalho possa servir como leitura inicial para estudantes que
interessem pelo tépico em questdo. Além de ser uma alternativa em portugués para uma
parte do artigo [13], temos que as demonstracdes dos resultados estao mais detalhadas, o que
deve facilitar o entendimento do leitor. Desse modo, a pesquisa pode avancar para um estudo
e detalhamento das demonstracoes das outras classes de solu¢des autossimilares de [13] ndo

estudadas nesse trabalho.



(10]

(11]

(12]
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