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RESUMO

Este trabalho apresenta uma revisao bibliografica sobre Analise Combinatoria; que ¢ a area da
matematica que analisa estruturas e relagdes discretas. Seus métodos sdo aplicados no célculo
de probabilidades, em problemas de transporte, na programacao de horarios e planejamento
de producdo, nas areas de estatisticas ¢ da teoria da informagdo. Além de apresentar os
conceitos; também mostra o uso software Geogebra no auxilio de resolu¢do de problema, com
o intuito de facilitar apresentagdo visual e facilitar nas dificuldades na analise e interpretagao
do problema.

Palavra-Chave: Analise Combinatoria. Historia de Combinatoria. Geogebra.
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INTRODUCAO

Andlise Combinatéria ¢ a parte da Matematica que estuda métodos e técnicas que
permitem resolver problemas que envolvam a contagem. Muito utilizada nos estudos sobre
probabilidade, ela faz analise das possibilidades e das combinagdes possiveis entre um
conjunto de elementos.

Para Morgado (2006), ¢ a parte da matemadtica que analisa estruturas e relagdes
discretas, a qual aparece na maioria das vezes dois tipos de problemas. O primeiro seria
demonstrar a existéncia de um subconjunto de elementos de um conjunto finito dado e que
satisfazem certas restri¢cdes, tendo em vista o segundo problema seria contar ou classificar os
subconjuntos de um conjunto finito e que satisfazem condi¢des dadas.

Seus métodos sdo atualmente aplicados no calculo de probabilidades, em problemas de
transporte, na programacao de horarios e planejamento de produ¢do, nas areas de estatisticas e
da teoria da informagao.

Este trabalho tem o objetivo de mostrar os conceitos de Analise Combinatéria e usar o
software Geogebra para resolucdo de exemplos, uma maneira de visualizar a solugdo e usar
tecnologias para contribuir com o ensino de matematica.

Portanto, para atingir este objetivo, foi realizada uma revisdo bibliografica sobre
Analise Combinatéria, enfatizando os principais conceitos; apos este momento, utilizou-se
uma lista com cinco problemas, cada um apresentando os objetivos a serem atingidos. Tais
problemas foram resolvidos com o auxilio do Geogebra, alguns dos problemas escolhidos
fazem a relacao entre Geometria ¢ Combinatéria no intuito de facilitar a manipulagdo com o
software e assim foi possivel explorar as varias ferramentas oferecidas pelo Geogebra como:
Planilha, Calculo Simbdlico (CAS), além das construgdes de figuras e diagramas na janela de
visualizagdao, construidos por uma sequéncia de passos, que proporcionam um melhor
entendimento dos conceitos matematicos.

Dessa forma, este trabalho esta distribuido nos seguintes capitulos: capitulo 1 aborda
aspectos historicos da Analise Combinatdria; no capitulo 2 Conceitos e defini¢cdes de analise
combinatoria; no capitulo 3 Uso do Geogebra na andlise combinatoria; capitulo 4

Consideragdes Finais.
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1 ASPECTOS HISTORICOS

A Anélise Combinatdria ¢ a parte da Matemadtica que estuda métodos e técnicas que
permitem resolver problemas que envolvam a contagem. Muito utilizada nos estudos sobre
probabilidade, ela faz andlise das possibilidades e das combinagdes possiveis entre um
conjunto de elementos.

Os jogos de azar, sempre encantam o ser humano, pelo fato de ter a possibilidade de
ganhar mais dinheiro lancando sua sorte em dados, moedas, roletas, baralho entre outras
coisas. A parte elementar da Teoria da Probabilidade teria inicio nos jogos de azar, pois o
homem na maioria das vezes procura maneiras seguras de apostar em um jogo de azar, porém,
possuindo a probabilidade o seu favor, tendo em vista isso ndo ¢ de se espantar que muito
cedo problemas relativos a jogos de cartas e de dados tenham atraidos a atencdo de pessoas
com a mente mais especulativa, a fim de obter lucro por meios de tais jogos de azar.

A andlise combinatoria tomou forma a partir do século XVII, partindo do
francés Blaise Pascal e sendo complementada por Fermat, Leibliz e Wallis. Surgiu mediante a
necessidade de entender e calcular as probabilidades existentes nos chamados “jogos de azar”,
tais como lancamentos de dados, jogos de cartas e outros. Para isso, os matematicos
formalizaram principio, denominado principio multiplicativo ou principio fundamental da

contagem:
Se uma decis@o D pode ser tomada de m modos e, qualquer que seja
essa escolha, a decisdo Dpode ser tomada de » modos, entdo o
nimero de maneiras distintas de se tomar consecutivamente as
decisdes Die D¢ igual a
Em resumo, no principio fundamental da contagem, multiplica-se o nimero de opgdes
entre as escolhas que lhe sdo apresentadas.

Mas os problemas de contagem ja foram estudados em civilizagcdes antigas como

podemos mostrar nas se¢des a seguir.

1.1 O Problema de Contagem Egipcio

Em Fernadez (2021), mostra que, no Egito antigo os principios de contagem estavam
presentes na maneira de raciocinar dos aprendizes. Naquela época, os egipcios trabalhavam os
problemas do papiro de Rhind. O problema 79 ¢ apresentado do seguinte modo, conforme a

figura 1:
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Figura 1- Problema n°® 79 do Papiro de Rhind

Probleme N° 79.

7272 L
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P | 553510
9 45 57017
NN e <R E O 155 L1
nifnes 25 8.5, | Y
== it 22 T
woff &1 o
HI19299 133 . 1929 333 r :g\
N ooes HE[ D WESDD 33

MR
R Qe
r’z 222 o m,_ﬁﬂrl

¢ Un inventaire d’'une maisonnée (7).

1 2801 & maisons
2 5602 49 chats
4 11204 343 souris
Total 19607 2301 (sic) épeautre
16807 hekat
Total 19607 »

Fonte: Fernadez(2021)

H4 um casario com 7 casas, 7 gatos, 7 ratos, 7 espigas(de trigo ou malte), 7 sementes'.
Qual ¢ a soma de todas as coisas enumeradas?

O problema 79do papiro de Rhind nos remete as técnicas de contagem, assunto tratado
no estudo de analise combinatéria. O problema envolve conceitos, a principio, basicos, de

adicao e multiplicagdo - pilares do ensino de combinatoria.

1.2 Arranjos com repeticio na China Antiga

Em Biggs (1979), mostra um na literatura chinesa existe um livro de adivinhagao, por
volta de um milénio a.C., chamado I Ching, nele ha um sistema simbdlico de dois simbolos
apenas um traco cheio e outro segmentado. Os chineses criaram uma lista de outros simbolos

chamados de trigramas e desses oito trigramas obtiveram 64 hexagramas. Veja figura 2.

"Embora, a palavra seja hekat, que designa uma unidade de volume, muito superior, carece de sentido neste
contexto.
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Figura 2 - Os 64 hexagramas do I Ching, distribuidos de acordo com as possiveis combinagdes oriundas de
seus trigamas.

Trigrama — _-_— - — — — — o
: = gian | == zhén | == kan == gén == kon | == xdn == = dui
supenor — & = \r
i Ceu Trovio Agua Montanha Terra Vento Fogo Lago
inferiar |
=i = == = == == = == =
Ceu 1 34 5 2% 14 09 14 43
==zhen | S2 == == == == == == ==
Trovéo 25 51 3 97 9% 42 71 17
== kén — = = = == B = —
Agua 6 40 29 4 7 59 64 47
== gen = = = == == == = =
Montanha 33 62 39 52 15 53 56 31
=Skn | = = Z: = s =S = == ==
Terra 12 16 B 23 Vi 20 35 45
= xin — — == =B == —m— = —
Vento 44 32 48 18 46 57 50 28
Fogo 13 55 63 22 5 37 30 49
== —— == == == == == == ——
Lago 10 54 50 41 19 61 38 58

Fonte: Riemma(2015)

Cada trigrama ¢ composta por trés tracos possiveis tomados entre os dois tragos
iniciais, o primeiro traco pode ser escolhido de duas formas possiveis, o segundo também de
duas formas possiveis, assim como o terceiro trago.

Logo, pelo principio multiplicativo conclui-se a existéncia de oito trigramas ao todo.
Essa mesma logica esta presente na construcdo dos hexagramas de duas formas: os simbolos
formados por seis tracos escolhidos entre os dois tracos iniciais totalizando 2° 64
possibilidades, por outro lado cada hexagrama também pode ser construido pelo arranjo de
duas trigramas, entdo pelo principio multiplicativo nota-se que existem 8vezes 8 hexagramas
igual a 64hexagramas.

Nao ¢ possivel dizer que os chineses tenham utilizado o principio multiplicativo para
saber com antecedéncia quantas trigramas e hexagramas serdo possiveis construir, mas o fato
¢ que eles listaram todos os casos e de fato foi pela listagem dos casos que os problemas
combinatorios foram resolvidos inicialmente, mas sem uma formula matematica este método

tem alcance limitado. O problema chinés ¢ do tipo arranjo com repeti¢do. Temos n simbolos e
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queremos saber a quantidade de arranjos de R simbolos que podemos obter deles, em cada

posicao temos n escolhas possiveis entdo ao todo temos 7 elevado a R arranjos possiveis.

1.3 india Antiga: o problema dos sabores

De acordo com Biggs (1979),na India surgiu pela primeira vez onde se sabe um
problema de combinagdo de coisas distintas sem levar em conta a ordem que ¢ tomada um
problema de combinacdo simples, o problema pertence a um tratado do século VI a.C o
Tratado Médico de Sushruta pede-se o niimero total de combinagdes possiveis entre: doce,
acido,salino, pungente, adstringente e amargo, para confeccionar medicamentos. O tratado
fornece uma lista sistematica:

Tendo 6 sabores basicos; 15 sabores para combinacdes de dois sabores; 20 sabores
para combinagdes de trés sabores basicos; 15 sabores para combinac¢des de quatro sabores
basicos; 6 sabores para combinagdo de cinco sabores basicos; 1 sabor quando juntamos todos

os sabores. A figura 3 mostra exemplos de sabores.

Figura 3 — Exemplos de Sabores

Sra¥
5

Fonte: Shaiith(2016)

E provavel que naquela época tenha encontrado todas as possibilidades considerando o
caso a caso, mas o problema se torna bem mais facil com o principio multiplicativo, suponha
que queiramos avaliar o nimero de sabores possiveis considerando combinagdes de trés
sabores, o primeiro sabor pode ser escolhido de seis maneiras distintas, o segundo de cinco
maneiras diferentes e o terceiro de quatro maneiras diferentes. O resultado desse produto nao
¢ o valor correto porque estamos contando muitas vezes a mesma combinacao de sabores em
ordem diferente na verdade o nimero de vezes que contamos a mesma combinagao em ordem

diferente corresponde ao nimero de permutagdes possiveis dos trés sabores escolhidos.
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2 CONCEITOS E DEFINICOES DE ANALISE COMBINATORIA

Nesse capitulo vamos apresentar as definicdes de Analise Combinatéria, baseado em

MORGADO (2006) e DANTE (2020).

2.1 Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo

Definicdo: Se um experimento A apresenta n resultados distintos e um experimento B
apresenta k resultados distintos, entdo o experimento composto de A ¢ B, nessa ordem
apresenta n.k resultados distintos; ou seja, esse método consiste em multiplicar o nimero de

possibilidades de cada etapa da experiéncia.

Exemplo 1:Ruan tem 3 camisas, 5 calcas, 2 gravatas, 4 pares de sapatos e 1 paletd. De

quantas maneiras diferentes ele podera se vestir, usando uma pega de cada conjunto?

Resolucio:Seja ki= 3 camisas; ko = 5 calgas; k3 = 2 gravatas; k4 = 4 pares de sapatos e ks =
Ipaletd

Entdo, 1. 5. 3. 4. 5=3:5:2-4-1 =120 maneiras diferentes.

O principio fundamental de contagem permite-nos a contagem sem descri¢do das
possibilidades. Se o nimero de possibilidades for pequeno, podemos usar o diagrama de

arvore.

Exemplo 2:Numa competicdo entre 6alunos, os prémios foram distribuidos da seguinte
forma:1° colocado: um computador; 2° colocado: uma bicicleta e 3° colocado: um celular.
De quantas maneiras os seis alunos podem se classificar, de modo que trés recebam os

prémios?

Resolucio:Existem 12 maneiras diferentes para o aluno A obter o primeiro lugar. Portanto,
como ha 6 alunos, multiplicamos por 12: 6 x 12 = 72 maneiras diferentes. A figura 4 mostra o

diagrama de arvore do exemplo2.
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Figura 4 - Diagrama de arvore

1° lugar 2° lugar 3 lugar
__—C ABC
D ABD

T ——E ABE

B ACB
D ACD
————g ACE

B ADB

c ADC

. ——E ADE
B AEB

C AEC

T ———Dp AED

Fonte: Autor (2023)

2.2 Principio aditivo de contagem

Sendo A e B conjuntos finitos, o numero de elementos da unido de A e B ¢ dado por:
(u)l)= )+ (O)— C )

Onde n representa o nimero de elementos dos conjuntos.

Exemplo 3: O professor de portugués pediu para que os alunos de uma classe lessem pelo
menos uma das obras, Dom Casmuro ou O Alienista, de Machado de Assis para o ENEM.
ApoOs um certo tempo o professor verificou que:

e cada aluno havia lido pelo menos uma das obras

e 22 alunos leram Dom Casmuro

e 18 leram O Alienista

e 10 alunos, as duas obras.

Quantos alunos ha nessa turma?

Resoluc¢io:Sendo A: o conjunto dos alunos que leram Dom Casmuro, temos n(A)=22. E, seja
B: o conjunto dos alunos que leram O Alienista, temos n(B)=18. E ( ) € o conjunto dos
alunos que leram as duas obras, que ( ) =10.

Portanto,
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(U)l)= )+ ()= )
(U)=22+18-10
( U ) =30alunos

2.3 Fatorial

Defini¢ao:O valor obtido com P, ¢ chamado fatorial do numero natural z e indicado
por n! (1é-se “fatorial de n” ou “n fatorial”).

Assim, temos !'= -( —=1)-( —2)-..-3:2-1, =>1.

Exemplo 4:De quantas maneiras podemos organizar / alunos em uma fila?
Resolucio: Seja

1°2°3°.7°

7°6°5°..1°

O numero de possibilidades ¢ igual ao produto de todos os nimeros naturais de 7 até 1,
isto é:
7N=7-6-5-4-3-2-1=5.040
2.4 Permutacgoes
Definicdo: O Arranjo de n elementos, tomando # a n, isto é, quando k = n, ¢ chamado

de Permutacdo de n elementos. A permutacdo trata-se, pois de uma ordenacdo de n objetos.

Denota-se por o nimero de permutagdo de n elementos. Como 0! = 1, temos:

Portanto,
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= |
Exemplo 5: (FUVEST-SP) Em um programa de radio transmitido diariamente, uma emissora
toca sempre as mesmas 10 musicas, mas nunca na mesma ordem. Para esgotar todas as

possiveis sequéncias dessas musicas, serao necessarios, quanto tempo:

Resoluc¢io:O ntimero de dias necessarios para esgotar todas as possiveis sequéncias ¢: 10! =

3.628.800 dias — 10.000 anos.

Portanto 10! - 10.000 anos, ou seja, aproximadamente 100 séculos.

2.4.1 Permutacio com Repeticio

Defini¢cdo:A permutagdo de n elementos, dos quais um elemento ¢é repetido R; vezes,

outro elemento € repetido R vezes, e assim por diante, ¢ dada por:

Exemplo 6: Vamos determinar o nimero de anagramas da palavia MATE M A TI CA.

Resolucio:Notamos que, na palavra MATEMATICA, temos a letra M que repete 2 vezes, a
letra A que repete 3 vezes, ¢ a letra T que repete 2 vezes, num total de 10 letras.

Portanto, usando a féormula de permutacdo com repeti¢do temos:

222 100 10987.6543!

10" =321 3iaar o o200

Logo, o nimero total de anagramas da palavia MATEMATICA ¢ 151.200.

2.4.2 Permutacio Circular
Definicdo: Chama-se Permutacdo Circular de n objetos distintos quaisquer

disposicdo desses n objetos em torno de um circulo, colocados em lugares igualmente

espacados. Portanto, o nimero de permutagao circular de » objetos distintos ¢ dada por:

=( —1)!
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Exemplo 7: Determine 4

Resolucio:Considere a tarefa de colocar 1 num circulo abaixo:

Lembrando, que ndo ¢ relevante o lugar que a pessoa (ou o objeto) ocupa no circulo,
mas sim sua posicao relativa, ou seja, sua posi¢ao em relagdo aos demais elementos no circulo.
Nesse caso, como ; ¢ Unico, s6 ha uma possibilidade de colocé-lo no circulo. Em qualquer
lugar que o coloquemos, ele ¢ o tnico elemento no circulo. Observe que todas as permutagdes,

na figura 5 coincidem por rotagao.

Figura 5 - Permutacdo Circular A

Fonte:Autor (2023)

Escrevemos (1) para representar esta permutacao. E temos que,

1:1.

Exemplo 9:De quantos modos 10 pessoas podem sentar-se em torno de uma mesa circular?

Resolugao:Considerando que A, B, C, D, E, F, G, H, I e J representam as 10 pessoas,

podemos montar como mostra a figura 6.

Figura 6-Permutagdo Circular B

Fonte:Autor(2023)

Notamos que, se todas as pessoas se deslocarem uma posi¢do no sentido horario, por
exemplo, a configuracdo continua a mesma. Entdo, devemos fixar uma das pessoas, por

exemplo A, e efetuar a permutagdo das outras 9 pessoas.
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( )1o=(10-1)!=9!=362.880

Portanto, as 10 pessoas podem sentar-se a mesa de 362.880 maneiras diferentes.

2.5 Arranjo Simples

Defini¢iio: Arranjo simples de nelementos tomados p a p( < )sdo os agrupamentos
ordenados que ¢ possivel formar com pdos n elementos distintos dados.
Indica-se por
O total desses agrupamentos, que calculamos assim:
= mD( =2 (= +1)
Ou

( =)

Exemplo 10: Quantos nimeros de 2 algarismos distintos podemos escrever com os

algarismos 1, 2, 3,4,5,6,7,8¢9?

Resolucio:Procuramos agrupamentos de 2 elementos em que a ordem ¢ importante; por
exemplo:12 = 21.

Temos 9 elementos que devem ser arranjados 2 a 2. Assim, temos de calcular:
9 _9!_9-8-7!_72
2T -2 7T T T
Portanto, existem 72 numeros de 2 algarismos distintos que podem ser inscritos com os

algarismos de 1 a 9.

Exemplo 11:Quantas palavras (que pertencem a lingua portuguesa ou nao) de 4 letras

distintas podemos formar com as letras da palavra CONTAGEM?

Resolucio:Aplicando a formula para o calculo da quantidade de arranjos, temos:
8! 8!
=—-—=—=1680
AN C R TRT

Portanto, teremos 1680 palavras.
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Exemplo 12: Quantas dessas palavras comegam com E?

Resolucio:Fixando £ como 1? letra, temos de arranjar as 3 restantes das 7 que sobraram.

Assim, temos:

7! 7!
= =—_—=21
3T =3 4 0

Logo, sdo 210 palavras.

2.6 Combinacao Simples

Defini¢do:Denomina-se combinagdo simples todo subconjunto formado por p dos n
elementos de um conjunto. Difere do arranjo porque, aqui, a ordem ndo ¢ importante.
Para determinarmos a combinagao simples de n elementos tomados p a p, utilizamos a

férmula:

n!

C?l — e na
P pl(n — p)!

Exemplo 13:Quantas sdo as opgdes que temos de formar uma comissdao de 5 membros,

escolhidos dentre 8 pessoas?

Resolugao:Trata-se de uma escolha, ndo ordenada, de 5 elementos distintos de um conjunto
contendo 8 elementos. Logo, uma combinagao simples de classe 5, de 8 objetos, cujo total ¢

dado por;
8 8!
85 7 51(8—5)! 531

56

Logo, temos 56 opcdes de formar uma comissao.

Exemplo 14:De quantos modos diferentes um técnico pode escalar um time de basquete

tendo a disposicao 12 atletas que jogam em qualquer posi¢ao?
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Resolug¢ao: Procuramos o numero total de subconjuntos (ou combinag¢des) com 5 elementos
tirados de um conjunto de 12 elementos. A ordem ndo importa; cada subconjunto difere um do

outro apenas pela natureza dos elementos.

12! 12!

= = =792
125 7 51(12-5)! " 57! 9

Portanto, ¢ possivel escalar o time de basquete de 792 modos diferentes.
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3 USO DE GEOGEBRA NA ANALISE COMBINATORIA
3.1 Geogebra

O software Geogebra ¢ um aplicativo de matematica dindmico e livre, e pode ser
baixado gratuitamente. Disponivel em i0S, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux. E
uma ferramenta util em sala de aula para ensinar de maneira mais simples os assuntos
diversos, pois reune também planilhas, graficos, estatistica e cdlculo. Pode ser instalado
acessando o Play Store ou o site oficial www.geogebra.org.

Por ser um software de acessivel e gratuito, se torna um forte aliado para o
desenvolvimento das aulas, pois como ja foi dito, ele abrange dois ramos da Matematica,
Geometria ¢ a Algebra que acompanham Educagdo Bésica, isto é, alunos do Ensino
Fundamental Menor até o Ensino Médio. Tornando a Matematica mais tangivel, os alunos
podem manusear investigar, tocar ¢ experimentar o aplicativo, como consequéncia, deixar
mais acessivel e prazeroso o aprendizado.

Por causa dessa facilidade de acesso e manipulagdo, optou-se a sua utilizacdo para

mostrar a solu¢do de problemas de anélise combinatéria. A figura 7mostraa tela inicial.

Figura 7 — Tela inicial do GeoGebra
7 GeoGebra Classic 5 = X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

-A._ / :’ :" @ @ "f' X =z ‘%’

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo *

Entrada:

& o o E %27
2" O Pesquisar ‘:B‘e =i o G (’ = m £l < » Previsio de ventania A 4O € D T %_‘.

Fonte:Autor(2023)
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3.2 Uso do Geogebra em Problemas de Analise Combinatoria

A seguir serdo apresentados problemas de Analise Combinatoria com a resolucao

utilizando o Geogebra.

3.2.1 PROBLEMA 1:No campeonato Primaverense de volei de praia masculino, quatro
duplas (D1, D2, D3, D4) foram para a semifinal. De quantas maneiras diferentes poderiam

ocorrer as duas primeiras colocagdes (campeado e vice-campeao)?

Objetivos:
*Examinar o diagrama e identificar o Principio Multiplicativo como estratégia de
solucdo, na resolugdo do problema.

*Construir a arvore de possibilidades usando o Geogebra.

Construcao do diagrama de arvore:

1. Na primeira janela, selecione ARQUIVO e depois, NOVA JANELA.

2. Desmarcar a opcao EIXOS na janela de visualizacdo, com o botdo direito do mouse.
3. Agrupando formaremos trés colunas, incluindo na primeira, na segunda e na terceira

coluna, os respectivos textos:CAMPEAQO, VICE-CAMPEAO e RESULTADOS. Ativando a

ferramenta INSERIR TEXTO " (janela 10) e clicando em um lugar da janela de
visualizacdo, onde se deseja que os textos acima surjam.

4. Antes da primeira coluna(CAMPEAO), criar um ponto. Selecione NOVO

A
PONTO °* (janela 2) e clicando na janela de visualizagdo no lugar onde seja escolhido que
os ramos da arvore de possibilidades comece, 0 GeoGebra nomeara de ponto A.

5. Fazer quatro pontos na primeira coluna (CAMPEAO), visto que existem quatro

A
°

duplas competindo o primeiro lugar. Selecionando NOVO PONTO (janela 2), clicando
em quatro lugares diferentes em sequéncia, o soffware nomeard os proximos quatro pontos

como: B, C,De¢E.
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6. Construir as ramificacdes do ponto A para os quatro pontos da primeira coluna

(CAMPEAO), criando os segmentos AB, AC, AD e AE. Selecionando a ferramenta

A .
SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e clique, por exemplo:
primeiro no ponto A e depois no ponto B, para fazer o segmento AB, repetindo o processo
para formar os outros segmentos. Ao fazer esses seguimentos de um ponto ao outro ird surgir

um nome desse segmento, para tira-lo basta selecionar o segmento e com o botdo direito do

. A
mouse clique em EXIBIR ROTULO
7. De acordo com o problema, escrever: DI, proximo ao ponto B, D2 préximo ao

ponto C, D3, préximo ao ponto D e D4, préximo ao ponto E. Ativando a ferramenta INSERIR

TEXTO (janelalO) e clicar na janela de visualizacdo, onde se deseje que os textos acima
ocorram.

8. Na segunda coluna criar mais doze pontos, pois de cada ponto da primeira coluna,

temos trés possibilidades. Selecione NOVO PONTO — (janela 2) e clique em doze lugares
distintos em sequéncia na segunda coluna, o GeoGebra nomeara os seguintes pontos: F, G, H,
LIJ,K,L,M,N,O,PeQ.

9. Para fazer as ramificagdes da arvore de possibilidades, criar os segmentos que
partira da primeira coluna (CAMPEAO) para a segunda coluna (VICE-CAMPEAO).
Formando os segmentos: BF, BG, BH, CI, CJ, CK, DL, DM, DN, EO, EP ¢ EQ, selecionar a

ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS i (janela 3) e clicando, por
exemplo: primeiro no ponto B e depois no ponto F, para fazer o segmento BF, novamente
repetir o processo para formar os outros segmentos.
10. De acordo com o problema, escrever:

* D2, perto ao ponto F,

* D3, perto ao ponto G,

* D4, perto ao ponto H,

* DI, perto ao ponto I,

* D3, perto ao ponto J,

* D4, perto ao ponto K,

* DI, perto ao ponto L,

* D2, perto ao ponto M,

* D4, perto ao ponto N,
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» DI, perto ao ponto O,
* D2, perto ao ponto P,
* D3, perto ao ponto Q.

Selecionar a ferramenta INSERIR TEXTO (janelal0) e clique na janela de

visualizacdo, onde se deseja que os textos acima surjam.

[
(Janela 11) e clique sobre

11. Ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO
cada ponto e, seguidamente, apertando a tecla ESC. Cada ponto vai desaparecer como
resultado esperado.

12. Pelo diagrama gerado, escrever na terceira coluna, os possiveis resultados do
problema.

13. Na opcdo PROPRIEDADES, clicando com o botdo direito do mouse, pode-se
modificar a cor e o tamanho da fonte.

14. Finalizando com o botdo direito do mouse na janela de visualiza¢do e desmarcando
a opcao MALHA.

A figura 8, mostra o diagrama gerado do problema 1.

Figura 8— Diagrama de arvore
{7 GeoGebra Classic 5 (2) —~ X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Al OIONlN =2 )

CAMPEAO VICE-CAMPEAO RESULTADOS

D2
5 D1D2
D3 D1D3
D4 D1D4
D1 D2D1
D2
D3 D2D3
D4 D2D4 K
D1 D3D1
D3
D2 D3D2
D4 D3D4
D1 D4D1
D4 D2 D4aD2
D3 D4D3
Entrada:
iR O Pesquisar .= H @ 8 6 2 O a @ 27°C Parc.nublado A 18 @ B 13/2;;27023 L
Fonte:Autor (2023)

A construcdo do diagrama de arvore no Geogebra para a resolugdo deste problema

possibilita através da visualizacdo, a representacdo de todos os agrupamentos possiveis.
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O diagrama torna possivel uma melhor organizacdo, ordenando o problema,
facilitando o processo de contagem e assim, identificando o uso do Principio Fundamental da
Contagem, visto que para a primeira colocacdo, temos quatro possibilidades, e para a segunda
colocagao, temos trés possibilidades. Contudo temos 4.3 = 12 maneiras diferentes para as
duas primeiras colocacdes (campedo e vice-campedo), como apresentado no diagrama de

arvore construido no Geogebra.

3.2.2 PROBLEMA 2: Sobre uma circunferéncia tomam-se 5 pontos distintos. Quantos

triangulos se podem obter com vértices nos pontos dados?

Objetivos:

*Comprovar a natureza do problema de contagem.

*Reunir com o auxilio do Geogebra, todos os tridngulos.

*Expandir o conceito de combinacdo simples por meio dos desenhos construidos no

software.

Construcao no Geogebra:

1. Selecione a ferramenta CIRCULO DEFINIDO PELO CENTRO E UM DE SEUS

PONTOS (Janela 6) depois em seguida de um clique em dois pontos distintos da janela
de visualizagdo para criar uma circunferéncia c.O centro serd o ponto A e ela passara pelo

ponto B.

®
2. Na ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO (Janela 11). Oculte o ponto A,

clicando sobre ele e apertando a tecla ESC logo em seguida.

A
3. Clique na ferramenta NOVO PONTO * (Janela 2), com o cursor do mouse

clique sobre a circunferéncia para que ela fique em destaque gerando desse modo um ponto C.
4. Continue a repetir o processo 3 para criar mais trés pontos: D, E e F.
5. Selecionara op¢do “Renomear”, com o botdo direito do mouse para dar um novo

nome aos pontos. (Exemplo, alterando ponto B por ponto A, e assim por diante).
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6. Construiremos um triangulo em cada circunferéncia. Com a ferramenta

D

|
POLIGONO *~ (janela 5) e clicando em trés pontos distintos que (serdo os vértices do
triangulo) em destaque na circunferéncia, clicando novamente no primeiro ponto.

7. Refazer os passos acima, quantas vezes for preciso até que ndo existam tridngulos

iguais.
Na figura 9 mostra os 10 tridngulos construidos.

Figura 9 — Triangulos registrados na Circunferéncia

2 exemplo 2 geogebra.ggh
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[R AL~ B OO LN 2]l )

A Pog

Entrada

Fonte: Autor (2023)

Para entender como surgiu o problema de contagem, pense na seguinte linha de
pensamento:

Pode se observar que os pontos ndo estao alinhados, visto que na constru¢ao de um
triangulo a escolha de trés pontos dados (vértices),a ordem da escolha dos vértices ndo ird
importar devido o triangulo ABC, é o mesmo triangulo BCA, portanto, se trata de uma
combinagdo simples de cinco elementos, tomados trés a trés, temos:

5! 5 5430 20
Cssz = — :—:10
ATEE -5 8l 33 2

Como demonstrado na ilustra¢do realizada com o uso do Geogebra. Espera-se que a
solugdo do problema por meio do software estimule a curiosidade e a motivagdo necessaria

para uma melhora na aprendizagem do aluno.



28

No momento da aula, analisando a mesma construgdo podemos fazer ainda as
seguintes perguntas: Quantos quadrilateros podem formar? Quantos pentdgonos?

E até pode acrescentar um niimero maior de pontos sobre a circunferéncia.

3.2.3 PROBLEMA 3:Quantos ¢ quais sdo os numeros de 3 algarismos(sem repeti-los num

mesmo nimero) podemos formar com os algarismos 3, 6, 7?

Objetivos:

*Reconhecer a natureza do problema de contagem.

*Criar no Geogebra uma planilha de forma organizada a formagdo dos numeros
solicitados.

*Aumentar o conceito de permutagao.

Construcao de planilha:

1. Para criar uma planilha, clique no menu Exibir e selecione a op¢ao Planilha.

2. Digitar nas células: A1-Algarismo das Centenas, B1 — Algarismo das Dezenas, C1 —
Algarismo das Unidades.

3. Para destacar as células Al, Bl e Clselecionem e em seguida clique na op¢ao
N(Negrito) na barra de icone da planilha para destacar.

4. Com o cursor selecionar nas linhas e nas colunas a serem preenchidas e clicando na
opgao espessura na barra de icone da planilha, assim ficara com bordas.

5. Coloque os valores nas células de acordo com o enunciado do problema.

Agora com a planilha preenchida corretamente se tem a resposta para o problema 3,

quantos e quais sdo os niimeros solicitados, conforme figura 10.
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FiguralO — Planilha preenchida
7 Atividade 3.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

R L 02 X
A LETEE ==
A B 5 D
ALGARISMO DAS CENTENAS ALGARISMO DAS DEZENAS ALGARISMO DAS UNIDADES NUMERO FORMADO

3 T 367
376
637
673
736

763

~N |~ |o|o|w
o |w|~|w ==
w e |w|~|a

6 NOMEROS FORMADOS

—D“m|mwmm-ﬁum—\

Fonte: Autor(2023)

A planilha ¢ um recurso que facilita de maneira organizada as informacgdes, oferecendo
neste caso o Raciocinio Combinatorio, devido ao preencher a planilha, o aluno executa o
problema de forma organizada, observando que a ordem dos algarismos importa, visto que
todos os numeros diferenciam entre si pela ordem de seus algarismos. Trazemos entdo um
caso de permutacgao simples de trés elementos:
Pa=31=321=6
Dessa forma, podemos formar 6 nimeros, sdo eles: 367, 376, 637, 673, 736 ¢ 763,

conforme visualizamos na planilha acima.

3.2.4 PROBLEMA 4:Em uma escola, hd um total de 20 professores que irdo participar de um

conselho para a escolha de diretor, vice-diretor e coordenador, calcule:

a) O niimero de maneiras para a escolha do diretor,vice-diretor e coordenador.
b) A quantidade de maneiras de se montar uma equipe com 4 professores para a realiza¢ao de

uma determinada tarefa.

Objetivos:
*Reconhecera natureza do problema de contagem em cada item.
*Aplicagdo de formulas de arranjo e combinagdo, usando a ferramenta Calculo

Simbolico (CAS) no software Geogebra.
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Construcao de formulas.

1. Selecionara opgao “Calculo Simbolico” clicando no menu Exibir.Em seguida uma
janela de calculo simbolico ird surgir. No campo de entrada digite o seguinte comando:
nPr(20,3) dando enter. O valor do céalculo do arranjo de 20 elementos, tomados 3 a 3 sera
exibido no Geogebra.

2. No campo de entrada digitar o comando: nCr(20,4) e dando enter. O valor do
calculo da combinacdo simples de 20 elementos, tomados 4 a 4 serd exibido no GeoGebra,

conforme a figura 11.

Figura 11- Comandos de combinatdria
7 Bxemplo 4.9gb
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

¥

» Janela de Algebra X | » Calculo Simbdlico (CAS) b
&= 6840 ’ nPr(20,3)
b=4845
-+ 6840

2 ncr(20.4)

-~ 4845

Fonte:Autor (2023)

Nos problemas envolvendo contagem na maioria dos casos estamos interessados nao
na lista de agrupamentos, mas na quantidade. O Geogebra possui a ferramenta “Calculo
Simbolico”, possibilitando calcular expressoes, fatorial, permutagdo ¢ combinagao.

No item (a) do problema, dentre os 20 professores, devemos escolher 3 professores. A
ordem em que os professores serdo escolhidos ¢ importante, devido a funcao que cada
professor exercera ¢ diferente (um diretor, um vice-diretor ¢ um coordenador). Dessa forma,

se trata de arranjo simples de 20 elementos tomados 3 a 3.

200 20! 20.19.18.17!

T =T — 6840
(20 -3y 17! 17!

AZUa3 =



31

Utilizamos o comando permutacio no software Geogebra, pois toda permutagdo ¢ um

arranjo, onde n=p. Somente alteramos os valores de n e p.

No item(b), precisa — se escolher 4 dentre os 20 professores, s6 que agora a ordem das
escolhas ndo tem importancia para determinar a equipe escolhida. Por isso, se trata de uma

combinagdo simples de 20 elementos tomados, 4 a 4.

20! 20! 20.19.18.17.16!

= - = 4845
4.(20—4)! — 4L.16! A116! ?

020,4 —

3.2.5 PROBLEMA 5:De quantas formas distintas 4 clientes em um restaurante podem se

sentar em torno de uma mesa redonda?

Objetivos:
*Reconhecer a natureza do problema de contagem.

*Construir no Geogebra conforme enunciado do problema.

Construcio:
1. Na primeira janela, selecionar ARQUIVO e depois, NOVA JANELA.
2. Desmarcar a op¢ao EIXOS na janela de visualiza¢do, dando um clique com o botao

direito do mouse.

3. Clicando no icone © (Janela 6) Selecione a ferramenta CIRCULO DEFINIDO
PELO CENTRO E UM DE SEUS PONTOS, em seguida de um clique em dois pontos
distintos da janela de visualizac¢do para criar uma circunferéncia c.

O centro serd o ponto A e ele tende a passar pelo ponto B.

®
4. Na ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO (Janela 11). Oculte o ponto A,

clicando sobre ele e apertando a tecla ESC em seguida.

A
5. Clique na ferramenta NOVO PONTO * (Janela 2), posicione o cursor sobre a

circunferéncia, clicando em trés pontos distintos, criando assim, os pontos C, D ¢ E.
6. Em cada um dos pontos clique sobre eles e com o botdo direito do mouse, selecione

EXIBIR ROTULOS, para ocultar os rétulos.
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7. Caso queira colocar cores nos pontos,clique sobre cada ponto e use o botdo direito
do mouse, selecionando PROPRIEDADE, afim de escolher a cor, aumentar o tamanho do

ponto. Portanto, cada ponto representara um cliente em torno da mesa.

8. Selecionando a ferramenta INSERIR TEXTO " (janela 10) e clicando em um
lugar da janela de visualizagcdo, onde se deseja que o enunciado da questdo apareca. Digite na
opcao editar que ird surgir.

9. Clique com o botao direito do mouse na janela de visualizagdo e desmarque a opcao
MALHA.

A seguir, a figura 12todas as distribuigdes possiveis.

Figura 12— Permutagéo Circular

7 Exemplo 5.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

De quantas formas distintas 4 clientes em um restaurante
podem se sentar em torno de uma mesa redonda?

Entrada:

Fonte: Autor (2023)

Na construcdo, cada ponto estd representando um cliente sentado ao redor da mesa, as cores
diferentes nos pontos sao para diferenciar os clientes, oferecendo uma melhor visualizagao.

Se todos os clientes se deslocarem uma posi¢do no sentido horario, por exemplo, a
organizacdo ao redor da mesa continuard a mesma. Portanto, temos que fixar um dos clientes,
nesse caso o ponto VERMELHO e efetuar a permutag@o dos outros 3 clientes.

Fazendo o calculo a permutagao circular das 4 pessoas:
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(PC),=(4-1)!1=31=6

Gerando dessa forma 6 maneiras distintas de organizar os quatro clientes em torno de

uma mesa redonda.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, mostra que ¢ possivel resolver problemas de Analise Combinatoria
com a utilizagdo do software Geogebra. Para isso, exemplificamos com alguns problemas
resolvidos com auxilio do aplicativo e como sao realizadas as construgoes.

O Geogebra, como ferramenta no auxilio na resolugdo de problemas de contagem,
constrdi um aspecto muito importante dentro da andlise combinatdria: o raciocinio construtivo.
Pois, ao se fazer conjectura para um problema, infere-se sobre o caminho e técnica a serem
usados para se chegar ao resultado correto. Para isso, o Geogebra dispde de um aspecto
importante que ¢ a sua dinamicidade, permitindo analisar um problema de varias maneiras. O
que torna um aplicativo de destaque entre as tecnologias usadas por professores em varios
paises do mundo.

Outras maneiras também podem trabalhar com a Analise Combinatoria, como jogos e
o uso também do Excel. Sdo maneiras que auxilia o professor no ensino e na aprendizagem do
aluno. Espera-se que neste trabalho possa contribuir para a discussdo e aperfeigoamento do
ensino/aprendizado da Anélise Combinatdria e todo o raciocinio envolvido neste importante

Pprocesso.
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