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Resumo

Este trabalho visa apresentar a resolucao de uma equagao diferencial parcial através de
um método numérico, como alternativa para a obtencao de solugoes, haja vista que a
maioria das equagdes diferenciais parciais sao bastante complexas, o que torna invidvel
a solugao, ou por nao existem solugdes analiticas para a equagao diferencial estudada.
Com base no problema, vamos aplicar o Método de Diferengas Finitas na Equacao de
Laplace, para mostrar como se da a solucao desta equacao diferencial por este método
numérico, o faremos através da analise de estudos anteriores e simulagoes em computador.
Observou-se que, embora haja um custo computacional elevado, quando se trata de usar
malhas finas, o método de diferencas finitas ¢ uma boa opgao para a resolucao de equacoes
diferenciais parciais.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais. Método de Diferencas Finitas. Equacao
de Laplace.



Abstract

This work aims to present the resolution of a partial differential equation through a nu-
merical method, as an alternative to obtain solutions, given that most of the partial
differential equations are quite complex, which makes the solution impracticable, or be-
cause there are no analytical solutions for the studied differential equation. Based on the
problem, we will apply the Finite Difference Method to the Laplace Equation, to show
how this differential equation is solved by this numerical method, we will do it through
the analysis of previous studies and computer simulations. It was observed that, although
there is a high computational cost, when it comes to using fine meshes, the finite difference
method is a good option for solving partial differential equations.

Keywords: Partial Differential Equations. Finite Difference Method. Laplace equation.
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Introducao

As equacoes diferenciais parciais (EDP) sao de grande importancia, pois através
dessas expressoes podemos analisar o comportamento futuro de fendmenos em varios
campos da Fisica, com base na variacao dos valores presentes. No entanto, a solucao de
uma equacao diferencial parcial pode ser complexa, o que torna dificil ou mesmo impossivel

obter as solugoes exatas pelos métodos analiticos existentes (MELO, 2011).
Para Bassanezi & Ferreira Jr (1988):

A origem, os objetivos e os métodos matematicos das equagoes diferenci-
ais parciais estao ligadas tradicionalmente de maneira indissoluvel (mais
harmoniosa!) a problemas da Fisica Matematica e seu estudo nao pode
deixar de enfatizar e tirar o devido proveito desse fato. Nao é necessario,
todavia, recorrer as teorias fisicas muito sofisticadas e exdtica para obter-
mos os exemplos mais representativos das equacoes diferenciais parciais

(p.469).

Embora os métodos numéricos tenham surgido antes da criacao do computador,
o avanco computacional e as tecnologias hoje existentes, tornam mais faceis a obtencao
de solugoes para as equagoes diferenciais através dos métodos numéricos, que podem ser
implementados no computador.

Nesse contexto o presente trabalho tem como objetivo apresentar a resolugao de
uma equacao diferencial parcial através de um método numérico, como uma das alterna-
tivas para a obtencao de solugao para o problema, haja vista que a maioria das equagoes
diferenciais parciais sao bastante complexas, o que em muitos casos, tornam invidveis as
solugoes analiticas para as equacoes diferenciais em aprego. Para tanto, o estudo ancora-se
em trabalhos anteriores sobre o tema, e as simulagdes numéricas foram feitas no software
livre Scilab.

A estrutura do trabalho foi composta de trés capitulos. O primeiro capitulo apre-
senta a definicdo e algumas classificagdes de equagoes diferenciais parciais. O segundo
capitulo apresenta métodos numéricos para resolucao de equacoes diferenciais parciais,
abordaremos algumas particularidades dos métodos numéricos, como a defini¢do do erro,
consisténcia, estabilidade e convergéncia, que sao importantes no estudo de métodos nu-
méricos. No terceiro capitulo, traremos uma aplicagao acerca da abordagem numéria sobre
as equagoes diferenciais, mais especificamente usaremos o Método de Diferencas Finitas
na Equacao de Laplace, que é uma EDP eliptica, que modela fen6menos em varios campos
da ciéncia, e por se tratar de uma EPD que admite solugao analitica, o que torna viavel
a andlise da solugdo obtida através do método numérico usado na aplicacao; e alguns

resultados das simulagdes numéricas para a aplicagao.



Equacoes Diferenciais Parciais

As equagoes diferenciais parciais (EPD) sao objetos de intensas atividades que en-
volvem a pesquisa cientifica e se caracterizam por apresentarem além de uma matematica
rigorosa, uma diversidade quanto as suas aplica¢des. A maioria dos fené6menos podem ser
descritos por equagoes diferenciais parciais, como por exemplo, a dinamica dos fluidos, o
eletromagnetismo, a deformacao dos materiais elasticos, a difusdo dos néutrons, a difu-
sao de calor, a dinamica populacional, a propagacao de virus, modelos econémicos, entre
outros (MAGALHAES, 2016).

De maneira geral, Equacoes Diferenciais sao equagoes matematicas em que a va-
riavel desconhecida é uma funcgdo, consequentemente, neste tipo de equacio aparecem
operagoes que envolvem fungoes, tais como derivada e integral. Assim, ao resolvermos
uma equacao diferencial iremos encontrar uma funcao que verifica a EDP.

Sdo exemplos de equacdes diferenciais parciais (MAGALHAES, 2016):

a) % = a%, equacao do calor unidimensional;

b) ‘?:TS‘ = CQ%, equacao da onda unidimensional;

c) ?9% = a?ZU 4 3294 4 42y equagdo do telégrafo;

d) 7+ g; 2 azz = 0, equacao de Laplace tridimensional, teoria do potencial;
e) ?;2 k2 %téf, equacio de viga engastada;

f) % - % + sen(u) = 0, equagao de Sine-Gordon, éptica nao linear;

g) % = % + e F/(1 — u), equagdo da combustio;

h) @ + Uau w? g;;, equagao de Burgers para o fluido compressivel viscoso;

i) % = (82 n)x; n > 1, equagao da percolacao;

j) i a = a 2%, equacgao de Shrodinger para o elétron livre;

Segundo Magalhaes (2016), podemos também definir de maneira mais formal uma

EDP, da seguinte maneira:

Defini¢ao 1. Uma equagao diferencial parcial (EDP) de ordem m é uma igualdade envol-

vendo uma fungao de n varidveis (n > 2) e suas respectivas derivadas parciais até ordem
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m(m > 1), ou seja, € uma igualdade do tipo

ou o"u 0*u  *u o™,
Flay, ... ¢pu— . 2278 P 1.1
(ml’ e th 5 Ox™’ 0x?’ Ox1019 83:?) (1.1)
onde u = u(xy,...,x,) e F' € uma fungio qualquer.

Existem diversas maneiras de se classificar uma Equacao Diferencial, dependendo
de como se deseja estudar a equacao em questao. Na préoxima secao apresentaremos algu-

mas formas usuais de classificacao para EDP.

1.1 Classificacao das Equacoes Diferenciais Parciais

A importancia de se classificarem as equacoes diferenciais parciais reside no fato
de que cada classe possui sua prépria técnica de resolucao. As seis classificagoes basicas
sao as seguintes (MAGALHAES, 2016).

(i) Ordem;

ii) Dimensionalidade;
iii) Homogeneidade;

(
(
(iv) Coeficientes;
(v) Linearidade;
(

vi) Arquétipos Fundamentais da Fisica-Matemética.

1.1.1 Ordem

A ordem de uma equacao diferencial parcial é a ordem da derivada mais alta que

aparece nela.

2 3

?%g = k‘Qg;j (terceira ordem)
2

z?; = —g;; (segunda ordem)

1.1.2 Dimensionalidade

A dimensionalidade de uma EDP é definida pelo nimero de dire¢oes espaciais que
0? 0?
U, ( u n u)
— = - -
ot ox?  Oy?
possuem além de uma coordenada temporal duas coordenadas espaciais.

nela aparecem, por exemplo: . Problemas transientes bidimensionais

1.1.3 Homogeneidade
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Se na equagao diferencial parcial ndo aparece uma func¢ao (apenas das variaveis

independentes) isolada, a equagdo é dita homogénea, caso contrario é ndo-homogénea.

1.1.4 Coeficientes

Uma equacao diferencial parcial pode apresentar coeficientes constantes ou depen-
dentes das variaveis de F.

0*u du
— +sen(u)— +e"

ot? ot ox?
ou O0*u 10u 1 0%u

o rar e
Pu  Pu  Pu

otz Ox? * Oy?

ou

= 0 (coeficientes varidveis)

coeficientes variaveis)

(coeficientes constantes)

1.1.5 Linearidade

Segundo Magalhaes (2016), uma equagao diferencial parcial é dita linear se atua li-
nearmente sobre a variavel dependente e suas derivadas. Usualmente se classificam apenas
as equagoes diferenciais parciais lineares de segunda ordem, a forma geral de tal equacao

diferencial parcial é dada por

” 0*u ” ou
ii(T) =——— bi(x)=— =d 1.2
X )5 g+ L)+ elau = dw (12)
em que x = (z1,...,7,) € 2 CRY e eventualmente pode-se ter z,, = ¢, quando se tratar

de fendmenos que evoluem no tempo, a parte principal de uma EDP ¢é a parte da equacao
que contém os termos com derivadas de maior ordem. Por exemplo, a parte principal da

equacao 1.2 é dada por

n a2u
z]zl (%) 0z,0z;

Uma classificacao mais geral, quanto a linearidade, para equagoes diferenciais par-

ciais de segunda ordem pode ser dada do seguinte modo, seja a EDP,

F(x,u,uj,u5) =0 ,j=1,....n

ou 9%u

em que r = (r1,...,T U; = Ui = 77—
( ) ) n>7 7 axz s Wiy axlaxj i

. Restringindo-se a sub-

i=1,...,n 1,...,n

familia dada por

Au+ N(u) =0 (1.3)
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no qual Au = Z a; ju; ;, ¢ a parte principal. Nesse caso tem-se que:

I) a equagao (1.3) é quase-linear se a;; = a; ;(x, u,u;), N(u) = N(x,u, u;);
IT) a equacao (1.3) é semi-linear se a;; = a; ;(z), N(u) = N(x,u, w;);

IIT) a equacao (1.3) é linear se a;; = a;;(z), N(u) = bi(x)u; + c(x)u + d(z).

Quando nao acontece nenhum dos casos acima diz-se que a EDP é nao-linear.

1.1.6 Arquétipos Fundamentais da Fisica-Matematica

Essa é uma classificacao para EDP de 2* Ordem lineares. Para Magalhaes (2016), é
originaria da classificagdo das cOnicas realizadas na geometria analitica, por isso se aplica
apenas as equacgoes diferenciais parciais lineares de segunda ordem, com duas variaveis

independentes, ou seja, as equagoes do tipo

9*u 0%u 0%*u ou 0

u
A B C D—+F Fu=G 1.4
002 Pozay T2 T or TPy TN T (14)
nais quais A, B,C,D,E,F e G sao fungoes de duas varidveis independentes x; = =,
Ty =Y.

Em funcao dos valores de A, B e C, podemos classificar as EPD conforme a defini¢ao

a seguir.

Definicao 2. Uma equacao diferencial parcial do tipo 1.4 é:
i) Eliptica se B* — 4AC < 0;
ii) Parabdlica se B* — 4AC = 0;
iii) Hiperbdlica se B?> —4AC > 0.

As EDP Elipticas descrevem fenémenos em regime permanente (estacionério), en-
quanto as EDP Parabdlicas descrevem fenomenos difusivos, ja as EDP Hiperbélicas des-

crevem fenomenos ondulatoérios.

Exemplos:

a) (Z:; 22:;:>A—oz B=C=0= B?—-4AC = 0 (parabdlica);

b) g?; = Qg:; = A=c*B=0,C=-1= B*—4AC > 0 (hiperbdlica);
c) g:;+g;;=0=>A=C:1,B:0:B2—4AC’<O (eliptica).

Uma mesma equagao diferencial parcial pode mudar de arquétipo em diferentes

regioes do seu dominio, por exemplo, a equagao de Tricomi, da dindmica dos gases
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Eliptica, se y > 0
?u  0%*u 9
y@ + 87y2 = 0= B* —4AC = —4y = { Parabdlica, se y = 0

Hiperbdlica, se y < 0

Conforme Magalhaes (2016, p. 7), cada um dos trés arquétipos fundamentais pos-
suem uma ou duas formas canonicas que podem ser obtidas através de uma mudanga das

coordenadas. Os representantes candnicos sio os sequintes:

i) Arquétipo eliptico:

Fu, Ou_ (0w o)
81'2 33/2 - 7y7 ’833" ay )

ii) Arquétipo parabdlico:

Fu_ (o)
3y2 - ay7 ’0x’ ay I

iii) Arquétipo hiperbdlico:
Fu_Fu_gf 0wy o Pu o Oudu
ox? Oy Yt oy oxdy Yt oy )

Nos quais ¢ e ¥ sao lineares em u e suas derivadas.

Neste trabalho estamos interessados em estudar as Equacoes Elipticas, mais espe-
cificamente faremos uma abordagem numérica sobre a Equacao de Laplace. Com efeito, no
proximo capitulo apresentaremos as vantagens de se trabalhar através de uma perspectiva

numérica, uma equacao diferencial.



Métodos numéricos na resolucao de
EDP

Devido a complexidade ou inviabilidade de se obter uma solug¢ao analitica para
muitas EDP torna-se til calcular a solugao através de métodos computacionais, obtendo-
se uma aproximacao da solugao real da EDP, que podera ser um resultado tao aproximado
quanto possivel.

Os métodos computacionais que sao capazes de aproximar solugoes analiticas das
EDP sao chamados de métodos numéricos.

Os principais métodos numéricos utilizados para resolucao dessas equagodes sao:
Método das Diferencas Finitas, Método dos Elementos Finitos, Método dos Elementos de
Contorno e Método dos Volumes Finitos.

Para tratar o modelo computacionalmente, é necessario expressar de forma ade-
quada as equagoes na regiao do dominio em que elas sao validas. Como nao podemos obter
solugoes numéricas sobre uma regiao continua, devido aos infinitos pontos da mesma, ini-
cialmente o dominio é discretizado, isto é, dividido em uma quantidade finita de pontos,
conforme figura 2.1. Somente nesses pontos é que as solugoes serdo obtidas. Ao conjunto
dos pontos discretos da-se o nome de malha. A distribuicdo adequada dos pontos no do-
minio é fundamental para se obter uma solu¢ao numérica representativa. O resultado do
processo de discretizacao ¢ um conjunto de expressoes algébricas, nesta etapa é que tra-
tamos das condigoes auxiliares, que serao as condigdes de contorno (PVC) ! ou condigoes
iniciais (PVI) 2, conforme a especificagio do problema em questao (FORTUNA, 2000,
p.30).

Quanto maior for o nimero de pontos discretos, isto é, quanto mais fina for a
malha, mais fiel ao modelo serd o resultado numérico obtido (FORTUNA, 2000, p. 30).
Na figura 2.2 tem-se as etapas do procedimento para a obtencao da solucdo através de
método numérico.

Em nosso trabalho estamos interessados em estudar o método de diferencas finitas
e obter uma aproximacao numérica para a Equacao de Laplace. Discutiremos mais deta-
lhadamente esse método na proxima secao e apresentaremos as principais caracteristicas

que devem ser levadas em consideragao para uma abordagem numérica em EDP.

'Problema de Valor de Contorno (Problemas de Dirichlet e Neumann)
2Problema de Valor Inicial (Problema de Cauchy)
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Figura 2.1: Dominio discretizado

AY
n=Ny @ ® o ® ( J
" ®
i, n+1
A . . . =
1-1,n 1,n it1,n
Ay
i, n-1 T
n=0 ! @ >
i=0 H i=Nx X

Ax

Figura 2.2: Etapas para a obtencao da solu¢cdo numérica

l—’ Modelagem matematica <+~ Problema fisico

o

<

3 Equagdes governantes - Discretizacéo —>  Sistema de equagdes

g algébricas

©

8 l

[%2]

=

<‘:| Soluca Resolucao d

i n olucao esolucéo das

Andlise ¢ interpretagéo aproximada equacdes algébricas

Fonte: FORTUNA, 2000, p.31

2.1 Método das Diferencas Finitas

Nesta secao discutiremos o Método das Diferengas Finitas (MDF) e abordaremos
os conceitos de erro, convergéncia, estabilidade e consisténcia, importantes no contexto
da solugao numérica de EDP.

Sabemos que uma derivada de primeira ordem de uma fungao f : [a,b] — R
continua, pode ser dada pelo seguinte limite:

df fl@+h) - f(z)

@(CE) = }g% h

naturalmente, essa notacao de limite consiste na nocao de que poderiamos diminuir o
incremento h tanto quanto queiramos, de modo que quando este fosse "in finitamente”

pequeno, teriamos o valor da derivada em .
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Devido ao fato de os nimeros armazenados na memoria do computador serem
finitos e em quantidades finitas (mesmo que grandes), ndo podemos representar o conceito
de limite, pois nao podemos considerar computacionalmente um valor "in finitamente”
pequeno.

No entanto, podemos considerar computacionalmente o incremento h tao pequeno
quanto possivel, de modo que o limite acima que define a derivada pode ser escrito da

seguinte maneira: ( ) @)
df _fl@+h)—fl(x
P h

deste modo, nao teremos a derivada da fungdao f no ponto z, e sim, uma aproximagao

, h=0

para a derivada.

Apesar de simples, a ideia do método de diferencas finitas apresenta algumas su-
tilezas. Por exemplo, na andlise que fizemos acima, nao consideramos o quao longe a
aproximagcao para a derivada pode estar da derivada analitica, tal distancia representa o
“erro” do método numérico. Para analisar de maneira mais profunda este método, vamos
fazer uso de uma poderosa ferramenta analitica conhecida como Férmula de Taylor, a
qual nos permitira trabalhar melhor o erro do método numérico de diferencas finitas para

obter melhores aproximacoes para as derivadas analiticas.

2.1.1 Diferencas Finitas por Série de Taylor

Seja f : [a,b] — R, tal que f € C"[a,b], ou seja, [ é continua em [a, b] e derivavel
n-vezes com as n-derivadas também continuas em [a, b]. Entao, o Teorema de Taylor, nos
permite escrever. para todo ponto x € [a,b] a seguinte férmula:

df h? d? f

fl@+h) = f@) +ho(2) + 5p =5 (@) + -+

hede f

H%(x) + 7, (h) (2.1)

em que, r, € chamado de resto.

Esta formula nos permite aproximar uma func¢ao para a vizinhanca de um ponto
usando suas derivadas. A ordem da maior derivada que aparece na Formula de Taylor é
também a ordem da aproximagao.

Devido a nossa aplicagao, vamos considerar aproximagoes de segunda ordem pela
Férmula de Taylor, isto é, consideraremos uma fungio f : [a,b] — R, onde f € C?[a,b], e
teremos: of 12 4 2f

flz+h)= f(x)+ h%(:c) + o da?

Note que nesta formula podemos isolar o termo onde aparece a derivada de primeira

() + ra(h)

ordem de modo que obtemos:

df flz+h) - f(z) hdf
@ = h _<2!dx2(x)+ h >
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Assim, teremos uma maneira de representar a derivada analitica semelhante vista

na secao anterior, no entanto, aqui temos um conjunto de parcelas dado por

W (k)
ol gz

esse conjunto de parcelas vai representar a distancia que a aproximacao da derivada estd

para a derivada analitica, a qual chamamos de erro local de truncamento (ELT), ou

seja,
h d*f ro(h)
ELT = —-—=
2@t
podemos ainda escrever,
1 d2f 7’2(h>
ELT =h|—— 2.2
h(Z!dxz(x)+ n? (22)

e como f € C?[a,b], entdao a derivada de segunda ordem de f é continua, e da andlise real
temos que toda funcao continua definida sobre conjuntos compactos (LIMA, 2007) é uma
funcao limitada, em que existe M > 0, tal que

d*f

ﬁ(l‘) S M ,Vl’ € [CL, b]

dai a expressao do erro 2.2, pode ser reescrita da seguinte maneira:

ELT(h) < h (24‘ N 7“Qh(QfL))

Também da analise real, podemos ter que o resto da formula de Taylor verifica a
seguinte propriedade (LIMA, 2007):

rn(h)
hn

— 0, quando h — 0

e por ser convergente, esta expressao ¢ também limitada, ou seja, para algum P, > 0

Tn(h)
hn

<P,,Vh=0
Assim, podemos escrever a férmula do erro da seguinte maneira
ELT(h) < hK

M
emquesz—i—Pg.

O que significa que o erro cai linearmente conforme s diminui. Podemos ainda usar
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andlise assintotica e dizer que h "domina” o erro, e escrever a seguinte notacao:
ELT = O(h)

o que da significado a dizermos que o erro é de primeira ordem.

Portanto, temos a seguinte aproximacao para a derivada analitica:

af _ fle+h) = f(z)

dr h +Oh)

na qual podemos controlar a distancia da aproximacao para a derivada analitica através
do erro e sabemos que a medida que diminuimos o incremento h o erro também tende a
diminuir. Assim, teremos mais controle sobre a aproximagao, o que sera muito util mais
adiante nos estudos de métodos numeéricos para resolugao de Equacgoes Diferencias.

Além disso, esta formula vai nos possibilitar tomar o incremento h negativo, de
modo que possamos aproximar a derivada analitica no ponto x usando pontos anteriores
a ele. Conforme veremos nas proximas segoes.

Vale destacar que para o ELT, quanto menor for o incremento h, melhor é o resul-
tado da aproximagao numérica, porém, quando o incremento se torna "muito pequeno”,
outro erro passa a dominar a solugdo numérica, fazendo com que o erro cresca e afete o
resultado da aproximagao numérica, é o erro de arredondamento do computador, por-
tanto deve-se ter cautela quanto ao incremento a ser utilizado na aproximacao numérica

para a EDP a qual procura-se a solucao, para saber mais veja Fontana (2019).

2.1.1.1 Diferenca Finita Avancada de Primeira Ordem para a Primeira Derivada

Vamos considerar a fungdo f : [a,b] — R, continua e f € C?[a,b] e dividiremos
o intervalo [a, b] em uma quantidade finita de pontos, ou seja, consideraremos o seguinte

conjunto:
Pla,b] = {xg = a,x1 = ¢ + Az, 29 = 29 + 20, - ;x; = 29 + iz, -+ ,xNn = b}

tal conjunto é chamado partigdo de [a,b]. Note que a quantidade de elementos N deste
conjunto depende do incremento Az que usarmos para definir a partigao.

Podemos entao usar a férmula de Taylor para os elementos de uma particao da
seguinte maneira:
(Ax)? d*f

Fla+ ) = flz) + (80) D )+
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d
ao isolarmos —f(xz), obtemos

dx

df [z + Az) — f(;) (Ax) d*f ra(Ax)
o) = Ar +<_ T d ) T A ) (24)

Vamos denotar a primeira parcela da equacao 2.4 de Operador de Diferenca

Finita Avancada e adotar a seguinte notacao:

flxi + Az) — f(z:)
Az

D (f) = (2.5)

e os termos da segunda parcela em diante sao o erro local de truncamento(ELT), conforme

discutimos na secao anterior, ou seja,

Ax) d? JAN
O(aa) = LD DSy 1207) (2.6)
Portanto, podemos escrever:
d
Y (1) = Dr() + 018 (2.7)

2.1.1.2 Diferenca Finita Atrasada de Primeira Ordem para a Primeira Derivada

Uma outra forma de aproximarmos a derivada analitica ¢ considerarmos a férmula

de Taylor para uma fungio f € C?[a, b] usando um incremento h negativo, isto &,

) — e Ty g LIRS Ae
Flai— Aa) = fa) — daD () 4+ 5 0L ) 4 o0 2.9
ao isolarmos 3];(371), obtemos
df flxi) = flwi — Ax)  ((Dx) d*f ro(=Ax)
grton = L=t (0 T+ 2200) 29

Vamos denotar a primeira parcela da equacao 2.9 de Operador de Diferenca

Finita Atrasada e adotar a seguinte notacgao:

f(zi) — fzi — Ax)
Az

Dy (f) = (2.10)

e os termos da segunda parcela em diante s@o o erro local de truncamento(ELT), ou seja,

(Az) d*f ro(—Ax)
2! @(%) Az

O(Az) = (2.11)
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Portanto, podemos escrever:

af

da:(xl) = D; (f)+ O(Ax) (2.12)

2.1.1.3 Diferenca Finita Central de Segunda Ordem para a Primeira Derivada

Para obter uma aproximacao para a primeira derivada com um erro menor, pode-
mos utilizar as séries de Taylor 2.3 e 2.8. Combinando as expressoes podemos obter uma
expressao de segunda ordem, ou seja, O((Az)?), para a primeira derivada da funcio f.

De fato, fazendo a primeira equag¢ao menos a segunda, obtemos:

flx;+ Ax) — f(z; — Az) = QAxfl];(a:i) + (r2(A) — ro(—Ax)) (2.13)

d
ao dividirmos por 2(Az) e isolando —f(:cl) obtemos

dx

a
dx

_ flai+ Az) — fz; — Ax)
(x;) = Ay + (r2(A) — ro(—Ax)) (2.14)

assim, vamos denotar a primeira parcela da equacao 2.14 de Operador de Diferenca

Finita Central e adotar a seguinte notacao:

flzi + Ax) — f(2; — Ax)

DY(f) = 2.15

(f) S (215)

e os termos da segunda parcela em diante da equacao 2.14 sao o Erro Local de Trunca-
mento:

ELT = ry(Ax) — ray(—Ax) (2.16)

Como sabemos da andlise real (LIMA, 2007) que

ro( Ax)
(Ax)?

— 0, quando Az — 0

entdao, isso significa que o erro local de truncamento, tende pra zero mais rapido que

(Ax)?, ou seja, existe K > 0, tal que
ELT < (A2)*K

de onde, usando a analise assintética, podemos dizer que (Ax)? "domina” o ELT e pode-

mos escrever:

ELT = O((Ax)?)
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o que da significado a dizermos que para o Operador de Diferenca Finita Central o erro
¢ de segunda ordem.

Logo, a expressao de Diferencga Finita Central é apresentada da seguinte forma:

of

5, @) = D(f) + O((Ax)?) (2.17)

2.1.1.4 Diferenca Finita de Segunda Ordem para a Segunda Derivada

Para obter uma aproximagao para a segunda derivada, podemos utilizar as séries
de Taylor 2.3 e 2.8. Combinando as expressoes podemos obter uma expressao de segunda
ordem, ou seja, O((Ax)?), para a segunda derivada da fungao f.

Somando as equacoes 2.3 e 2.8, obtemos

)2 2
Flat )+ Flo— o) = 2f(2) + 22T ) 4 (ra(2) +ra(-20) (218)
ao dividirmos por (Ax)? e isolando d:2):2(x1>’ obtemos
> f [+ Ax) = 2f(x;) + fz; — Ax)
@(xz) = Ay + (ro(A) + ro(—Ax)) (2.19)

assim, vamos denotar a primeira parcela da equacao 2.19 de Operador de Diferenca

Finita Central para a segunda derivada e adotar a seguinte notacao:

flzi + Az) = 2f(z;) + f(o; — Ax)
(Az)?

(DY () = (2.20)

e ao conjunto dos termos da segunda parcela em diante da equagado 2.19 teremos o Erro

Local de Truncamento:
ELT = ry(A) 4+ ro(—Ax) (2.21)

Pelo mesmo motivo do Operador Diferenca Finita Central para derivada de pri-

meira ordem da se¢do anterior, teremos que
ELT = O((Ax)?)

Logo, a expressao de Diferenca Finita Central para a segunda derivada é apresen-

tada da seguinte forma:

02 f

a2

(1) = (D(f))* + O((Lx)?) (2.22)

Podemos ainda enunciar algumas propriedades que estes operadores vao verificar:
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thl = Dz'_
2D} = D} + D;

(D D;7)(f) = (D DH)(f) = (D} (f))*

2.1.2 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia de um Método

Numérico

Quando se resolve uma EDP numericamente, é natural questionarmos se a solugao
calculada se aproxima de alguma forma da solucao real da EDP. Esse questionamento nao
é sem sentido, pois na secao 2.1.1 vimos que o ELT influencia na qualidade da aproximacao
numérica de derivadas parciais (FORTUNA, 2000, p.118).

Estamos querendo determinar fundamentalmente, quando e sob que condigoes as
solugoes de equagoOes lineares sao representativas da solugao real da EDP. Como sera
apresentada a seguir, a resposta a essa pergunta depende da consisténcia das equagoes de
diferencas finitas, da estabilidade e convergéncia do método numérico empregado (FOR-

TUNA, 2000, p.118).

2.1.2.1 Consisténcia

Uma caracteristica importante de uma aproximacao de diferencas finitas é que ela
seja consistente com a EDP que ela discretiza, Na secao 2.1.1, vimos que, desprezando
os erros de arredondamento nos céalculos, quanto menor espagamento Ax melhor é a
aproximacao para as derivadas de uma funcao f. Isso equivale afirmar que, quando Ax —
0, o ELT tende para zero, e recuperamos a partir da expressao discreta, a aproximacao
continua original da derivada analitica (FORTUNA, 2000, p. 119).

Mais precisamente, uma discretizagao é dita consistente com a equacao diferencial
parcial se o ELT tender a zero quando o Ax e At tende para zero.

Nos métodos de diferencgas finitas a consisténcia é garantida gracas a Formula
de Taylor dada em 2.1, consonante o método apresentado na secao 2.1.1. Isto mostra o
quanto esta formula é importante para aproximarmos derivadas analiticas por derivadas
discretas.

Existem outros métodos usados para aproximar a derivada analitica, no entanto
para aplicacao destes métodos é necessario provar a consisténcia. Geralmente mostrar
esta propriedade nao ¢ algo trivial, por isso, diversos autores se utilizam do método de
diferencas finitas pois este ja possui naturalmente a garantia da consisténcia numérica.

De maneira geral, a relacao entre discretizacao e consisténcia serd mostrada na figura 2.3
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(FORTUNA, 2000, p.119).

Figura 2.3: Relacao entre discretizacao e consisténcia

discretizacdo___,

Equacéao Diferencial
Parcial

Aproximagao por
<«— Consisténcia diferencas finitas
quando Ax, At —» 0

Fonte: FORTUNA, 2000, p.120

2.1.2.2 Estabilidade

Segundo Fortuna (2000):

Um método numeérico estavel é aquele no qual quaisquer erros ou per-
turbacdes na solucao nao sao amplificados sem limite. Essa amplificagao
quando presente faz com que o moédulo dos valores da solu¢do numérica
cresca a cada etapa dos cdlculos. Eventualmente nossa solucgdo "explode".
Como esse crescimento é puramente relativa ao método e néo a fisica do
problema ele deve ser evitado. Portanto, como afirma Fletcher (1992), o
conceito de estabilidade esta relacionada ao crescimento ou diminuicao
de erros introduzidos nos célculos (p.121).

Para métodos que tratam de problemas transientes, a estabilidade garante que a
solugdo numérica seja limitada, ou seja, o moédulo dos valores das incégnitas nao crescem
arbitrariamente. Ja para métodos interativos de solucao de sistemas lineares, um método
estavel é aquele que nao diverte conforme as intera¢oes progridem, ou seja, fornece resul-
tados que se aproximam cada vez mais da solucao numérica real do sistema de equagoes
(FORTUNA, 2000).

Exemplos mais diretos de perturbacoes e erros, sao as condigoes de fronteiras ou
iniciais aproximadas de forma incorreta, e aciimulo de erros de arredondamento cometidos
pelo computador durante os calculos. O primeiro caso é evitado com a correta discreti-
zacao das condigoes auxiliares, o segundo nao pode ser evitado, devendo, portanto, ser
controlado. Os erros de arredondamento nao devem crescer sem limites, a ponto de influir
desastrosamente na solucao numérica. O acimulo desse erro pode ser evitado se seguirmos
os critérios de estabilidade dos métodos numéricos, isto é, condi¢oes que garantam que o
método numérico seja estavel (FORTUNA, 2000).

Em relagdo a estabilidade os métodos numéricos podem ser classificado em (FOR-
TUNA, 2000, p.123):

a) Condicionalmente estaveis: para fornecerem solugoes numéricas estaveis, devem
satisfazer uma condicao de estabilidade, métodos explicitos em geral sao desse tipo;

b) Incondicionalmente estaveis: nao necessitam satisfazer quais critérios de estabili-
dade para produzirem solugbes estaveis, em geral, métodos implicitos e semi-implicitos, e

alguns métodos explicitos muito particulares pertencem a essa categoria;
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c¢) Incondicionalmente instéveis: nao existem valores de At que permitam a eles for-

neceram em solugoes estaveis, nao devem ser utilizados.

2.1.2.3 Convergéncia

Sabemos que, se a discretizacdo for consistente, entao Az, At — 0, o ELT se
anula e recuperamos a derivada analitica original. Caso a solu¢do numérica no dominio
de interesse se aproxime da solucio exata da equacao diferencial parcial, conforme Ax e
At tenda a zero, dizemos que o método numérico é convergente, conforme a figura 2.4
(FORTUNA, 2000).

Figura 2.4: Convergéncia de uma solugdo numérica

Solugé@o numérica
aproximada

Solucéo exata da

EDP ) convergéncia

quando Ax, At —» 0

Fonte: FORTUNA, 2000, p.120

A consisténcia é uma condicao necessaria para convergéncia, pois, ao fazermos Ax,
At — 0 e nao recuperarmos a derivada analitica, entdao, a solucdo numérica nao se
aproximara da solugao exata da EDP original, mas sim de outra, e nao daquela com a
qual discretizagao é consistente. No entanto, um esquema consistente ¢ intutil se a solugao
numérica nao for convergente (FORTUNA, 2000).

Para Fortuna (2000), convergéncia é uma qualidade extremamente importante,
mas, ao mesmo tempo dificil de ser demonstrada diretamente. Em geral, é utilizada uma
técnica indireta para demonstrar a convergéncia de um método numérico, baseado em um
importante teorema (HIRSCH, 2007, p.286), a prova deste teorema pode ser encontrada
em Morton & Mayers (2005).

Teorema 1. (Teorema de Lax) Para a solugio numérica de um problema linear de valor
inicial bem posto, por uma discretizagio consistente, a estabilidade do método numérico

¢ a condigdo necessaria e suficiente para convergéncia. Ou seja,
consiténcia e estabilidade < convergéncia

Portanto, para que possamos obter métodos numéricos que convirjam para a so-
lugdo da EDP ¢ necessario e suficiente que provemos a estabilidade e a consisténcia. De
fato, utilizando-se dos métodos de diferencas finitas ja temos a garantia da consisténcia
numérica. No préoximo capitulo, vamos propor um método numérico baseado em diferencas
finitas para a equacao de Laplace, tal método sera naturalmente consistente, no entanto

vamos garantir a estabilidade do método.



Modelo Numérico para a Equacao de

Laplace

3.1 Equacao de Laplace

A equagao de Laplace é uma importante equacao diferencial parcial Eliptica que
serve para modelar fendmenos da teoria do potencial, tais como potencial gravitacional,

elétrico e fluidico.
Segundo Figueiredo (1987, p.245):

Definicao 3. Em um conjunto aberto 2 € R™, a equacao de Laplace é definida por,
Af=0

onde, A denota o operador de Laplace (ou, laplaciano),

Aqui, a incognita f € uma funcdo de 2 € R™ em R. Em muitos textos, o operador
laplaciano é denotado por V2. Esta notacdo é motivada pelo fato de que A = V.V , onde

V denota o gradiente.

A equacdo ! analitica a ser modelada, na forma conservativa, pode ser escrita
como,

Pu  *u

— + =5 =0 (3.1)

ox? = Oy?

Essa é uma equacao diferencial parcial linear, de segunda ordem e homogénea, em

que x e y sao as variaveis independentes da equacao e u representa a variavel dependente

'Equacao de Laplace bidimensional
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da equacao e nao ha termo fonte.
Vamos considerar esta equacao levando em consideracao que a solugao é conhecida
na fronteira de €, ou seja, conhecemos a priori os valores u(052).

Nestas condigoes, uma solugao para a equagao 3.1 pode ser dada por:
1
=——1 2+ g2 3.2
u(,y) = =5 Il + 92) (32)

3.2 Modelo Numérico para Equacao de Laplace

Para avaliar a equacao de Laplace numericamente vamos dividir o dominio em uma
quantidade finita de pontos. Isto significa tomar pontos x € [z, N;| € y € [y, N,], onde o
retangulo [zg, N;] X [y, N,] C 2, sendo © o dominio da Equagao de Laplace. Com efeito,

tomamos as seguintes particdes para definir o retangulo:
PJ: = {x())xl)"' y Ly ot 7INQE}

Py:{y(]?yl"" yYny e 7yNy}

onde,
.fCi:l'O—i-?:hx, 221,,Nx

Yo = Yo +nhy , n=1,..., N,

os parametros hy, h, > 0 sao chamados passos. Além disso, o conjunto P, x P, é chamado
de grade ou malha.

Note que as quantidades N, e N, indicam a quantidade de subintervalos que dividi-
remos o dominios do espaco x e y do dominio €2 da equacao de Laplace e essas quantidades
sao determinadas pelos passos h, e h, respectivamente. Assim, quanto mais aumentarmos
a quantidade de pontos na malha, diminuindo os passos h, e h,, esta se aproximarad do
retangulo [zg, N;| X [yo, NV,] C Q.

Vamos entdo encontrar a solu¢ao da equagao de Laplace nos pontos (x;,y,), isto

é, estamos em busca de determinar o valor:
J— n

O método das diferencas finitas leva em consideracdo as derivadas numeéricas, as
quais também dependem dos passos, para encontrar tais solugoes usando a equacao di-
ferencial original. Neste sentido, espera-se que quanto mais pontos tomarmos na malha,

mais perto as solugoes numéricas se aproximem da solugao analitica.
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O esquema numérico que usaremos neste trabalho é dado por:

n n n n+1 n n—1

02 B2

=0,i=1,...,.Nyen=1,...,N, (3.3)
Ou ainda,

(D D;)(u) + (DD, )(u)=0,i=1,...,Nyen=1,...,N,

tal esquema é conhecido como Esquema de Euler Implicito para a equacgao de
Laplace.
Consideramos também que conhecemos os valores da fun¢ao na fronteira do retan-

gulo [zg, N;] X [yo, Ny C Q, ou seja,

0 _
u; = Vi
Ny _
u, b=V
uy = Vs
no_
uy, =V

Afim de facilitar nossos calculos, tomamos a seguinte restricao h, = h, e o esquema

3.3 se torna:
ulsy — 4 +uf o +ult +ul =0, 4i=0,1,...,N, e n=0,1,...,N,  (3.4)
e ainda podemos escrever a equagao 3.4 da seguinte forma,

ulsy —duf = —ul —ul i=0,1,...,N, e n=0,1,..., N, (3.5)
esta equagao pode ser representada por um sistema linear. Por exemplo, se tomarmos
N, = N, = 3, entao teremos i = 1,2 e n = 1,2, isto ¢, vamos encontrar a solu¢ao em

quatro pontos. Com efeito, o sistema se torna:

uy  — dul + uwd = —uy—ud
—dud + ul o+ Ul —ud — uj
2 2 1 2 _ .3 (3.6)
uy;  — 4dul + oy —ug — uy
2 2 1 2 _ .3
—4duy; + uy + uy; = —uz—uj

Podemos reescrever este sistema na forma matricial da seguinte maneira:
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-4 1 1 0 u} —up — uf
1 -4 0 1 uy || —uy —uy
1 0 -4 1 u? —ud —u}
o 1 1 -4 u3 —u3 — uj

Portanto, para encontrarmos a solu¢ao numeérica, teremos que inverter a matriz dos
coeficientes. neste sentido, métodos numéricos de inversao de matrizes sao extremamente
uteis.

Além disso, matrizes com esta forma sempre admitirao inversas, pois sao matrizes
diagonais e quadradas (RINCON; FAMPA, 2016). Portanto, o método numérico 3.3 de
Euler Implicito é sempre estavel e como deduzimos que os métodos que se utilizam de
diferencas finitas sdo consistentes, temos entao via Teorema 1 que este método é conver-
gente.

Vamos encontrar o sistema para N, = N, = 4, de onde, 7 = 1,2,3 en = 1,2,3,

isto é, vamos encontrar a solu¢do para nove pontos. Assim , o sistema 3.6 se torna:

uy  — dul 4+ W = —ul—ud
ui  — duy + up + U = —ud
—duy + uy + U3 —ul — uj
ui  — du? o+ ud + ug = —ud
ui o — 4wk o+ w4+ ud + ou = 0
—4ud + ui o+ oud + Ul = —uj
us  — dud + ol = —u}—uf
ui = duy + ud + = —uj
—4ui + ud + = —uj—us

o qual podemos considerar na forma matricial:

4 1 0 0o 0 0 0 0 ][ut] [-ut—ul]
1 =4 1 0 1 0 0 0 0 ul —ul
0 1 -4 o 1 0 0 O ug —ud — uj
1 0 0 -4 1 0 1 0 0 |]|u —ul
0 1 0 1 -4 1 0 1 0 ||«d]|= 0
0 0 1 0 1 -4 0 0 1 |]|ul —u?
0 0 0 1 0 4 1 0 || —ud —ud
0 0 0 0 1 4 1 u =y
00 0 0 0 0 1 -4 _ug_ _—uf’l—ug_

Seguindo este raciocinio podemos encontrar a forma geral para o sistema na forma
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matricial, a qual é dada por:

—4 1 0 0 r u% 1 _ _u(l)_u(l)
-4 1 ul L
0 1 -4 0 0 1 0 0 : .
ujlvm—l _US)V172
0 0 0 -4 1 0 0 0 0 1 0 o2 0
! —UN,_, ~UN,
0 0 0 1 -4 0 0 0 0 O 0 u3 _uéVy—z
1 0 0 0 0 —4 0 0 0 1 : — 0
0 1 0 0 0 1 —4 1 0 0 0 w3 —u%g”
0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 —ug "t — ]
N_1 _ Ny
0 0 0 0 0 0 1 —4 1 0 up Us
: Ny—1 .
: Us :
Ny
0 0 0 0 1 N “NHN
uNy_l _'U,Ny71 _ uNy
o 1 0o 0 0 0 ... —-4]|Lluy,1 L . o1 4

Notamos que a matriz dos coeficientes é de dimensdo (Nz—1)? x (Ny—1)? (lembrando
que estamos tomando N, = N, onde esses valores determinam a quantidade de subintervalos
que dividimos os dominios espago = e y, respectivamente) o que faz com que a inversao dessas
matrizes se torne invidvel analiticamente, assim é necessario a aplicacdo de métodos numéricos
de inversao.

Na literatura, existem diversos métodos numéricos que podem ser utilizados para a in-
versao de matrizes como a apresentada para a Equacdo de Laplace, tais métodos apresentam
diversas vantagens e desvantagens.

Note que a matriz dos coeficientes é do tipo esparsa, ou seja, possui a maioria dos termos
iguais a zero; fazendo com que a aplicacdo de métodos para inverter esta matriz tenha um custo
computacional altissimo a medida que aumentamos a quantidade de pontos na malha.

Além disso, tais matrizes apresentam a dificuldade de que as diagonais imediatamente
acima e imediatamente abaixo da diagonal principal mudam conforme mudamos a quantidade
de pontos na malha. Também, temos duas diagonais que se "movimentam"conforme mudamos a
quantidade de pontos na malha. Assim, métodos que buscam utilizar apenas as diagonais que séo
diferentes de zero para diminuir os custos computacionais também se tornam mais complexos.

Portanto, as particularidades da matriz dos coeficientes dificultam a adocao de um mé-
todo computacional para inversdo da mesma. Mais detalhes acerca dos métodos usados para a
inversao dessas matrizes podem ser encontrados em Fontana (2019).

Neste trabalho, estamos interessados apenas na exemplificagio da aplicacdo dos métodos
de diferencas finitas para equacoes diferenciais, em especial, a equacio de Laplace. Neste sentido,
nédo nos aprofundaremos nas discussoes dos métodos numéricos e suas particularidades e adota-
remos um método que consiste na decomposicido LU da matriz dos coeficientes e na resolucao

direta dos sistemas que surgem. Mais detalhes podem ser encontrado em Fortuna (2000).
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3.3 Simulacées Numéricas

Para aplicarmos o Método de Diferencas Finitas na Equacio de Laplace, as condi¢bes
auxiliares tornam-se um requisito fundamental na obtencdo da solucdo numérica aproximada,
neste caso estaremos adotando as condigoes de contorno (PVC), nas quais temos as condigoes de
contorno de Dirichlet, que especificam valores constantes na fronteira 62 da regido do dominio
Q) discretizado, na figura 3.1 visualiza-se a regido do dominio e a delimitagdo da fronteira. PVC
de Dirichlet sao tipicos de EDP Elipticas, e a Equacao de Laplace em particular. Para mais
detalhes sobre PVC do tipo Dirichlet, veja Krantz (1988).

y

A

N\
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v
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Figura 3.1: Regiao do dominio €2 e fronteira do dominio 42

Em nossas simulagdes usamos primeiro as seguintes condi¢des de contorno:

Tais condic¢oes sao obtidas considerando conhecida a solugao da equacao na fronteira do
dominio e sdo importantes para avaliar o erro do método e a sua capacidade de convergéncia.
Neste sentido, notamos através da figura 3.2, 3.3 e 3.4 que a solugdo numérica se aproxima da
solucdo analitica. No entanto, nestas simulacGes percebe-se que o método nao converge rapi-
damente, de fato, esta é uma caracteristica dos métodos implicitos, nos quais conseguimos a
garantia da convergéncia, mas perdemos o baixo custo computacional e a velocidade de conver-

géncia.
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Solugao Numérica Equacao de Laplace Solugao Analitica Equagao de Laplace

/

0.6 —
0.3
0.4 -
7 , 0.2
0.2 0.1 4 _
o 0.5 4 0 - 05 x
0.2 ) L I 1
: 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Err)é) Absoluto

Figura 3.2: Simulagao numérica para Equagao de Laplace com Az = Ay = 0.1.

Solugao Numérica Equacgao de Laplace Solucao Analitica Equacao de Laplace

Figura 3.3: Simulacao numérica para Equacao de Laplace com Ax = Ay = 0.005.
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Solugao Numérica Equacao de Laplace Solugao Analitica Equagao de Laplace
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Figura 3.4: Simulacao numérica para Equacao de Laplace com Ax = Ay = 0.003.

Além disso, verificando estas figuras, percebe-se que a solugdo numérica apresenta uma
certa deformidade em uma fronteira proxima a condi¢do inicial, isso se deve a dificuldade do
método em propagar a condicdo inicial. Tais problemas podem ser considerados instabilidades
exclusivamente numéricas, as quais nao tem ligacdo com a andlise matematica. Por isso, sdo
chamados de instabilidades espirias.

Podemos também utilizar as seguintes condi¢des de contorno:

u(z,0) =0

u(z,T) =1

u(0,y) =0

u(L,y) =0
¢

u=0
L
u=0 u(x,y) u=1

0 > X
0 u=0 T

Figura 3.5: Valores de contorno na regiao do dominio
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Na figura 3.5 verifica-se a disposi¢ao para os valores das condigdes de contorno na regiao
do dominio, considere-se esta regido uma chapa de metal, no formato retangular, isolado nas
faces e trocando calor somente nas bordas, troca dada pelos valores mencionados acima. Quando

a chapa estd em equilibrio térmico, em cada ponto interno na chapa é satisfeito

Pu 0%
a2 T o T
Tais condigoes sdo tomadas quando deseja-se simular uma distribuicdo de temperatura
em um sistema de duas dimensdes. Com efeito, na figura 3.6, podemos ver que a Equacao
de Laplace modela como esperado a distribuicdo de temperatura em uma superficie de duas
dimensoes onde é aquecido.
Também podemos observar na figura 3.7 um situagdo semelhante onde aquecemos dois
lados opostos na estrutura 2D e percebemos o mesmo comportamento para a solugdo, o qual

modela como esperado a distribuigao de calor.

Distribuigéo de Temperatura 2D

0.001

Figura 3.6: Simulacao numérica para Equacao de Laplace com Ax = Ay = 0.005.

Distribuigéo de Temperatura 2D
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072

028
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Figura 3.7: Simulacao numérica para Equacao de Laplace com Ax = Ay = 0.005.



Consideracoes Finais

Este trabalho buscou introduzir de forma bésica a abordagem numérica nas equagoes di-
ferenciais dando énfase as parciais através da aplicagao proposta. Aqui, mostramos o processo de
utilizacdo do método de diferencas finitas em uma equagao diferencial parcial eliptica, mostrando
através das simulagées numéricas realizadas, a eficiéncia do método empregado, contudo deve-se
atentar para as particularidades dos métodos numéricos para que a solucio seja satisfatéria.

Das particularidades dos métodos numéricos destacamos a correta discretizacao do do-
minio da equagao, no caso do método das diferencas finitas, a escolha apropriada das equacoes
de diferencas finitas, a definicdo correta das condi¢bes auxiliares, que podem ser as condigoes de
contorno ou as condicOes iniciais, a implementagao computacional do método a ser utilizado, e
apos a simulagao processada no computador, a analise dos resultados, da solucdo aproximada e
do erro, para o ajuste do modelo matematico, e assim a obtenc¢ao da solucao da EDP apreciada.

Neste trabalho, nas simulacées, foi implementado a programacao do método no software
Scilab, pelo método das diferengas finitas, discretizou-se e resolveu-se a equagao de Laplace bi-
dimensional, um caso de propagacao do calor em uma chapa de metal, foi usado a discretizacao
de uma malha uniforme. Os resultados obtidos no mapa de cores (ver figuras 3.2 a 3.4) com-
provaram que o programa foi eficaz. Utilizou-se diferentes valores de contorno para mostrar as
mudancas que ocorrem nos resultados, comparar as figuras 3.6 e 3.7.

Verificou-se que através do método de diferencas finitas pode-se obter equagoes algébricas
eficientes para solugoes numéricas de problemas estaciondrios, métodos de discretizacdo que
utilizam técnicas de correcdo ao serem submetidos a um ntimero maior de iteracdes convergem
em um tempo mais demorado e geram malhas mais refinadas de melhores resultados.

Como sugestao de trabalhos futuros, temos a busca de métodos que visem otimizar o
tempo de processamento computacional, métodos de inversdo de matrizes, para que tenhamos

melhores solu¢bes com um menor custo computacional.
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Codigo-fonte usado na aplicacao

Codigo A.1: Método de diferencgas finitas para a Equagao de Laplace

//Progama para discretizar Equagdo de Laplace

x0=0; // valor inicial do eixo x
xN=0.1; // valor final do eixo x
dx=0.01; // passo no eixo x
y0=0; // valor inicial do eixo y
yN=0.1; // valor final do eixo y
dy=0.01; // passo do eixo y

x=[x0:dx:xN]; // contrugdo do vetor x

y=[y0:dy:yN]; // construcgido do vetor y

nx= (x); // tamanho do eixo x
ny= (y); // tamanho do eixo y
Nx=(nx-2)~2; // variavel para matriz
extremos pois sao as condicoes de
Ny=(ny-2) "2; // variavel para matriz
extremos pois sao as condicoes de
A= (Nx,Ny); //

dos coeficientes, tiramos os
contorno
dos coeficientes, tiramos os

contorno

//////////CONDICOES DE CONTORNO //////////////

a=nx-2;

gl= (a); // condigdo u(x,0)
i=1:a

gl (1i)=0;

g2= (a);
i=1:a
g2(i)=2; // condigdo u(x,T)

g3= (a);
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for i=1:a
g3(i)= -3; // condigdo u(0,y)

end

gd=zeros (a);

7| for i=1:a

g4 (i)=2; // condigdo u(L,y)

end

1171770777 77777777777777777777777777777777

//////////////// CONSTRUCAO DA MATRIZ DOS COEFICIENTES

for i=1:Nx

s|for j=1:Ny
if i==j
A(i,j)=-4; // diagonal principal
end
if i==j+1
A(i,j)=1; // diagonal inferior sem os zeros
end
if o i==j-1

A(i,j)=1; // diagonal superior sem 0s zeros

end

if i==j+(nx-2)
A(i,j)=1; // segunda diagonal inferior

end

if i==j-(nx-2)
A(i,j)=1; // segunda diagonal superior

end

end

end

for i=(nx-2):(nx-2):Nx-1

for j=(nx-2):(nx-2):Ny-1

A(i+1,3)=0;

A(i,j+1)=0; // colocando os zeros nas primeiras diagonais superior e
inferior

end

end

/7
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1177777777/ //7/7//7/7/7//////////CONSTRUCAD DO VETOR INDEPENDENTE
L1777 7777070777777777777777777777

b=zeros (Nx,1);
k1=1;

k2=1;
for j=1:(a):Nx

5| k2=k1+1; // colocando as condicoes nos veotres independentes
i|b(j)=gl(k2);

end

sl1=1;

s2=1;

for j=a:(a):Nx
s2=s1+1;
s3=b(j);
b(j)=gl(s2)+s3;

5183=0;

end

for i=1l:a
t2=b(i);
b(i)=g3(i)+t2;
t2=0;

end

for i=1l:a
q2=b(Nx+1-i);
b(Nx+1-i)=g3(i)+q2;
q2=0;

end

[17177777777777777777777777777777777777777777777777777777777

D=inv(A); // inversao da matriz dos coeficientes
C=D*b; // ISSO E UM VETOR DE TAMANHO NX+NY

1117777777 77777777777777777/////// fazer o vetor se tornar matriz
111171777

S=zeros(a,a);

39
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bl=1;
b2=1;
for i=a:-1:1

for j=1l:a

508(i,j)=C(bl); // AQUI FAZEMOS 0 VETOR SE TORNAR UMA MATRIZ QUE SERA A

MATRIZ DA SOLUCAQ
bl=bl+1;
b2=b1;
end
bl=b2;

end

//disp(C)
//disp(S)

L11110777 0777777777777 77777777777777777777777777777777777777777777777777

[171717777777777777777777/7/7/7//7//7//7/// solucao analitica
[177171717177777777

S2=zeros(a,a);

x2=x(2:nx-1);

y2=y(2:nx-1);

for i=1l:a

for j=1l:a

5182(i,3)=-(1/(2%%pi))*log(sqrt (x2(i)"2+y2(j)"2)); // ESSA SOLUCAO PODE

SER OBTIDA ANALITICAMENTE
end

end

L1117 777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

contour2d(x2,y2,5,10,rect=[0,0,12,12]);// FAZ APARECER AS CURVAS DE
NIVEL

Sgrayplot (x2,y2,S,strf="042"); // PLOTA EM 2D DE CIMA

title (’Distribuicao de Temperatura 2D’,’fontsize’,3,’color’,’blue’); //
TITULO

xlabel(’x’,’color’,’blue’); // DESCRICAO NO EIX0 DO X

55| ylabel(’y’,’color’,’blue’); // DESCRICAO NO EIXO Y

xset("colormap", jetcolormap(64)); // BARRA DE COR

colorbar (min(8) ,max(S));




