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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar a defini¢ao da massa ADM (Arnowitt-Deser-
Misner) e aplicéd-la ao cdlculo da massa e do centro de massa da variedade exterior de
Schwarzschild, uma solucao essencial da relatividade geral. A massa ADM é uma quanti-
dade geométrica que se associa ao comportamento assintoticamente plano de uma varie-
dade Riemanniana, sendo interpretada como a massa total de um sistema isolado na rela-
tividade geral. Para isso, desenvolvemos as ferramentas matematicas que sao necessarias
para esse entendimento, comecando com o estudo de campos vetoriais, operadores diferen-
ciais como gradiente e divergente, e introduzindo a formulagao do teorema da divergéncia.
Em seguida, estendemos esses conceitos ao contexto de tensores de segunda ordem, desse
modo nos permitindo aplicar o teorema da divergéncia a derivacao da féormula da massa
ADM. Por ultimo, aplicamos essa teoria a variedade exterior de Schwarzschild e demons-
tramos que a massa ADM encontrada coincide com o parametro de massa presente na
métrica. Também discutimos a definicao de centro de massa para variedades assintotica-

mente planas e mostramos como ele se manifesta na geometria de Schwarzschild.

Palavras-chave: campos vetoriais, teorema da divergéncia, tensores, variedades assinto-

ticamente planas, massa ADM, centro de massa, variedade exterior de Schwarzschild.



ABSTRACT

This work aims to present the definition of the ADM (Arnowitt—Deser—Misner) mass and
apply it to the calculation of the mass and center of mass of the exterior Schwarzschild
manifold, an essential solution of general relativity. The ADM mass is a geometric quan-
tity that is associated with the asymptotically flat behavior of a Riemannian manifold,
being interpreted as the total mass of an isolated system in general relativity. To this
end, we develop the mathematical tools that are necessary for this understanding, starting
with the study of vector fields, differential operators such as gradient and divergence, and
introducing the formulation of the divergence theorem. Next, we extend these concepts to
the context of second-order tensors, which allows us to apply the divergence theorem to
derive the ADM mass formula. Finally, we apply this theory to the exterior Schwarzschild
manifold and demonstrate that the ADM mass found coincides with the mass parameter
present in the metric. We also discuss the definition of the center of mass for asymptoti-

cally flat manifolds and show how it manifests in Schwarzschild geometry.

Keywords: vector fields, divergence theorem, tensors, asymptotically flat manifolds,

ADM mass, center of mass, Schwarzschild exterior manifold.



Lista de Simbolos

Vvf  Vetor gradiente.

M?  Variedade diferencidvel tridimensional.

R?’\IB%‘?% Espaco tridimensional euclidiano com uma bola de raio % removida.
12 Componente do vetor normal exterior a esfera S2.

Cg  Centro de massa da variedade, para o = 1,2, 3.

m Massa de Schwarzschild.

mapy Massa ADM da variedade.

n Vetor unitario normal a superficie.

T: E — F Transformagao linear do espaco vetorial ' em F'.

V-v Divergente de um campo vetorial.

v; = T;ju; Transformacao de vetor 4 via tensor 1" em notagao de componentes.
i ® v Produto tensorial dos vetores 4 e ¥ (gera tensor de 2% ordem).

T(v) =Ty Imagem do vetor v pela transformagao T'.

0ij Delta de kronecker.

J Métrica euclidiana padrao (a métrica plana).

R™  Espago euclidiano n-dimensional.

g Métrica definida por (1+2)* 4.

S2 Esfera de centro na origem e de raio r no espaco R™.
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INTRODUCAO

A teoria da relatividade geral formulada por Albert Einstein, em 1915, marcou
uma grande mudanga no que se entendia sobre a teoria da gravidade de Newton, no qual
se descreve como uma manifestacao geométrica da curvatura do espaco-tempo. Em que,
diferente da mecanica newtoniana, onde a massa de um corpo é uma grandeza local bem
definida, na teoria da relatividade geral o conceito de massa torna-se sutil, especialmente
para sistemas isolados que nao possuem simetrias globais.

Nesse contexto, exploraremos a aplicagdo da massa ADM (Arnowitt-Deser-
Misner) e o conceito de centro de massa, com foco no célculo da massa ADM do fim
exterior da variedade de Schwarzschild. O estudo foi inicialmente desenvolvido por Ar-
nowitt, Deser e Misner [I], que investigaram sistemas gravitacionais isolados sob a pers-
pectiva Hamiltoniana, resultando em descobertas significativas sobre a massa ADM, um
invariante geométrico crucial. Essa definicao coincide com a massa total do espago de
Schwarzschild, com a adi¢ao de uma constante.

Os autores Arnowitt, Deser e Misner, em seu trabalho original “Coordinate
invariance and energy expressions in general relativity”de 1961 [I], abordaram a questao
da energia e do momento em sistemas gravitacionais isolados. Eles demonstraram que a
massa total de um sistema isolado pode ser definida a partir do comportamento assintético
do campo gravitacional, o que levou a definicao da massa ADM. Esta massa representa
a energia total do espago-tempo e é um invariante sob transformacoes de coordenadas
assintoticamente euclidianas. Essa formulagao foi crucial para estabelecer uma conexao
entre a teoria da relatividade geral e a mecanica classica, fornecendo uma base sélida
para a compreensao da energia em um espago-tempo curvo. Além disso, Arnowitt, Deser
e Misner também definiram o momento ADM e o centro de massa ADM, fornecendo um
conjunto completo de grandezas que caracterizam um sistema gravitacional isolado de
forma global [1].

O significado fisico da massa ADM é profundo. Ela quantifica a energia de
um sistema isolado em um espaco-tempo assintoticamente plano, um conceito que nao é
trivial na relatividade geral devido a nao-linearidade das equagoes de campo de Einstein
[1]. Diferente da mecanica newtoniana, onde a massa ¢ intrinsecamente ligada a matéria
local, na relatividade geral a massa total de um sistema é uma propriedade do espaco-
tempo como um todo. A massa ADM provou ser uma ferramenta essencial para o estudo
da energia em sistemas gravitacionais, como buracos negros e ondas gravitacionais, e sua
conservagao é um pilar fundamental da teoria [1J.

Além disso, o trabalho de Arnowitt, Deser e Misner forneceu informagoes cru-
ciais sobre as condicoes de contorno assintéticas para espaco-tempo que se tornam planos

em grandes distancias. A massa ADM é definida precisamente a partir do comportamento
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da métrica nessas regioes assintoticamente planas, o que a torna uma ferramenta pode-
rosa para a caracterizar a energia total em sistemas gravitacionais isolados. Essa definicao
mostrou consistente com as expectativas fisicas e continua sendo um pilar no estudo na
relatividade geral.

A definicao da massa ADM pode ser generalizada para dimensées n > 3 ao
escolher a constante adequada na frente da integral [I]. A expressao para a massa ADM
para n =3 é dada por:

MApM = WI)I/VM Tllgloé[ (,)i%(gwZ — ii ;) dS.

Um aspecto central deste estudo sera a definicao de variedades assintotica-
mente planas (M?3,g), que sdo espagos que se aproximam do espaco euclidiano no in-
finito. Seguido pelo célculo detalhado da massa ADM do fim exterior da variedade de

Schwarzschild, que é descrita pela métrica:
m\4
(Mgag) = R3\Bg)ﬂag = (1 + _) d )
2 2r

onde IB%‘% denota uma bola de raio m/2 em R?, m é a massa do buraco negro de Schwarzs-
child, r é a coordenada radial e § é a métrica euclidiana plana em R3. Além disso,
calcularemos o centro de massa associado a essa variedade, um conceito que, embora mais
complexo do que na mecanica classica, é crucial para entender a distribuicao de massa e
a dinamica de sistemas gravitacionais.

A apresentacgao deste trabalho esta organizada da seguinte forma: No Capitulo
1, temos os preliminares: plano tangente a superficie, vetor gradiente, campos vetoriais
e tensores. Desenvolvemos os conceitos de vetores e campos vetoriais, definindo seus
operadores diferenciais gradiente e divergente. Em seguida, introduzimos a definicao de
tensores, explorando suas operacgoes fundamentais em termos de componentes e definindo
o gradiente e o divergente de um campo tensorial. No Capitulo 2, abordamos o teorema da
divergéncia, explorando suas aplicagoes tanto para campos vetoriais quanto para campos
tensoriais. Por fim, no Capitulo 3, apresentamos as defini¢coes de variedades diferenciaveis
e variedades assintoticamente planas. Definimos, entdao, a massa ADM e o centro de
massa, aplicando esses conceitos a variedade exterior de Schwarzschild e discutindo as

propriedades geométricas e fisicas associadas ao centro de massa.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados preliminares
que darao suporte as demonstracoes no transcorrer deste trabalho. A seguir, com base

em [3] e [2], serao definidos os seguintes temas.

1.1 Plano Tangente a Superficie

Definigao 1.1.1 (Plano tangente a superficie). Suponha que f tenha derivadas parciais
continuas. Uma equagao do plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto P(xq,yo, 20)
€ dada por
z =20 = fo(20,y0)(x = 20) + fy (20, 90) (¥ = Yo)-

Exemplo 1. Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico z = 2x% + y?> no ponto
(1,1,3).

Solugdo : A superficie é dada por z = f(z,y) e queremos o plano tangente no ponto
(1,1,3), para isso devemos verificar que o ponto pertence a superficie. Vamos substituir

x =1, y =1 na equacgao da superficie:
z2=2(1)>+(1)*=2+1=3,

o ponto (1,1,3) realmente estd na superficie. Em seguida, para encontrar a equagao do

plano tangente, precisamos das derivadas parciais de f(z,y) = 222 + y? em relagdo a = e
Y 9

() = =— (222 + 4?) = 4,

fa(,y) = 5- (207 +y7)

0
fy(z,y) = a—y(%f2 +y?) = 2y.

Agora, avaliamos essas derivadas parciais no ponto (1,1):

F(11)=4-1=4,

13
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f(1,1)=2-1=2.

Usando a férmula do plano tangente

z =29 = fo(20,90)(x = 20) + [y (20, 40) (¥ = Yo),

z=3+4(x-1)+2(y-1),
simplificando:

z2=3+4x-4+2y-2=4x + 2y - 3.

Portanto, a equacao do plano tangente ao paraboloide z = 222 + y? no ponto
(1,1,3) é:
z=4x+2y-3.

1.2 Vetor Gradiente

Definicao 1.2.1. Para uma funcao f de trés varidveis, o vetor gradiente, denotado por
Vf ougrad f, é

V(x.y,2) = (fol2,y,2), fy(2,y,2), (2,9, 2)). (1.2.1)
Exemplo 2. Se f(z,y,z) = zsin(yz), determine o gradiente de f.

Solugao : Queremos calcular o gradiente de f, ou seja:

of of o
Vi) = (G5 5.

Derivada parcial em relacao a x:
Como z é a variavel de diferenciacao e sinyz é tratado como uma constante, derivamos

normalmente:
of _ sin (yz)
or y2).

Derivada parcial em relagao a y:

% - d%[sm(yZ)] = cos(yz) - 2.

Derivada parcial em relacao a z:

g—‘z =x- %[sin (yz)] =x-cos(yz)-y.
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Agora juntamos os trés resultados:

Vf(z,y,z)=(sin(yz),zzcos(yz),zycos(yz)).

Esse vetor aponta na direcao de maior crescimento da fungao f em cada ponto

do espaco.

Exemplo 3. Gradiente do campo escalar da funcdio f(x,y,z) =z +y2.

Figura 1.1: Ilustragao do gradiente.

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.

Observagao 1.2.1. O gradiente Vf associa a cada ponto da regiao 2 c¢ R3 um vetor.
Assim, V f define um campo vetorial em ).
Observagao 1.2.2. Para uma superficie S, determinada pela equagio f(x,y,z) =0, o

vetor unitdrio normal em um ponto (x,y,z) é dado por

VI
Il

onde V[ € o vetor gradiente de f definido na equacdo anterior , e |IVf|l € a mag-

nitude do gradiente.

n =

(1.2.2)

Exemplo 4. Se f(x1,x9,23) = x129+x3, encontre um vetor unitdrio 1. normal & superficie

de uma constante f passando pelo ponto (2,1,0).

Solucao : O vetor gradiente é perpendicular a superficie de f constante, o gradiente
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da funcao f é calculado pela equagao ((1.2.1)) como:

of of of

9y s’ Dy

V(1,29 23) = ( ) = (29, 11,1).

Um vetor unitario normal a superficie 71 é obtido pela equagao (1.2.2):

Vi
IV A

7=
avaliando o gradiente no ponto (2,1,0). Substituindo z; = 2, x5 = 1, 23 = 0, obtemos
vf(27 17 O) = (x27'r17 1) = (17 27 1)

este vetor é normal a superficie de nivel de f no ponto. A magnitude do gradiente no
ponto (2,1,0):

IVfll = IVf(2,1,0)]| = VI2+22+12=V1+4+1=6.
Assim, o vetor normal unitario 7 é:

= _ V/(2,1,0) -L(1,2,1)=§

IV£(2,1,0)] V6 (1,2,1).
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1.3 Campo Vetorial
Definigao 1.3.1. Seja E um subconjunto de R3. Um campo vetorial em R3 € uma funcao

U que associa a cada ponto (x,y,z) em E um vetor tridimensional v(x,y, z).

Figura 1.2: Campo Vetorial em R3.

VNN

1

1 ARSI NN
JE AN NN

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.

Observagao 1.3.1. Na Figura[1.9, todos os vetores apontam para fora da origem, como

ratos saindo de um ponto central e também a medida que vocé se afasta da origem, os

vetores crescem em tamanho.

Exemplo 5. Esboce o campo vetorial em R? dado por v(x,y,z) = k.
Solugdo : Isso significa que o vetor em cada ponto (z,y,z) tem apenas componente na

diregao z (ou seja, diregao de l;:), e essa componente é igual ao valor de z no ponto. Neste

caso, o vetor associado é:
v =1(0,0,2)

Figura 1.3: 9(x,y, 2) = zk em R3.

—

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.
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1.3.1 Divergente de um Campo Vetorial

Defini¢ao 1.3.2 (Divergente de um Campo Vetorial). Seja ©(vy,ve,v3) uma func¢ao ve-
torial definida e diferencidvel em cada um dos pontos (x1,To,x3) de uma determinada
regiao do espago 2 c R3 (0 define um campo vetorial diferencidvel ). A divergéncia de v,

representada por V -v ou div ¥, € dada, em coordenadas cartesianas, pela expressao:

E)vi 81}1 + 8112 + 81)3
B 8951 N 8%1 (933'2 81'3'

O divergente de um campo vetorial é uma grandeza escalar que pode variar de

(1.3.1)

ponto a ponto. Ao contrario do gradiente, que gera um vetor, a operacao do divergente
reduz o tipo da expressao em uma ordem, convertendo um campo vetorial em uma funcao

escalar.

Exemplo 6. Esboce o grifico dos campos vetoriais v(z,y,z) = (-z,-y,-z), 0(x,y,z) =

(—y,x) e calcule o divergente.

Figura 1.4: ¥(x,y,2) = (-z,-y,-2) em R3.

1T
N ey
NN 27
N 42
NN
B
P A
//// ‘\\\\‘\\
vl o
gAiRie

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.

Solugao : O divergente é calculado pela soma das derivadas parciais de cada compo-
nente do campo vetorial, na equacao (|1.3.1)):

O(-x) , () | A-2) _

Ox oy 0z 3

Vb=

Portanto, o divergente é:
V-0=-3.
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Figura 1.5: 9(x,y,2) = (-y,x) em R3.

— -
- - - Tm,
& P o -— % 3
I boa el t
Vo YV ¥~ ow
PR N .9 <, w TR
i - g | 4
PRI S . ol A W
P S . - - w R
H ! R S -7 ¢ !
V an > 7
PO SR, B
) LI~ ¢ t
Y Lt T p—r
PR Sl .5 i e Ll
PDoy STET )
Y TS = v T,/
- U {E" LIl |
I R . ?
3 A | ey e
. - T P
e — -
~— e

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.

Solug¢ao : Da equacao|l.3.1

. _0(-y)  O(x)
U= +——==0.
vy ox dy
Portanto, o divergente ¢é
V-u=0

Observacao 1.3.2. Interpretacgao:

e Da Figura[l.9, V-0 >0: o ponto é uma fonte, ou seja, o campo “sai”dele.
e Da Figura V-9 <0: 0 ponto é um sorvedouro, ou seja, o campo “entra’nele.

e Da Fz'gum V-0 =0: 0 campo € incompressivel (ex: fluido sem perda de volume).

: . . - L.
De fato, considerar o divergente de um escalar nao tem significado, pois nao
h& como calcular o “fluxo”de uma certa quantidade que ja é escalar, neste caso é preciso

que a funcao represente uma grandeza vetorial.

1.4 Tensor

Um tensor de certa forma é representado em um referencial particular por um
conjunto de fungoes que sao chamadas componentes. Tensores de segunda ordem sao um
certo produto de dois vetores ou de modo mais formal, sao generalizagoes dos conceitos

de vetores.
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Em [4], temos as seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 1.4.1 (Tranformacoes Lineares). Sejam E, F espacos vetoriais sobre R. Uma
transformacao linear T: E — F € uma correspondéncia que associa a cada vetor v € F
um vetor T(¥) =T -9 =Tv € F de modo que valham, para quaisquer i,V € E e a € R, as
sequintes condigoes:

T(u+9)=Tu+Tv

T(a-0)=a-T0,

o vetor T ¥ chama-se a imagem(ou transformado) de v pela transformagao T. Quando

E=F, T é chamado de operador linear.

Definigao 1.4.2 (Tensor). Considere T uma aplica¢ao de E em E, a qual transforma

qualquer vetor em um outro vetor. Se T transforma 4 em z e ¥ em W, isto €,
Ti=z e Tv=uw, (1.4.1)

e se T satisfaz as sequintes condicoes:

Para quaiquer u, v € E

T(i+3)=Ti+Ti Vi,icFE

(1.4.2)
T(av)=aTv VoeE, VaeR,

onde U e ¥ sao dois vetores arbitrdrios e o um escalar arbitrario entao T’ é chamado de
uma Transformacgao Linear. A qual também é chamado de Tensor de Sequnda Ordem ou

simplesmente um Tensor.

Uma definicao alternativa e equivalente de uma transformacao linear é dada

pela tunica propriedade linear
T(au+ pv) = aTu+ T,

onde 4 e ¥ sao dois vetores arbitrarios e o e 8 sao escalares arbitrarios.

Se dois tensores, T' e S, transformam qualquer vetor arbitrario # de forma
idéntica, esses dois tensores sao os mesmos, isto é, se Tu = Su para qualquer u, entao
T = S. No entanto, dois tensores diferentes podem transformar um vetor especifico da
mesma forma.

De forma geral, dados os vetores 1, o, ..., U, € escalares aq, ao, ..., a,, as relacoes
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anteriores podem ser resumidas como

T(oqﬂl + Oégﬁg + ...+ ozniln) = OéleLl + hoﬂg + ...+ OéanLn

= OZZTﬂZ

O conjunto de todos os tensores forma o espaco vetorial Lin se a adicao e a
multiplicacao por escalar forem definidas ponto a ponto, ou seja, S+ 7T e aS(a € R) sao
os tensores definidos por

(S+T)5 =S5 +T%
(aS)v = a(SV)

A forma com a qual definimos o conceito de tensor, acima, permite que se
faca uma associacao entre tensores e matrizes. Dessa maneira, as operagoes matriciais
equivalentes a essas duas tltimas operacoes tensoriais sao, respectivamente, a soma e o

produto por escalar usualmente conhecidos e usados no estudo de matrizes.

Exemplo 7. Seja T uma transformacao diferente de zero que transforma todo vetor em

um vetor fixo n diferente de zero. Essa transformacgao € um tensor?

Solucao : Considere 4 e v dois vetores arbitrarios, entao pela definicao de T', Tu = n,
TV =n, como
T(u+v)=n
Tu+Tv =2n.

Logo,
T(u+v)+Tu+To.

Portanto, essa transformacao nao ¢ linear. Em outras palavras, nao é um tensor.

1.4.1 Componentes de um Tensor

As componentes de um vetor dependem da base adotada para definir o sis-

tema de coordenadas. O mesmo acontece para os tensores.

Defini¢ao 1.4.3. Dado um vetor e uma base ortonormal {€,,8&,,€3}, as componenentes
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desse vetor em relagcao a essa base sao dadas por

u1=51~ﬁ
ulzélﬁ—> u2:ég-ﬁ
ngég'u

Por sua vez, denota-se o vetor @ em termos de suas componentes como
U= ulél + ’UQéQ + Ugég = uzél

Aplicando-se o tensor T' ao vetor 4, tem-se um outro vetor v = T4 que pela

linearidade de T', pode ser escrito como
v="Tu= T(Ulél + U,Qég + ’LLgég) = UlTél + UQTéQ + U3Tég = UlTél

As componentes de ¥ sao dadas por

v = él -V = Ulél . Tél + Ugél . Téz + Ugél + Tég
Vg = 52 U= UQég Tél + UQéQ Tég + Ugég + Tég — U = U éj . Té]

N U3ég -Té; + Ugég -Téy + U363 + Tég

<
s
|

N
w

Neste caso termos como €, -T€; =111 e éy-Té, = T5 sao interpretados como
as componentes de T nas diregoes €; e €5 respectivamente. De uma forma geral, defini-se

T;; como sendo as componentes do tensor 7', que sao dadas por
Ej = 61‘T€j.
A partir dai, a equacao v = T4 pode ser escrita na forma de componentes como

vy = Tirug + Troug + Tizus
Vg = T21U,1 + T22U2 + T23U3 —> U; = T‘ijuj-

v3 = T31u1 + T3oug + T33us
A relagao anterior pode ainda ser representada na seguinte forma matricial:

(%1 Ty T Tiz)(w
va| =T Toe Tz ||uz| — (6):(T)(a)a

U3 Ts31 T3 Tiz3) \us

com [T'] denomina matriz do tensor T relativamente & base {€1, €, €3}.
Observa-se que os termos nas colunas de [T'] sdo, respectivamente, as compo-

nentes de T'éy, T'éy e Tés.
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Portanto:
Tél = Tllél + TQléQ + Tglég

Tég = Tlgél + ngég + ngég —> Tél = T‘ijéj

Tég = T13él + TQgéQ + T33€3

Verifica-se que as componentes de T, assim como as de um vetor ¥, dependem
do sistema de coordenadas adotado através dos vetores unitérios da base {€1,€s,€3}.

Assim, um tensor terd uma matriz para cada base considerada.

1.4.2 Tensor Simétrico
Definigao 1.4.4 (Tensor Simétrico). Um tensor é chamado simétrico se
S =57,
Assim, as componentes de um tensor simétrico possuem a propriedade,
Sij = (ST)ij = S,
matricialmente temos,

S11 Sz Sis S11 Sz Sis
S = 521 522 523 = 521 522 523
531 532 533 531 532 533

Ou seja,
Si Sz Sis S Sa1 Sm;
So1 Saa Sz |=]S12 S Ss
S31 S3z S33 S13 Saz Ss3

Observacao 1.4.1. Delta de kronecker é um tensor de sequnda ordem

ondei,j=1,...,n.

Exemplo 8. Seja T = ¢;; = u*d;; uma métrica conforme é um tensor simétrico, onde
i,j=1,2,3.
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1.4.3 Produto Tensorial de Vetores

Definicao 1.4.5. O produto tensorial de dois vetores u e ¥ € um tensor de 2% ordem,
U ® U, este tensor pode atuar num vetor w. A definicao de produto tensorial estd incluida
na igualdade sequinte
(d®v)w = (v-w)i.
Assim, de acordo com a expressao anterior, o tensor 4@ ® ¥ atua no vetor w,
sendo o resultado um vetor que tem a direcao e sentido do vetor 4 e cujo comprimento é
igual a |v-w||4|, ou seja, o comprimento original de % multiplicado pelo médulo do escalar

de U e w.

Por outras palavras, se tens dois espacos vetoriais: FE de dimensao p e F' de

dimensao ¢, o produto tensorial desses espagos gera um novo espaco:
E®F

este é um espaco vetorial de dimensao pq, com as seguintes propriedades:
1. O produto tensorial de dois vetores @ € E e v € ' denotado por 4 ® ¥ é um vetor em

E ® F que, este produto satisfaz as seguintes relagoes:

o ()u®(0+w)=u®v+i®w (Lei Distributiva)
(u+w)® +w®v (Lei Distributiva)
U)=u® (Av) (Lei Associativa).

2. Se {é€1,...,6,} ¢ uma base de E e {fl,...,fq} é uma base de F', entao os elementos

€; ® fa,i =1,...,n:a=1,...,m formam uma base de £ ® F.

—

As condigoes 1 e 2 permitem-nos concluir que, com 4 = u;6; € U = Vo fa, O

elemento 4 ® ¥ do produto se pode escrever na seguinte forma:
UV = (Ulél) ® (Uafa) = Ui’l]a(éi ® fa)-

Sendo pq escalares e u;v,(i = 1,...;a = 1, ..., q) como componentes do vetor 4 ®%7

na base tensorial €; ® f, .
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1.4.4 Traco de um Tensor

Definicao 1.4.6. O traco de um produto tensorial de dois vetores i ® ¥ € definido como

um escalar dado por i -v, ou seja,
tr(it®v) =1-7.

Nota-se que, o trago extrai um escalar do tensor, justamente a soma dos produtos das

componentes correspondentes de U e U.

Como consequéncia direta dessa definicao, tem-se a propriedade de linearidade

do traco:

Observacgao 1.4.2 (Célculo nas Componentes Cartesianas). Se @ = u;€; e v = v;€;, entdo:

3
tr(d ® V) = uyv1 + ugvg + uzvz = Zuivi =u-0.
i=1

Como qualquer tensor 7" pode ser escrito na forma,
T =T;(é®é),
entao o trago de T' é:
0T = tr(Ty (6 8 )
= sztr(é’z ® éj)
=Ti;(é: - €5)
= Ti;0i
= Tll + T22 + T33.
Logo, o trago de um tensor é bem definido através da relagao

tT'T = T”

Verifica-se que o trago de um tensor possui ainda as seguintes propriedades
o 1. tr77T =trT,
o 2. tr(ST)=tr(TS).
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1.5 Gradiente de um Campo Tensorial

Definigao 1.5.1 (Gradiente de um Campo Tensorial). O gradiente de um campo tensorial
de sequnda ordem T € definido de maneira andloga a do gradiente de um vetor, eq. )

E o tensor de terceira ordem

_or
_8xk

L 0Ty

v T ®ek:8—ei®e]~®ek,

Tk
em que T;; sao as componentes do tensorT', €; € a base canonica do espago tridimensional,
Ty $Go as coordenadas cartesianas (r1,T,T3) € % representa as derivadas parciais em

relacao a xy,.

Exemplo 9. Usando a definicao do gradiente do campo tensorial de sequnda ordem,

resolver o exemplo [§

Solugao : Do exemplo, temos: T;; é um tensor de segunda ordem, u ¢ uma funcgao
escalar e d;; ¢ o simbolo de kronecker.
O gradiente do campo tensorial é dado por:

9Ty

v T= 6; ®E; ®Ey.
a%‘k ! I

Derivando T;; em relacao a xy,

or; o0 , ,
= —(u*d;;).
ox k ox k (u J)

A derivada depende apenas de u?, devido d;; ser constante (observacao [1.4.1)). Aplicando

a regra da cadeia, temos:

oT;; out
T=" g, 2
v a’L‘k J axk

Agora, derivamos u* em relacao a xy:

ou* ou
—— =4t
8$k ¢ 8xk

Substituindo a derivada na férmula do gradiente

ouw . . .
vT-= 4u3%5i]’6i ®e; ® ek
k

Assim, o gradiente do tensor T' é dado por:

o

v T = 4u
82L‘k

5@]éz ® éj ® €.
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Que é um tensor de terceira ordem.
Observacao 1.5.1. Isso nos diz que a variacao do tensor T é determinada pelo gradiente
de u nas diregoes x1,xs,x3 € observa-se que as componentes nao nulas ocorrerao apenas

quando i = j, porque o simbolo de kronecker 6;; € zero quando i # j.

1.6 Divergente de um Campo Tensorial

Com base nos resultados obtidos do capitulo anterior da secao podemos
introduzir a nocao de divergente de um campo tensorial de forma parecida das composicao

de tensores de segunda ordem.

Definigao 1.6.1 (Divergente de um Campo Tensorial). A divergéncia de um tensor de

sequnda ordem T é definida como o vetor

or B 8(Tjké] ® ék) 5.

div T = €;
a?L’i ' (‘9@ ’
0
= —TT;:€é; (1.6.1)
75 .0.
8.17]'
onde T' € o tensor de sequnda ordem com componentes Tj,, €; ® €, € a base do espaco
tensorial e % derivada parcial em relagcao a coordenada espacial x;.

Exemplo 10. Calcular a divergéncia de T;; = u(x,y, 2)0;;.

Solugio : u(z,y,z) é uma func@o escalar diferenciavel e §;; é o simbolo de kronecker.

A divergéncia de um tensor é dado por:

T,

d> T: i-
(Y axje

Substituindo T;; = u(x)d;; na férmula da divergéncia, temos:

oT,;
8!Ej

0 .
= a—%(u(x)fsij)ei-

Como 9;; ¢é constante em relacao a diferenciagao, podemos retird-lo da derivada:

aT;;
J = (Szjﬂél
8[)3]' @l’j

Agora podemos usar a notagao de Einstein, para a soma implicita sobre o indice j:
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ou

divT = Zéma

Portanto, a divergéncia desse tensor é o gradiente da funcao escalar u.

div T = g“ ..

i

Observacao 1.6.1. Para um tensor constante T;; = ;.
Neste caso, T € o tensor identidade constante (no qual, ndo depende das coordenadas).

OTy; 00y _
8$J’ N 8xj N

Logo,
div T =0.

Portanto, a divergéncia de um tensor constante é nula.



Capitulo 2

TEOREMA DA DIVERGENCIA DE GAUSS

Este capitulo descreve o teorema da divergéncia, tanto para campos vetoriais
quanto para campos tensoriais. Trata-se de um teorema fundamental na andlise vetorial,
com grande importancia para o calculo de integrais de linha, de superficie e de volume, a
partir das defini¢coes de divergeéncia.

Esse teorema possui um profundo significado fisico e é muito utilizado na for-
mulacao de equacoes matematicas que representam leis fisicas, como as leis de conservacao

em eletromagnetismo, dindmica de fluidos e mecanica dos meios continuos.

De [3], temos a seguinte definicao:
Definigao 2.0.1 (Integral de Superficies de Campos Escalares). Seja f(z,y,2z) uma

funcao escalar definida sobre uma superficie S, e seja

(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(w,v)), (u,v)eD,

uma parametrizacdao reqular de S, onde D c R? € o dominio dos parametros. A integral

de superficie é definida de f sobre S como:

fff(x,y,z)d5=fff(f(u,v))”?uvaﬂdudv. (2.0.1)
S D

Exemplo 11. Calcular a integral de superficie da func¢do escalar f(z,y,z) = z sobre uma

parte de um paraboloide z = 4 — 2 — y?, que se encontra acima do plano z = 0.

Solucao : A superficie é dada pelo paraboloide z = 4 — 22 — y2, e devemos considerar e
integrar sobre a parte da superficie que estd acima do plano z = 0, ou seja, a parte onde
z 2 0.

Para z =4 - 22 -y? > 0, temos a condicao 2+ y? < 4. Logo, a regiao D sobre o
plano zy é um disco de raio 2, ou seja, x2 + y? < 4. Podemos parametrizar a superficie S

usando coordenadas polares, uma vez que a equacao z2 +y? = 4 é circular.

29



30

Figura 2.1: Superficie do paraboloide z = 4 — 22 — y? acima do plano z = 0.

24
x n ¥

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.

Definimos:

x(u,v) =ucosv, y(u,v)=usenv, z(u,v)=4-u?

com u € [0,2] e v e [0,2r]. O vetor normal 7 a superficie ¢ dado pelo produto vetorial de

Ty € Ty, onde:

dr dy 0z

. (8:6 dy 87:). . (__ )
“CCNowouwou) ) " \ovw dv ov)’

Assim, temos:

Ty = (cosv, senv, —2u) ; 7, = (-usenv,ucosv,0).

O produto vetorial 7, x 7, é dado por:

Ty XTy=| cosv  senv —2u
-usenv wucosv 0
= (0 - (-2ucosv))i - (0 - 2u*senv)j + (wcos® v — (—usen?v))k
= (2u® cosv, 2u’senv, u(cos®v +sin®v))

= (2u? cosv, 2u’senv, u).

O moédulo |7, x 7, | é

|7 % || = /(2u2 cosv)? + (2u2senv)? + u?

= V4uh cos? v + dutsenv + u2

= \/4u*(cos? v + sen2v) + u?
= Vidut +u?
=uvViu? + 1.
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A fungao escalar f(z,y,z) é dado por f(x,y,z) = z. Na parametrizacao, temos z = 4 —u?.

Logo, a fungao a ser integrada serd f(7(u,v)) =4 —u?.

A integral de superficie em equacao é dada por:

ﬂf(m,y,z)dS: f F(F(u,0)) |7y x 7y | dudv.
S D
Substituindo os valores:

]S:[/f(x,y,z)d5=ff(ll—uQ)'U\/Mdudv. (2.0.2)

A integral sobre v é simples, pois a funcao nao depende de v, logo a integral sobre v de 0

a 2m é simplesmente 27. A integral final fica:

27 2 2
:ff(4—u2)'uv1+4u2~dudv:27Tf(4—u2)~uv4u2+1du. (2.0.3)
00 0

1
Fazendo a substituicdo. Se w =1+ 4u?, u? = entdao dw = 8udu. Logo udu = —dw.

Quando, u=0=w=1e u=2= w=17. Substituindo tudo na equacao e resolvendo,

[szf(17 w) V- dw /17 Y whdw
1

17
1
=3—21[(17w1/2—w3/2)dw
w32 w21
il

17
[ w2 _ 5/2] .
1
Simplificamos

eS8 2] (2 () ) ()

32 3 3 5 15
1 (1156 164
= == /17-—=—
32( 15 15 )
1
115617 - 164
32 15 ( )

11 164
480( 563/17 - 164).
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Finalmente, substituimos em ([2.0.3)).
2 1
o f(4 VA s dr = 2 - = (1156717 - 164) = 570(1156\/17 ~ 164).
0
Portanto, como resultado a equagao (2.0.2)) se torna:

T
I, = [f [,y 2)dS = 515 (1156V/17 - 164).

Em [5], encontra-se a definigdo do Teorema da Divergéncia para campos veto-

rials e tensoriais.

2.1 Teorema da Divergéncia de um Campo Vetorial

Teorema 2.1.1. Seja V o volume de uma regiao tridimensional limitada por uma su-

perficie fechada S, entao para um campo vetorial ¥ definido em V' e em S, serd verdade

fffv-@ dV:/]ﬁ-ﬁdS (2.1.1)

onde dV e dS sao os elementos infinitesimais de volume e drea, respectivamente, 1 € o

que:

vetor unitdrio e exterior a superficie S que contém o volume V no qual o campo vetorial
¢ definido.
Em notagao indicial, a equagao ([2.1.1]) pode ser expressa como:

f/ S—Z dV:ff”j'”j ds. (2.1.2)
v S

Figura 2.2: Teorema da Divergéncia

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.
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Demonstracao. O campo vetorial ¥ é expresso da seguinte forma:
TJ = (U17 Vg, U3)

onde vy,v9 e vy sdao fungoes escalares das coordenadas (x1,x2,73), o divergente de ¥ é

dado em ([1.3.1]) por
6211 81)2 8’1)3

8x1 i 81’2 " 81‘3‘

Podemos expressar a integral de volume da divergéncia, na qual representa a soma da

VU=

divergéncia em todos os pontos dentro do volume V' da seguinte forma:

f[/v-@ dV:f[f Qv | Ovy D s
8051 8x2 81’3
v v
:f[ %dV+[f @dxuff[%dv
oy 0o O0w3
v v %
= ﬂ % dzy dxo drs + [[ % dxr1 dxrg drs + f/ % dxy dxo dxs.
7 8x1 . 81‘2 8%3

\%4

Agora, vamos analisar cada uma dessas integrais separadamente e aplicar o Teorema

Fundamental do Calculo. Considere a primeira integral:

[[ % dl‘l dl‘g dl‘g.
7 82?1

Vamos integrar primeiro em relagdo a z;, mantendo x5 e x3 constantes. Suponha que
para cada (x2,23), a regiao V se estende de x; = a(xq,x3) até xq = b(z2,x3) ao longo da

direcao x;. Entao, a integral em relagao a x; é:

b(z2,r3)
[/ % dl‘l dZL‘Q dil?g = [/ f (%) dl’g dﬂi’g
v 8I1 (oms) 8x1

=/][U1(5(I2,$3),$2,$3)—Ul(a(I2,$3),$2,$3)] dxy dxs
= ﬂvl(b(xg,xg),xg,xg) dxs dxg—ﬂvl(a(xg,xg),xg,xg) dxs dxs.

Da Figura [2.2] as superficies definidas por z1 = a(x2,x3) e @1 = b(x2,23) correspondem
as partes inferior (S57) e superior (Sy) da superficie S em relagdo a diregdo z7. Seja
T = n1€1 +N2éa+n3fs 0 vetor normal unitario a superficie S em cada ponto (x1, 72, x3) € 5,
apontando para fora de V e seja 7 o angulo 7 e é; desta forma temos: 7 -€; = ny =
cos () - |n| - |é1| ie. cosy = ny em Sy e cosy = —ny em S;. Dai, e do fato de que

dxodrs = cosydS. A projecao do elemento de drea dS projetado no plano (xo,x3) estd
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relacionado com dzodxs e a componente normal nq na direcao x1, de forma que
deQdﬂZ‘g = |TL1 . él|dS = |n1|dS

Portanto, em S5
de‘QdI’g = nldS,

e em S;
dl)&’gd{[‘g = —nldS.

Note que em Sy (superior), a normal externa tem uma componente n; positiva, enquanto

em S; (inferior), a normal externa tem uma componente n; negativa(devido a orientacao

/f”l(b(%,w:s),%,wg) dxsy dm3=ﬂvln1dS,
Sa

]]Ul(a($27$3)7$2,$3) dxy dvs = —ffvlnldS.
S1

Portanto, a primeira integral se torna:
81}1
[/ - dlEl dlEQ deg = [/U1n1d5+ [[Ulnlds
8.171
1% Sa S1
= [[ vlnldS.

SgUSl

da normal externa).

e também:

Como S = S, U Sy, a integral acima pode ser reescrita como uma integral de superficie

sobre S: 5
[/ —Ul d[[‘l dIL‘Q d[L‘g = [/Ulnlds.
8951
14 S

Analogo a este raciocinio, aplicamos o mesmo para as outras duas integrais, obtemos:

[[ % dl’l dl’g d23'5 = ﬂ UQﬂQdS,

al'g

14 S

ﬂ % dl‘l d.IQ d$3 = ﬂ Ugngds.
8233

% S

Somando as trés integrais de superficie, obtemos:

‘/]](gzi +§Z +§§Z) dv:[/Ulnlds+[fv2n2d5+[/vgn3d5
% 5 i .
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e também,
f[/ V-udV = //(vlnl + Vony + Ugng)ds.
\% S

O termo (ving + vang + v3ng) é exatamente o produto escalar do campo vetorial ¥ =

(v1,v2,v3) com o vetor normal unitario 7 = (ny, ng, ng):

vV-n= V1N + VaNg + U3ng.

Portanto, a equacao final é:

fvffvw‘u[f@.ﬁds

que é o Teorema da Divergéncia.

O
Exemplo 12. Determine o fluzo do campo vetorial F’(x,y, z) = z%+y}'+xl% sobre a unidade
esférica x2 +y> + 22 = 1.
Solu¢do : Primeiro calcularemos o divergente de E:

= 0(2)  I(y)  O(x)
div F = o + Dy + .

A esfera unitdria S é a fronteira da regiao sélida dada por x? + y? + 22 < 1. Entdo, o

Teorema da Divergéncia da o fluxo como:

ffﬁﬁdS=[/fv~FdV=[/ 1dV=§7r(1)3=4§.

S
2.2 Teorema da Divergéncia de um Campo Tensorial

O teorema da divergéncia pode ser estendido a campos tensoriais de classi-
ficacdo maior que um. Assim como no caso de um campo vetorial, a integral de um
campo tensorial é definido como o tensor cujos elementos sao as integrais das componen-

tes de um determinado campo.

Teorema 2.2.1. Seja V' o volume de uma regiao tridimensional limitada por uma su-

perficie reqular fechada S, entdo o campo tensorial definido em V e em S é

ff(Téj)-ﬁ dS:[/]v(Téj) v (2.2.1)
S 1%
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onde 1 representa o vetor mormal unitdrio associado a superficie S, dV e dS sao os
elementos infinitesimais de volume e drea, respectivamente.

Para um campo tensorial geral, isso tem uma extensao direta, segundo [10]:

/[T,]n] ds = [[f o dV = f/ a; av. (2.2.2)

Demonstragdo. Analoga ao que foi demonstrado em 2.1}

[]

Exemplo 13. Um campo vetorial a satisfaz V-d =0 dentro de um volume V e d-n=0 na
superficie de contorno S. Considerando o teorema da divergéncia aplicado a T;; = x;a;,
mostre que [[f,,a dV =0.

Solucao : Aplicando o teorema da divergéncia a T; = x;a; encontramos
oT;; d(x;a;
ff 9 dV:[ffM dvszxiajnj ds =0,
an 8xj
v v S
Ja que a;jn; = 0. Ezxpandindo a integral de volume obtemos
d(x;a; O 0
[f[ (2:a;) dV=[/ Oz, dV+f[ ri? o Lav,
v Oxj 7 8$]
= /] (5,-jaj dV,
%
- ff[ a; dV =0,
%
8(1] _

onde ao ir da primeira para a sequnda linha usamos a =0 e oz, =0.




Capitulo 3

APLICACOES

Neste capitulo, apresentaremos as definicoes de variedades diferencidveis, va-
riedades assintoticamente planas, da variedade de Schwarzschild tridimensional completa
e da variedade exterior de Schwarzschild. Por fim, definiremos e aplicaremos os conceitos

de massa ADM e centro de massa, que surgem naturalmente nesse contexto geométrico.

3.1 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferenciavel é uma generalizagao de uma superficie que nao
necessariamente precisa estar embutida em um espaco euclidiano. Ela é um espaco to-
polégico localmente semelhante a R™ e admite uma estrutura diferenciavel, que permite

o estudo de conceitos como derivadas e integrais.

De [6], temos as definigdes seguintes:
Definigao 3.1.1 (Sistemas de Coordenadas Locais). Seja M um espago topoldgico. Um
sistema de coordenadas locais (ou carta local) em M € um homeomorfismo x: U - x(U) c
R™, onde U é um subconjunto aberto de M. As coordenadas x(p) = (x*(p),...,z™(p)) as-

soctadas a um ponto p € U sao chamadas de coordenadas locais de p no sistema x.

Exemplo 14. Coordenadas Cartesianas: Seja M = R™ com U c R™ um aberto. A
aplicag¢ao x : U - R™ dada por x(p) = p € simplesmente a inclusao. Nesse caso, o sistema

de coordenadas introduzido em U sao as coordenadas cartesianas do espa¢o R™.

Definicao 3.1.2 (Mudanca de Coordenadas). Dado dois sistemas de coordenadas locais
x:U—->R™ey:V - R™ no espago topologico M, tais que UnV # 0. Para cada ponto
peUnV, podemos associar:

e Coordenadas x* = x'(p) no sistema x,
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e Coordenadas y' = y*(p) no sistema y.

A mudanca de coordenadas € a aplica¢do:
Pay :yoaj’_llx(UﬂV) —>y(UﬁV)
Essa funcao relaciona as duas representacoes locais do ponto p e é um homeomorfismo.

Definicao 3.1.3 (Atlas Diferencidvel de Classe C*). Um atlas U sobre um espago to-
poldgico M é dito classe C* (com k > 1) se todas as mudangas de coordenadas ., com
x,y € U, sio aplicagoes de classe C*. Escreve-se entao U € C*. Como ¢y = (pzy)7",

essas mudancas sao difeomorfismo de classe C*.

Definicao 3.1.4 (Sistema de Coordenadas Admissivel). Um sistema de coordenadas z :
W — R™ ¢ admissivel relativamente a um atlas U se, para todo sistema de coordenadas
x:U - R™ do atlas, com UnW # 0, as mudangas de coordenadas ¢, € p,, forem de

classe Ck. Em outras palavras U u{z} continua sendo de classe C* em M.

Defini¢ao 3.1.5 (Variedade Diferenciavel). Uma variedade diferencidvel, de dimensao m
e classe C* é um par ordenado (M,U) onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com

base enumerdvel e U é um atlas mdximo de dimensao m e classe C* sobre M.
Exemplo 15. O espaco Euclidiano R™ é uma variedade diferencidvel.

Exemplo 16. Um subconjunto aberto W de uma variedade C* tem uma estrutura na-
tural de variedade C*, dada pelo atlas mdzimo em W, formado por todos os sistemas de

coordenadas admissiveis x : U - R™ em M, cujos dominios U estao contidos em W .

3.2 Variedades Assintoticamente Planas

Da andlise do contexto da geometria diferencial e da relatividade geral, as vari-
edades assintoticamente planas sao de fundamental importancia na modelagem de espacos
que, de longe de fontes de matéria ou energia, devem se aproximar do espaco euclidiano.
Essas variedades descrevem, por exemplo, o espaco-tempo ao redor de corpos massivos
isolados como de buracos negros, onde os efeitos gravitacionais se dissipam de acordo com

a distancia.

Segundo [7], temos a seguinte defini¢ao:
Defini¢ao 3.2.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. (M™,g) é dito assintoti-

camente plano se houwver um subconjunto compacto K c M tal que M — K € difeomorfo
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a R* - {|x| < 1}, e um difeomorfismo ® : M - K - R» - {|:U| < 1} tal que, mo grdfico
de coordenadas definido por ®, temos g = ¥,; gizdadx? onde gi;(x) = 0;5 + O (|z|7) com

x — oo para algum p>0. Também assumimos que

9ij(x) =055+ O (|2 7)),
[2/lgig ()] + 2 lgijn ()] = O (] P),
[R(g9)(x)] = O (Jz[7),

para algum g>n ep>(n-2)/2.

Observagao 3.2.1 (Métrica Conforme). Considere a métrica euclidiana usual §;; no

espaco R™ e uma fun¢ao positiva e suave u(x). A métrica conforme associada é dada por:
4
9ij(x) = u(z) 724y,

onde:

gij(x): métrica conforme no ponto v € R",

0i; € a métrica euclidiana usual,

u(x) € uma fungao escalar positiva (fator conforme),

n representa a dimensao do espaco.

Em seguida veremos o funcionamento da aplicacao da operacgao de deformacao
conforme da observacao sobre a métrica conforme, com n = 3 e escolhendo um fator

conforme especifico.

De [8], temos a seguinte definicao.
Definigao 3.2.2 (Variedade de Schwarzschild Tridimensional). Seja (M3, g) = (R3\{O}, uto )
comu = 1+3: onde m € uma constante positiva e r = \/x* +y? + 2% € a distancia euclidiana

da origem. Entdo a variedade resultante,

(M3, g) = (R3\{0}, (1 " 2@7")45), (3.2.1)

€ uma variedade assintoticamente plana completa. Isso é chamado de variedade de Schwarzs-

child tridimensional.
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Figura 3.1: Visualizacao da variedade de Schwarzschild tridimensional.
3
(M~, g )

Horizonte de Eyento

raio de Schwarzschild

2GM
re =

= |

c?

P Buraco Negro.

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.

Podemos notar que, a variedade de Schwarzschild tridimensional Figura (3.1
tem duas extremidades com simetria de ec¢ao em torno dessa esfera minima %3, 5. Entao

estaremos nos referindo a extremidade externa daqui pra frente, que é definida como:
3\ 3 m\*
RAB.,[1+—] ], 3.2.2

conhecida como a variedade exterior de Schwarzschild. Esta continua sendo uma varie-

dade assintoticamente plana completa com uma extremidade que tem um limite minimo.

De acordo com [§], a massa ADM para uma variedade assintoticamente plana
(Mn,g) é definida como:
Defini¢ao 3.2.3 (Massa ADM). A massa ADM de uma variedade completa assintotica-
mente plana (M",g) € definida por
1

0 )
MADM 2(n — 1)Wn—1 ngsn_l (9:13]- (g ji— g ,J)V ( )

onde W,,_1 € o volume da esfera unitdria de dimensao n—1, S*=1 € a esfera de raio r, vJ
sao as coordenadas do vetor normal exterior a SP=1 | dS € o elemento de drea de S*~' na

carta coordenada e g;;; e gii; sao as deriwadas parciais das componentes da métrica.

Podemos entao estabelecer a definicao de centro de massa de uma variedade
assintoticamente plana. O centro de massa de uma variedade assintoticamente plana

(quando bem definido) fornece a localizacao ”efetiva” da massa total no espago.
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De [9], temos:
Definicao 3.2.4 (Centro de Massa). Seja (M",g) uma variedade assintoticamente plana
que satisfaz a condi¢ao de Regge-Teitelboim e com massa ADM ndo nula; definimos o
centro de massa desta variedade, num sistema de coordenadas x*, i = 1,2,...,n, do R",
por

o= (CL,C2,...,C™),

«@ 1 : «@ 7 7 «@
c* = m}ggs/ [37 (gij,j_gjj,i)V —(ng = GiiV )]d&

n—1
r

onde

para av=1,2,...,n

Estabeleceremos a seguir a aplicacao de massa ADM e de centro de massa da

variedade exterior de Schwarzschild.

3.3 Massa ADM e Centro de Massa da Variedade Ex-

terior de Schwarzchild

A nocao de massa ADM é uma generalizacao da ideia de massa total de um
sistema fisico, aplicada a variedades assintoticamente planas. Ela mede, de forma precisa,
a massa total “vista de longe” (no infinito) da variedade. Esta quantidade é especialmente
importante em relatividade geral, pois aparece naturalmente em solugoes das equagoes de

Einstein.

3.3.1 Massa ADM da Variedade Exterior de Schwarzschild

Agora, usando a definicao podemos calcular a massa ADM da variedade

exterior de Schwarzschild.

0
mapy = Cy, [ 87(9”1 - gii;)dV, com n =3,
3 J

1 f 0
= (gi i — i, ')dVa
2(3— 1)W3,1 e 8xj J J

1 9
:rmf%(gim—gii’j)dv, com W, = 4m(1)?

=_h /a (gmz gzzg)dv

167 r—>e0



42

Em particular, escrevemos usando o teorema da divergencia da equagao , obtemos:

Mapm = E}E& f (gmz g“])l/ ds (331)
OB3=52
4
m or
gij=(1+§) 6ij , = J}%—FI%-FI% ; 81‘:?

Derivando g;;.

m\3(-m\ 1 z¢
gi=a1+ ) (22) =, 3.3.2
Jis (+27’)(2)r2r J ( )
com

L i=y
5ij:{0 o (3.3.3)

da equagao (3.3.2)) tem-se,

m\>(-m\ xJ
o=l ) (22 2y, 3.3.4
Yii.j (+2T)(2)r3 ( )

Agora, da equagoes d3.3.2|) e (]3.3.4[) temos que, tendo 17 = %

N = (Qz‘j,z‘ _gii,j)yj7
m\3(-m\ 1 z¢ m\3(-m\ x; bl
a2 () s e ) (22 s, |
((+2r)(2)7’27“] (+27”)(2)T3 r

3
m i .
= —-— (1+§) (13 51']'—1‘]51‘1')%3

M

Como: 2,5 =1,2,3. Podemos escrever M da forma de somatorio da seguinte forma, temos

3
M = Z(.%Z(SZ] - acjéii)xj,

1=1

= (IL‘151J‘ - ij511)$j + ([E252j - I’j522)$j + (I’S(ng - l’j533)$j,

fazendo para j =1,2,3 e em seguida usando a equagao ([3.3.3) para simplificar os termos
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obtidos:

M=y

3 3 ) ) )
Z(wléij - ZL‘](SZ‘Z‘)ZL'],
j=li=1
= (II(SH - $1511)I’1 + ($2521 - 1’1522)1’1 + (LL’3(531 - I1533)I1,
+ (xl(SlQ - ZE2(511)ZL’2 + (5132(522 - I2622)(L’2 + (ZL’3532 - ZE2(533)ZE2,
+ ([E1513 - ZE3511)ZE3 + (1'2523 - 1'3(522)1'3 + (I'3533 - ZE3533)[E3,
= -2(2")? - 2(2)* - 2(2%)?,
= 2r%.
Agora, substituimos o valor de M em N
2 3
m (1 + ﬁ) - (=2r?%),
2r

_dm (1+ E)B, (3.3.5)

Substituindo o resultado anterior na equagao da massa ADM (i3.3.1)). Desse modo, observe

que:

1 . ;
MADM = o~ lim f (giji — giz i)V’ dV,

G oo
OB3=52
1 4dm m
= —1lim [ —(1+2)ds
16w5?os2 r2 ( 2r) ’

T

1
- — lim 4—m(1+ﬁ)fds ,
167 r—ooo | 72 2r 2

T

3
-1 im 16m7r(1 + T) ,
167 o0 o

=m.

Observagao 3.3.1. Usando a equagao (3.3.8) com a substituicio de S%, em S?
2

1 o
6 _/$ (935,55 = Giijj )dv = 0.

Bin
2

Desse modo, concluimos que a massa ADM da variedade exterior de Schwarzs-
child é a constante positiva m. Esse resultado mostra a consisténcia entre o formalismo
geométrico (massa ADM) e a interpretacao fisica da solugdo de Schwarzschild como re-

presentando o campo gravitacional gerado por uma massa m no espago.
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3.3.2 Centro de Massa da Variedade Exterior de Schwarzschild

Teorema 3.3.1. Se a variedade de Schwartzschild do fim exterior é: (R3\B?’m,g = (1 + %)4 5).
2

Entdo o centro de massa C¢ = (0,0,0), para = 1,2,3.

Demonstragao. Pela defini¢ao de centro de massa e Observagao |3.3.1] temos:

(073 1 (07
Cy = T~ T(Gijij = Giijj )V
RZS\IB%VL
2
[ v - [ )d
= T\ Gijij = Giigg )AV — 70— | L \Gijij — Gid,jj ) AU.
1671'ng Gijij — Gii,jj 167TmB3 Yijij — Gii,jj

2

Desenvolvendo a equacao:

« 1 «
Cg = 167 [x (gij,ij —gii,jj)dv

m <
Rl

1 0 N
- 167?m¥ (8959‘ ' [x (9i.i = gim’)] = (Gicvsi — gii,a)) dv

1 o .
= 160m g}ljglo f (% ) lx (gij,z’ - gii,j):| - (gia,i - gii,a)) dv.

B3

Usando o Teorema da Divergencia da equagao ([2.2.2)):

Co =

g

1 , ,
= Tomm A [ (930 = 9ia)V = (gial = giav®) | dS. (3.3.6)
S? N pe

Temos que N foi calculado na equagao (3.3.5)), sendo:

. 4m m\3
N = (giji — Gii )V’ = oy (1 + 5) ;

T = gmyi - giiV”.

Temos
4 ' m\4 pi
gm—(1+—) (5ia:>gmuzz(1+—) —0ia
2r) r
Para 7 = «,
4 .o
- T
' = (1452 ) =,
JiaV ( 27’) T
e
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Logo,
T= (1+@)4—a—3(1+ﬂ)4ﬁ=—2(1+T)4ﬁ.
2r) r 2r) r 2r) r
Dai, ,
m\ x®
Assim,

1 4m m\> m\* z
co = ) a2 1+ —) =|as
167me—>1£l<>52 [TQ( +27“) v ( +2r) r] ’
3 4
= ! lim 4—m(l E) fxo‘d5'+2(1+ﬁ) fxadS,
167mm z—oo | 12 r r r
52 52
— —_——
| T T ;
1 4m m\® 2 m\*
_ im (22 (14 2) +2(1+ 2 f *qs | 3.3.8
167rm115£l° (r2 ( +27’) +7“( +27") )52 o ( )
N
| T 5
Agora integrando
]:fa:“dS; f(z', 9%, 23) =2, a=1,2,3. (3.3.9)
5‘2

A parametrizacao da esfera é
r(u,v) = (rsinvcosu,rsinvsinu, rcosv),

onde 0<4<2r, 0O0<wv<u, 0<r< R Agora, usando a equagdo (3.3.9) e equagao
E0T) para a= 1, f(t,a2,09) = o

r(u,v)) =rsinvcosu e |r, x| =r%sinv
f(r(u,v)) | | :
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temos que:
I=fx1d8,
Sz
2w
:ffrsinvcosu-TQSinvdvdu,
0 0
27 1 . 2 ™
=sinu r(—v——sm( v)) =0.
2 4
0 0
Para oo =2
I=[x2dS,
S2
2T
:f/rsinvsinu-r2sinvdvdu,
0 0
2r (y sin2v\|T
3
_ _ —_ =0.
T(COSU)0(2 1 )0
Para o =3

I= f 28dS,
5

21
=ffrcosv-r251nvdvdu,
0

0
. 9

4sin U”ZO

2 o

=2nr

Dai temos, que
1= /xadSzo, para a=1,2,3.
SQ

Substituindo na equagao (i3.3.8)), entao
1_ 2 _ 3 _
C,=0, C;=0¢e Cy=0.
Nessas condigoes temos que o centro de massa da variedade externa de Schwarzschild é:
o _ 1 2 3\ _
Ce=(C,,C;,C5) =(0,0,0).

[]

Esses resultados confirmam que a solugao de Schwarzschild representa um

corpo esférico de massa m centrado na origem, com simetria radial perfeita.



Interpretacao Geométrica
Na Figura , descreve o centro de massa para um fim exterior (]R‘g\]B%?’m g = (1 + 3
2

Figura 3.2: Centro de Massa da Variedade Exterior de Schwarzschild

5 ~___——Centro de Massa
B C5 = (€}, €3,C3)
=(0,0,0)

Fonte: Elaborado pelo Autor, usando o software GeoGebra.



Capitulo 4

CONCLUSAO

Neste trabalho, exploramos o conceito de massa ADM no contexto da relati-
vidade geral e da sua aplicacao a variedade exterior de Schwarzschild. Partimos de fun-
damentos de vetores e tensores, como operadores diferenciais e o teorema da divergencia
para campos vetoriais e tensoriais, até chegar em uma formulacao precisa para a massa
de sistemas isolados em variedades Riemannianas assintoticamente planas.

A formulacao da massa ADM depende fortemente do comportamento assintético
da métrica e da geometria do espaco-tempo. Nesse contexto, aplicamos esse formalismo no
caso da variedade exterior de Schwarzschild, mostrando que a massa ADM coincide com o
parametro m que aparece na solucao, confirmando a interpretacao fisica deste parametro
como a massa total do sistema. Além disso, discutimos também a simetria da solugao em
questao e como ela implica que o centro de massa estd localizado na origem.

Essa generalizacao demonstrou sua importancia ao mostrar as defini¢oes de
variedades assintoticamente planas, tanto na deducao da equacao da massa ADM quanto
do centro de massa dessas variedades. Com isso, estabeleceu-se uma base matematica
solida para a aplicacao da Definicao e do Teorema [3.3.1] Diante disso, nosso objetivo
foi calcular massa ADM e o centro de massa da variedade exterior de Schwarzschild e
os resultados obtidos validam o fato de que para n = 3, a massa total em um sistema

gravitacional isolado é dada por m4py; = m e que o centro de massa se localiza na origem,

Ca = (C1,C2,C3) = (0,0,0).
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