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RESUMO

O presente trabalho tem como finalidade apresentar uma proposta diferenciada ao
ensino tradicional de sequéncias numéricas, assunto abordado na disciplina Anélise Real,
baseada na utilizacdo de tecnologias digitais. Buscou-se utilizar o software GeoGebra para
mostrar o dinamismo e a visualizagdo que o software possibilita a compreensdo de algumas
noc¢des basicas sobre sequéncias numéricas. A pesquisa pretende demonstrar que é possivel
promover a adocdo de recursos tecnologicos em aulas de Andlise Real, dinamizando e
facilitando o processo de ensino de sequéncias huméricas.

Palavras chave: Sequéncias Numéricas; Tecnologias Digitais; GeoGebra; Ensino.

ABSTRACT

The objective of this work is to present a different way from traditional teaching of
numerical sequences, subject of the course Real Analysis, based on the use of digital
technologies. GeoGebra software was used the GeoGebra to show the dynamism and
visualization, this software makes it possible to understand some basic notions about numerical
sequences. The research aims to demonstrate that it’s possible to promote the adoption of
technological resources in Real Analysis classes, speeding up and facilitating the teaching
process of numerical sequences.

Keywords: Numerical sequences; Digital Technologies; GeoGebra; Teaching.

1 Discente do Curso de Licenciatura em Matematica/CUBT/UFPA: francisca.goncalves@abaetetuba.ufpa.br
2 Docente orientadora. Doutora em Matematica; scgarruda@ufpa.br



mailto:francisca.goncalves@abaetetuba.ufpa.br
mailto:scqarruda@ufpa.br

INTRODUCAO

A matematica, assim como em outra ciéncia exata, é considerada por muitos uma ciéncia
dura devido ao rigor dos céalculos envolvidos em seus mais diversos ramos de estudo. No
contexto escolar, € comum relatos de que a matematica é uma disciplina temida e pouco
estimada por grande parte dos alunos desde as séries iniciais, 0 que acaba gerando dificuldades
na aprendizagem de conceitos matematicos essenciais tanto para o progresso da vida académica
quanto para compreender situa¢fes cotidianas no mundo em que vivemos. Kremer (2010)

afirma que:

Um grande ndmero de estudantes apresenta dificuldade na aprendizagem da
matematica e, uma porcentagem significativa considera que essa darea de
aprendizagem é um tormento. As dificuldades envolvidas no seu ensino e
aprendizagem e 0s maus resultados escolares transformam a matematica numa area
de preocupacdo (KREMER, 2010, p. 18).

Nos cursos de graduacdo em Matematica, € comum um alto indice de reprovacdo em
certos componentes curriculares como, por exemplo, Algebra Linear, Calculo e Analise Real,
cujas teorias envolvem conceitos e resultados abstratos, os quais dificultam e complexificam o
entendimento por parte dos alunos, implicando em um menor rendimento académico.

No que diz respeito a Analise Real, Lima, Marinho e Netto (2021, p. 91) destacam que
“disciplinas que antecedem a Andlise Real deveriam fornecer pré-requisitos satisfatorios para
facilitar a sua aprendizagem, citando o Calculo Diferencial e Integral como a porta de entrada
para o estudo da disciplina”. Diante de possiveis lacunas em disciplinas anteriores, o discente
acaba ndo compreendendo conceitos iniciais necessarios para um bom desenvolvimento na
disciplina Analise Real, normalmente ministrada no Gltimo semestre do curso, tornando-a assim
conhecida como a disciplina “rasga beca”.

Com a proposta de um ensino diferente do tradicional que contribua para uma
aprendizagem mais significativa na disciplina Analise Real, o presente trabalho buscou
promover o ensino de sequéncias numéricas a partir do uso do software GeoGebra. Para Mazzi
(2015):

Estudantes que ja concluiram o curso de Andlise passaram a compreender — com a
participagdo ativa do software e do desenho pedagdgico formulado — a nogéo de
convergéncia com base no processo de visualizagdo e experimentacdo, sendo entdo,
uma possibilidade uso no trabalho em sala de aula (MAZZI, 2015, p. 16).

A partir deste delineamento, esta pesquisa esté estruturada em duas partes. Na primeira
secdo, abordamos a relevancia do uso das tecnologias digitais, em especial o software
GeoGebra, no ensino de matematica. Na secdo seguinte, utilizamos construcdes feitas no

GeoGebra para apresentar as nogdes basicas de sequéncias numéricas.



1. AS TECNOLOGIAS DIGITAIS NA PERSPECTIVA DO ENSINO DE
MATEMATICA

Né&o ha davidas de que vivemos uma Era em que as tecnologias estdo presentes em todos
0s aspectos e vertentes de nossas vidas. Entre o final do século XX e inicio do século XXI, a
internet, em especifico as redes sociais, passaram a fazer parte do cotidiano das pessoas,
atualmente, com um celular na mdo uma pessoa pode fazer videoconferéncia com alguém em
qualquer lugar do mundo ou até fazer supermercado sem sair de casa.

Historicamente, desde a Revolugdo Técnico-Cientifica-Informacional, mais conhecida
como Terceira Revolugdo Industrial, ocorrida em meados do século XX, apds a Segunda Guerra
Mundial, as geracdes vém se modificando com os avangos tecnoldgicos, constantemente novas
possibilidades sdo criadas nos diversos campos do conhecimento.

No que concerne a educacgdo, 0 modelo educacional vem sofrendo transformacdes, o
processo de ensino e de aprendizagem precisa acompanhar as mudangas que ocorrem na
sociedade a fim de minimizar os impactos da revolugédo tecnoldgica nos alunos. Recentemente,
devido a pandemia da COVID 19, vimos que 0s espacos escolares se tornaram virtuais, a
comunicacdo entre alunos e professores em espaco diferentes passou a ser instantanea, esses
fatos foram vistos como “o novo”, mas com o avango das tecnologias, a partir da década de
1950, isso ja era de ser esperado. De acordo com Farias (2004), o professor precisa estar
preparado e atualizado para utilizar da melhor forma essas tecnologias.

Na aurora do século XXI, necessitam os professores estar preparados para interagir
com uma geracdo mais atualizada e mais informada, porque os modernos meios de
comunicacdo, liderados pela Internet, permitem o acesso instantaneo a informacéo e

os alunos tém mais facilidade para buscar conhecimento por meio da tecnologia
colocada a sua disposicdo (FARIAS, 2004, p. 1).

No entanto, juntamente com os beneficios trazidos pelo uso das tecnologias digitais, é
preciso apontar que os professores passaram a concorrer pela atengdo com os celulares em sala
de aula, portanto, perceber que a atual geracdo gosta e atenta-se para aprender por meio da
tecnologia, se faz necessario ter o dominio dos recursos tecnoldgicos e utiliza-los de forma
eficiente. Logo, é de extrema importancia que os professores estejam capacitados e sempre em
constante formacao para que ocorra um ensino de qualidade para esta geracdo conectada.

Visando que o ensino deve priorizar as necessidades dos alunos, os planejamentos das
aulas precisaram incluir instrumentos dessa Era para que a aprendizagem dos alunos acontecga
com mais modernidade e eficiéncia. Nesse sentido, 0s congressos, simpadsios e planejamentos

escolares ha algum tempo passaram a debater sobre o uso das tecnologias digitais na Educacéo,



e muitas pesquisas apontam que a adocao de meios tecnoldgicos em sala de aula possibilita um
processo de ensino mais dindmico e atrativo.

Em particular, o ensino de matematica ganhou como aliado inimeras ferramentas,
dentre elas podemos citar os softwares matematicos que proporcionam um ensino dinamizado
e estimulador, fazendo com que o ensino e aprendizagem aconteca de forma mais interessante.
Assim, o professor ao fazer uso de softwares em suas aulas traz metodologias diferenciadas
para facilitar o aprendizado da matematica, a importancia desta pratica € evidenciada por

Schoenfeld (1997) ao afirmar que

O professor deve fazer uso de praticas metodoldgicas para a resolucdo de problemas,
as quais tornam as aulas mais dindmicas e ndo restringem o ensino de matemaética a
modelos classicos, como exposi¢do oral e resolugdo de exercicios (SCHOENFELD,
1997, p. 66).

Diante de diversos recursos tecnolégicos, 0 GeoGebra surge como uma possibilidade de
ferramenta no ensino da matematica desde o fundamental ao ensino superior, permitindo o
estudo de Anélise, Algebra, Geometria, Planilna de Calculo, Graficos, Probabilidade,
Estatistica e Calculo em um Unico ambiente. E um aplicativo de manuseio simples e muito
intuitivo, sua interface conta com um tutorial para os usuarios. Por existir uma versdo do
aplicativo para celular, o seu uso como ferramenta auxiliadora torna-se ainda mais viavel, pois
0 aluno pode explorar em sala de aula juntamente com o professor.

Segundo Pereira (2012, p. 32), “as caracteristicas do GeoGebra potencializam a
constituicdo de cenarios para investigagdo, nos quais o aluno é capaz de experimentar situaces
em um processo dindmico”. Portanto, o software GeoGebra dentro da sala de aula permite
interacdo com conceitos matematicos, além da construcdo e realizacdo de célculos e outras
funcdes matematicas mais precisas, rapidas e dindmicas, favorecendo assim para a construcao
de um ambiente mais propicio para a aprendizagem e se tornar um importante recurso no

processo de ensino.

2. ATIVIDADES EXPLORATORIAS COM O SOFTWARE GEOGEBRA PARA A
COMPREENSAO DE SEQUENCIAS NUMERICAS

Nesta secdo serdo apresentadas a definicdo de sequéncia numérica e algumas notacGes
teis para o entendimento do assunto. Além disso, usaremos 0 GeoGebra para mostrar o
dinamismo e a visualizacéo que o software possibilita a compreensdo de algumas nogdes sobre

sequéncias numeéricas.



No livro “Curso de analise vol. 17, Lima (2019) conceitua sequéncia numérica da
seguinte forma:

Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcdo x: N — R, definida no conjunto N =

{1, 2,3,...} dos nimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos nimeros reais.

O valor x(n), paratodon € N, sera representado por x,, e chamado o termo de ordem
n, ou n-ésimo termo da sequéncia (LIMA, 2019, p. 70).

A notacdo (x,) é a mais usada para designar uma sequéncia, mas também se escreve
(xn)nen OU (x4, x5, X3, ... ). O conjunto formado pelos termos da sequéncia sera representando
por {x,} ou {xq, x5, x3, ... }.

2
) 3 ey

A Figura 1 ilustra o comportamento da sequéncia numérica (x,,) dada por (1,

N R

. 1
a qual possui como termo geral x,, = ~ para todon € N.

Figura 1: Comportamento da sequéncia dada por x,, = % paratodon € N.
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Fonte: Elaboracdo Prépria, 2022.
Como podemos observar na imagem acima, para cada n € N tomado no eixo das
abscissas, temos um valor real correspondente no eixo das ordenadas, o qual é calculado através

1 1
do termo geral x,, = ~ Por exemplo, sen =1, logo x; === 1, paran = 2, tem-se x, = e

/N RRr

. . . 1 1 . ~
assim sucessivamente, formando o conjunto de termos 1,5,5, ) 0S quais estdo sendo

representados pelos pontos vermelhos da Figura 1.
E importante informar que no software GeoGebra é possivel definir a quantidade de

termos que queremos visualizar na janela grafica, basta utilizar um controle deslizante e



determinar o valor desejado. Em todo o trabalho, utilizamos o valor 100 (cem) para visualizar
0s cem primeiros termos de cada sequéncia numérica estudada.

Outro exemplo de sequéncia numérica é (1,—1,1,—1,1,—1,...), cujo termo geral ¢é
dado porx, = (—1)"*1, para todo n € N. De fato, para todo valor de n € N atribuido no
termo geral x,, = (—1)™*1, o resultado sempre vai ser 1 ou -1, por exemplo, paran = 1 temos
x;=(-1)2%2=1, se n=2, tem-se x,=(—1)3=—-1e assim sucessivamente.
Resumidamente, caso n seja um natural par, o resultado € -1, mas, caso seja um natural impar,
o resultado é 1. Logo, o conjunto formado pelos termos desta sequéncia € {1, —1}, veja a Figura
2.

Figura 2: Comportamento da sequéncia dada por x,, = (—1)™*?, para todo n € N.
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Fonte: Elaboracédo Prépria, 2022.

Lima (2019) diz que uma sequéncia (x,) é limitada superiormente (respectivamente
inferiormente) quando existe ¢ € R tal que x,, < ¢ (respectivamente x,, > c), paratodon €
N. E ainda que, uma sequéncia € dita limitada quando ela é limitada superiormente e
inferiormente, o que equivale a dizer que existe k € R, tal que |x,| < k, paratodon € N.

Considere a sequéncia numérica (x,), onde x, = —2™. O conjunto de termos desta
sequéncia é {..., —16, —8, —4, —2}, sendo assim, tem-se que

X, < —2,paratodon € N,
ou seja, qualquer outro elemento da sequéncia sera menor que -2, veja a Figura 3, portanto,

(x,) € uma sequéncia limitada superiormente.



Figura 3: Comportamento da sequéncia dada por x,, = —2", paratodo n € N.
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Figura 4: Comportamento da sequéncia dada por x,, = 2", paratodo n € N.
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Fonte: Elaboracéao Prépria, 2022.

Na figura 4, o conjunto de termos da sequéncia (x,) é {2,4,8,16,32,...}, com isso

obtém que x,, > 2, paratodon € N, o que nos resulta que qualquer outro elemento da sequéncia

é maior que 2, logo, (x,) € uma sequéncia limitada inferiormente, conforme mencionado

anteriormente.



A sequéncia (x,), onde x, =% , ilustrada na Figura 1, é limitada, pois, 0 < x,, < 1,

assim, esta sequéncia (x,,) é limitada superiormente por 1 (x,, < 1) e inferiormente por 0 (x,, >
0). Do mesmo modo, a sequéncia da Figura 2 é limitada superiormente por 1 e inferiormente
por -1. Nestes dois casos, podemos dizer somente que a sequéncia € limitada, que ja fica
subentendido que é limitada inferiormente e superiormente.

Por outro lado, “quando uma sequéncia (x,) nao é limitada, diz-se que ela ¢ ilimitada”

(LIMA, 2019, p. 70). Um exemplo de sequéncia ilimitada é ilustrado na figura abaixo.

Figura 5: Comportamento da sequéncia dada por x,, = (—2)", paratodon € N.
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Fonte: Elaboragdo Prépria,2022.

Na Figura 5, o conjunto de termos da sequéncia numérica dada por x, = (—2)" é
{..,—130,—32,—8 — 2,4, 16,64, ... }. Ao observar o eixo das ordenadas, vemos que (x,) nao
é limitada inferiormente e nem superiormente, logo, € ilimitada.

Lima (2019, p. 71) conceitua que “uma sequéncia (x,,) chama-se crescente quando x; <
X, < x3 < -+, Isto €, quando x,, < x,, paratodo n € N. Se vale x,, < x,,,; paratodon € N
, @ sequéncia diz-se ndo-decrescente”.

Na Figura 6, tem-se x; = 1,x, = 2,x3 = 3, e assim sucessivamente, logo, a sequéncia
é (1,2,3,4,5,6,...), com isso, observa-se que x; < x, < x3 < ---, conforme mostrado na figura
acima. Portanto, a sequéncia em questdo é crescente.

“Analogamente, quando x; > x, > x3 > -+, OU S€ja, x,, > x,4q paratodo n €N, a
sequéncia (x,) diz-se decrescente. Ela é chamada ndo-crescente quando x,, = x,1 para todo

n € N” (LIMA, 2019, p. 71). Um exemplo de sequéncia decrescente ¢ a sequéncia cujo termo



geral é dado por x,, = —n. Na Figura 7, a medida que n aumenta (eixo das abcissas), percebe-

se que x, diminui (eixo das ordenadas), ou seja, obtemos x; = =1 > x, = =2 > x3 = -3 >

o

Figura 6: Comportamento da sequéncia dada por x,, = n, paratodo n € N.
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Figura 7: Comportamento da sequéncia dada por x,, = —n, paratodon € N.
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Fonte: Elaboragéo Propria,2022.

Quando temos sequéncias crescentes, ndo-decrescentes, decrescentes e ndo-crescentes,

podemos também chama-las de sequéncias monotonas.



Ao falarmos de sequéncia numérica, ndo poderiamos deixar de falar de subsequéncias.
Segundo Lima (2019, p. 71),

“Dada uma sequéncia (x,,),ey de nimeros reais, uma subsequéncia de x é a restricdo
da fungdo x: N - R a um subconjunto infinitoN' = {n; <n, <nz <--<n; < -}
de N. Escreve-se x' = (X;)nens OU (Xp1Xn2, o) Xpjy o) OU (xnl.) oy P2 indicar a
subsequéncia x" = x| ,.” (Lima, 2019, p. 71)

i

Considerando a sequéncia (x,,) tal que x,, = (—1)™, vamos analisar dois subconjuntos
infinitos de N como indice desta sequéncia. Primeiramente, levando em conta os indices pares
n = 2k, temos a subsequéncia dada por x,, = (—1)? para todo k € N. Assim, podemos
observar na figura abaixo, que para todos os indices pares, os termos da subsequéncia sdo

sempre iguais a 1.

Figura 8: Comportamento da subsequéncia dada por x,, = (—1)2*, paratodo k € N.

(k] 7> OO &N =@ Q =
a =100 A 4 a=100 &
@ ) o O NN AR RSN NP~
® I —Sequéncia((z k‘(—l)z“),‘k. 1,a) : ]
—{(2.1).(4.1), (6. 1). (8, 1), (10, 1), (12, 1]
+ 2

-1

Fonte: Elaboragdo Prépria,2022.

Do mesmo modo, considerando apenas os indices impares, isto é, fazendo n = 2k — 1,
tem-se que x,,_; = (—=1)%*~1 com k € N, assim, o conjunto de termos é {—1}, como podemos
visualizar na Figura 9.

Foram escolhidas as subsequéncias com indices pares e impares, no entanto, poderia ser
escolhida qualquer outra das infinitas subsequéncias de x,, = (—1)™ como, por exemplo, a
subsequéncia com n = 3k (indices multiplos de 3), ou n = 5k (indices multiplos de 5), oun =

10k (indices multiplos de 10) e assim por diante.



Figura 9: Comportamento da subsequéncia dada por x,,_, = (—=1)%*~1, para todo k € N.
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Fonte: Elaboracdo Prépria,2022.

Para finalizar, vamos falar de convergéncia e divergéncia de uma sequéncia. De acordo
com Lima (2019), dizemos que uma sequéncia (x,) converge para um namero real L, quando

lim x, = L, ou seja, para cada numero real arbitrario e > 0, for possivel obter um inteiron, €

x—00
N tal que
|x, — L| < &, sempre que n > n,,.
Podemos reescrever da seguinte maneira, uma sequéncia (x,) converge para L, escreve-se
X, — L, se
Ve>0angeEN;n>ny=> L—e<x,<L+c¢.

Explicando geometricamente a definicdo de sequéncia convergente, veja a Figura 10,
observe que dada uma distancia qualquer ¢ de L existe um indice n, determinado, tal que a
partir desse n, todos os termos da sequéncia terdo uma distancia, em relacdo ao L, menor que

o valor de €. Agora, se (x,) ndo é convergente, entdo dizemos que ela € divergente.

4in

A - . . -3 4 n .
A sequéncia cujo termo geral é dado por x, = — éum exemplo de sequéncia

convergente. Para verificar para qual nimero essa sequéncia converge, basta calcular o limite

de x,, quando n quando n tende ao infinito. Ou seja,

lim ﬁ= lim M

n—-co n n—oo n n—oo

3 3
= lim (4——>= lim4— lim — = 4.

n n—oo n—oon

A partir deste resultado acima, podemos concluir que, para cada £ > 0, existe um inteiro

4n-3
correspondente n, € N tal que, |nT — 4| < &, sempre que n > n.



Figura 10: Definicdo de Sequéncia Convergente.
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Fonte: Elaborag8o Prépria,2022.
. A - 4n-3
Figura 11: Sequéncia dada por x,, = nT converge para 4.
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Fonte: Elaboragéo Propria,2022.

. . . A= 4n-3
Coma Flgura 11 podemos visualizar gue a sequencia dada por x,, = T converge para

4, pois a medida que n aumenta no eixo das abscissas, o valor de x,, também aumenta no eixo
das ordenadas, tornando-se cada vez mais proxima de 4.
Podemos visualizar também na figura 11 que a distancia entre a sequéncia e 4 diminui,

quando o indice aumenta, a definicdo |x,, — L| < &, sempre que n > n,, com real arbitrario ¢ >



, . . , . ~ . 4n-3
0 e 0 numero obtido n, € N, apartir dai vamos analisar a sequéncia x,, = ”T dado um ¢ >

0, tem-se:
In — 3 In—3 —4n

n

3 3
Ixn—L|<£:>| —4|<e=>| |<£=>|—;|<e=>|£|<£=>

=-—-<e=>-<n
n &
. ~ 3
Assim, para 0 € > 0, em questdo tomemos n, € N tal que ny, > > logo:

4n—3 —4n

3 3 3 3
n>n0:>n>—=>£>—=>e>|—|=>£>|——|=>s>| |:>
€ n n n n

In — 3

:>e>| —4|=>£>|xn—4|:>xn—>4

Portanto dado um & > 0, se pegamos um n, > g comn, € N entdo temos que, de fato,

A s 4n-3
a sequeéncia x,, = — converge para 4.

CONSIDERACOES FINAIS

A disciplina de Analise Real, em particular o conteddo de sequéncia numérica, é
apresentada aos alunos, na maioria das vezes, de forma abstrata, 0 que pode acarretar
dificuldades na absor¢éo do conhecimento. Assim, diante da perspectiva em proporcionar uma
alternativa de ensino que contribua para uma aprendizagem mais significativa de sequéncias
numeéricas, podemos inferir que a utilizacdo do GeoGebra se constitui como uma possibilidade
de recurso tecnoldgico para auxiliar no ensino de alguns conceitos de sequéncias numeéricas.

E importante ressaltar que a proposta da utilizacdo do software GeoGebra consiste em
aplica-lo de maneira complementar nas aulas de Analise Real, de modo que o aluno se sinta
instigado a estudar a partir de outras estratégias de ensino, as quais despertem novos interesses
pelos contetdos matematicos e pela aula ministrada.

Sabemos que a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas nas aulas de matematica ainda
ndo € muito bem aceita por alguns professores, no entanto, entende-se que é uma questdo de
estudo e tempo para o planejamento, bem como perceber que é uma maneira de atrair a atencéo
dos alunos durante as aulas, o que tornaria 0 momento mais interessante e dindmico, visto que

a tecnologia faz parte da realidade da geracéo atual.
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