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“A matemética pura, em sua forma mais bela, encontra

sua gloria quando aplicada ao mundo real”
(Nikolal Lobochevsky)

2 .

“A matematica nao é apenas um conjunto de nimeros,
mas a linguagem com qual o universo escreve sua historia”

(Galileu Galilei)
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Resumo:

O estudo das dinamicas populacionais é fundamental para o planejamento e desenvolvimento
politico-econémico, permitindo previsoes e analises que otimizam processos ao longo do tempo.
Nesse contexto, as Equagoes Diferenciais desempenham um papel crucial na construgao e apri-
moramento de modelos matematicos que representam essas dinamicas. Este trabalho teve como
objetivo prever a variagao da populacao brasileira, analisando o comportamento passado e iden-
tificando variéveis que influenciam o futuro, utilizando os modelos de Malthus, Verhulst. A
pesquisa adotou uma abordagem qualitativa e quantitativa, com base em analises documentais e
bibliogréficas dos modelos matematicos, incluindo simulagoes de cenarios populacionais futuros
para o Brasil

Palavras-chaves: Equagoes diferenciais. Dindmica populacional. Modelagem matema-
tica. Previsao demogréfica.

1 INTRODUCAO

O presente trabalho, desenvolvido no ambito do Programa Institucional do Bolsa de
Iniciagao Cientifica (PIBIC), surge da necessidade de compreender e analisar os processos
que regem o crescimento e a evolucao das populagoes em diferentes contextos. Por meio da
aplicacao de ferramentas matemaéticas e computacionais, buscou-se investigar e modelar
a dinamica populacional, considerando fatores como taxas de natalidade, mortalidade,
migracao e interacoes ambientais.

Este estudo se insere no campo da demografia matematica, que utiliza modelos

quantitativos para descrever e prever o comportamento das populagoes ao longo do tempo.

10
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A combinagao da modelagem matemaética com a computacao permite nao apenas a anélise
tedrica, mas também a simulacao e visualizacao dos resultados, proporcionando compre-
ensoes valiosas para a formulagao de politicas piblicas e estratégias de desenvolvimento
sustentavel.

Ao longo deste trabalho, explorara-se os modelos mateméticos de equagoes diferen-
cias proposto por Malthus e o modelo logistico, para descrever o crescimento populacional
e suas limitagdes. Além disso, utilizou-se c6digos desenvolvidos ao longo da pesquisa no
software Scilab como uma ferramenta computacional para realizar calculos, gerar graficos
e validar os modelos propostos, permitindo uma abordagem interdisciplinar e abrangente
da dinadmica populacional.

Por meio da integracao entre a modelagem matematica e a computagao, este estudo
visa contribuir para o avanc¢o do conhecimento cientifico na area da dindmica populacional,
fornecendo compreensoes relevantes para a tomada de decisoes informadas e a implemen-

tagao de politicas eficazes no campo da demografia e do desenvolvimento socioecondémico.

2 EQUACOES DIFERENCIAIS

As equagoes diferenciais sao uma ferramenta matemaética essencial para descrever
o comportamento de sistemas dindmicos em diversas areas da ciéncia e engenharia, essas
equagoes contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes, em
relacdo a uma ou mais variaveis independentes. Elas fornecem uma linguagem precisa
para modelar fendémenos que mudam com relagao & uma variavel independente, como
o crescimento populacional, o movimento de corpos em fisica, a difusao de substancias
quimicas e muito mais. A capacidade de resolver equacoes diferenciais permite prever o
comportamento futuro desses sistemas e entender melhor os mecanismos subjacentes aos
processos naturais e artificiais (Nobrega, 2016; Santos, [s/d]).
Definigao 1
Chama-se equagao diferencial a uma equagdo em que a incdgnita € uma fun¢ao (varidvel
dependente) de uma ou mais varidveis (independentes), envolvendo derivadas de uma

ou mais varidveis dependentes em relagao a uma ou mais varidveis independentes (Zill,

11
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2016).

As equagoes diferenciais sdo comumente classificadas de acordo com trés aspectos

fundamentais: tipo, ordem e linearidade (Vilhena, 2014; Zill, 2016).

2.1 Classificagao pelo tipo

O tipo de equagao diferenciais pode ser ordinaria (EDO) ou parcial (EDP), de-
pendendo se envolve derivadas em relacao a uma tnica varidvel independente ou mais de

uma variaveis independentes, respectivamente.

2.1.1 Equagao diferencial ordinaria (EDO)

Definigao 2
Diz-se equagao diferencial ordindria (EDO), uma equagao que envolve apenas deri-
vadas ordindrias de uma ou mais varidveis dependentes, em rela¢do a uma unica varidvel

independente (Vilhena, 2014; Zill, 2016).

2.1.2 Equagoes diferencias parciais (EDP)

Definicao 3
Diz-se equagao diferencial parcial (EDP), uma equacio que envolve derivadas par-
crats de uma ou mais varidveis dependentes, em relacao a mais de uma varidvel inde-

pendente (Nobrega, 2016; Vilhena, 2014; Zill, 2016).

2.2 Classificagao pela ordem e grau
Definicao 4
A ordem de uma equacgao diferencial é determinada pela derivada de maior ordem pre-
sente nela (Nobrega, 2016; Vilhena, 2014; Zill, 2016).
Definicao 5
O grau de uma equagao diferencial é determinado pelo maior expoente ao qual a derivada
de maior ordem estd elevada (Vilhena, 2014).
Neste sentido, a forma geral de uma equacao diferencial ordinéria de n-ésima, pode

ser apresentada como

12
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dy d*z d™y
F(ﬁ”%@%)‘“ @

E de uma equacao diferencial parcial de n-ésima ordem é

2 4 n
F( Oy 9%y 0Oy 3y>:0 @)

95,2/,%,@;8—3/1,"',%

2.3 Classificagao quanto a linearidade

As equagoes diferenciais, classifica-se em linear e nao-linear.

2.3.1 Equacgao diferencial linear

Definicao 6
Diz-se equacgao diferencial linear é uma equacao que envolve uma fung¢ao desconhecida
e suas derivadas aparecem apenas de forma linear, ou seja, elevadas a primeira poténcia

e sem multiplicagao entre elas (Nobrega, 2016; Vilhena, 2014; Zill, 2016).

Essas equagoes podem ser escritas na forma

dn n—1

Y
an(az)% + an_l(a;) -1

+..-+a1(x)j—i+ao(x)y=g($) (3)

Observagao 2.1 Para ser equacgao linear, tem que satisfazer as sequintes propriedades:

1 A varidvel dependente e todas as suas derivadas sio de primeiro grau; Isto €, cada

valor envolvendo a mesma so pode estd elevado a primeira poténcia;

1 Cada coeficiente depende apenas de uma varidvel independente.

2.3.2 Equacao Diferencial Nao-Linear

Definicao 7
Diz-se equagao nao-linear, as equacoes que nao satisfazem as propriedades das equagoes

lineares.

13
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2.4 Solucao de equagoes diferenciais
Definicao 8
Diz-se solugcao de uma equacao diferencial, qualquer funcio ¢, definida em um in-
tervalo I, que tem pelo menos n derivadas continuas e, que quando substituida em uma
equagao, reduz a equag¢ao a uma identidade (Zill, 2016).

Neste seguimento, a solugao de uma equacao diferencial é uma um equacao de

ordem n no qual

F(z, ¢(z), ¢/ (z),--- ¢ (x)) =0, (4)

para todo = € I. A solu¢ao mais geral possivel que admite uma equacao diferencial é

denominada solucao geral, enquanto que outra solu¢ao é chamada uma solugao particular.

2.4.1 Problema de valor inicial (PVI)

Definicao 9
Defini-se problema de valor inicial (PVI), um tipo de problema que envolve equagoes
diferenciais juntamente com condigdes iniciais para a fungdo desconhecida (Nobrega, 2016;
Zill, 2016).

Em outras palavras, consiste na solugao de (EDQO’s) de primeira ordem, que po-
dem ser definidas em um intervalo I, de forma que o gréfico de f passe por (xg,yo). Neste

sentido, determina-se que para

% :f(l'ay)7 (5)

o objetivo é encontrar a solucao da equagao diferencial que satisfaca as condi¢ao inicial
y(xo) = yo. Onde, zg € I, e yo € R (Nobrega, 2016; Zill, 2016).
Neste sentido, uma equagao diferencial acompanhado de uma condig¢ao inicial

caracteriza-se em problema de valor inicial (PVI). Ou seja,

W _ s
- f(z,y) ©)
y(w0) = Yo

14
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3 MODELAGEM MATEMATICA POPULACIONAL

A modelagem matematica “é o conjunto de procedimentos cujo objetivo é construir
um paralelo para tentar explicar, matematicamente, os fendmenos presentes no cotidiano
do ser humano, ajudando-o a fazer predigoes e a tomar decisdes” (Burak, 1987, p. 21).

Neste sentido, a modelagem matematica é

um processo dindmico utilizado para a obtencao e validagao de modelos

matematicos. E uma forma de abstracio e generalizacao com a finalidade
de previsao de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na
arte de transformar situacoes da realidade em problemas matematicos
cujas solugbes devem ser interpretadas na linguagem usual (Bassanezi,
2002, p. 24).

Deste modo, a modelagem matemética desempenha um papel crucial na dinamica
populacional, pois permite a compreensao e a previsao de padroes de crescimento e declinio
das populacoes ao longo do tempo. Essa capacidade de prever tendéncias populacionais
é fundamental para planejar recursos, desenvolver estratégias de satiide ptblica, gerenciar
ecossistemas e até mesmo formular politicas economicas. Em esséncia, a modelagem
matematica oferece uma ferramenta poderosa para interpretar e antecipar as mudancas

nas populagoes, contribuindo para a tomada de decisoes informadas e eficazes.

3.1 Modelo de Malthus

O modelo de Malthus é uma teoria desenvolvida pelo economista e demografo
britanico Thomas Malthus (1766-1834) no final do século XVIII e inicio do século XIX. Ao
descrever pela primeira vez a dindmica populacional em linguagem matematica, partiu do
pressuposto de que a variagao populacional (dP) em relagdo ao tempo (dt) é proporcional
ao seu tamanho em cada instante (P). Nesse contexto, foi adotada a premissa da existéncia
de um coeficiente de crescimento ou decrescimento, denotado por r, o qual é determinado
pela discrepancia entre as taxas de natalidade e mortalidade de uma populacao especifica
(Biffi, 2018; Eisermann, 2019).

Deste modo, o modelo de Malthus, que é dado por:

dP

Resolvendo a equacgao (7) analiticamente e, aplicando o método de separagao de variaveis,

15
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obtém-se que, a solucao analitica do modelo de Malthus é
P(t) = Pye™. (8)

Ao analisar a funcao, nota-se que dado Py > 0 e, ter um coeficiente r > 0, a
populagao cresce infinitamente, isto é tlgglo P(t) = +o00. Ademais, se r < 0, a populagao
tenderéa a 0, o que levaria a extin¢do (Eisermann, 2019).

Por se tratar de uma fung¢ao exponencial (8), Sua teoria é baseada na ideia de que
a populagao cresce em uma taxa exponencial, enquanto os recursos naturais e a oferta
de alimentos crescem em uma taxa linear. Portanto, em algum momento, a populacao
ird ultrapassar a capacidade de recursos disponiveis, resultando em uma crise de fome e

desigualdade (Bassanezi, 2002; Biffe, 2018; Eisermann, 2019).

3.2 Modelo logistico

Criado por Pierre Frangois Verhulst em 1837, o ajuste logistico tem por finidade
modelar o crescimento de populagoes ao logo do tempo, levando em conta fatores que pos-
sar influenciar nesse crescimento, resolvendo o problema da infinidade do modelo malthu-
siano. O matematico postulou que a populagao deve crescer até atingir um limite méximo
K, o qual é sustentavel pelo ambiente e ao qual a populagao tende a se estabilizar (Bas-

sanezi, 2002). Algebricamente é

‘;—];:r<1—§)p (9)

fazendo uso do método de separagao de variaveis e integrando em relagao ao tempo,

tem-se como solugao do ajuste logistico tem-se a seguinte expressao

K Fy K

P(t) = _ .
(K - P)e~' + Ry (PKO - 1) et 41

(10)

Nota-se que, diferente do modelo de Malthus, A ideia do modelo logistico é que,
a medida que uma populagao cresce, ela encontra uma série de fatores limitantes, onde

o mesmos fazem com que o crescimento populacional desacelere e, eventualmente, se es-

16
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tabilize em um nivel méaximo, que é conhecido como capacidade de suporte. A equacao
logistica foi desenvolvida para modelar esse processo de crescimento limitado, ou seja,
a mesma ¢ uma fungao sigmoéide que descreve um crescimento exponencial inicial, se-
guido por uma desaceleragao gradual até atingir o ponto de saturagao, onde a taxa de

crescimento é zero (Camarano, 2014; Eisermann, 2019; Tavoni, 2013).

4 RESULTADOS

Ao investigar o crescimento populacional no Brasil, nota-se que ha uma trajetoria
significativa ao longo do século XX e inicio do XXI, marcada por uma rapida expansao
demografica. Esse fenomeno foi impulsionado principalmente por uma alta taxa de na-
talidade e pela imigragao, resultando em um aumento substancial da popula¢ao (IBGE,
2024). O ultimo censo demografico realizado pelo Instituto Brasileiro de Geografia e

Estatistica (IBGE) em 2023 registrou os seguintes dados:

Tabela 1: Censos demograficos do Brasil de 1940 a 2023.

Periodo Censo

(em ano) | (em milhdes)
1940 41.236
1950 51.944
1960 70.993
1970 93.139
1980 119.003
1991 146.825
1996 156.804
2000 169.799
2010 190.756
2022 203.081

Fonte: Adaptado de (Bassanezi, 2002; IBGE, 2024).

Uma vez de posse desses dados, foi possivel ter uma visao melhor de como se da
o crescimento populacional em decorréncia do tempo. Na figura 1, é possivel visualizar

graficamente os dados da tabela 1 em um diagrama de dispersao.

17
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Figura 1: Diagrama de dispersao: crescimento populacional Brasileiro.

Populagao (em Milhées)

200 | . °
[ ]
150 | o’
[ J
100 + .
[}
50f .,
Ano |

1940 1960 1980 2000 2020

Fonte: Autoria propria.

4.1 Aplicagao do modelo de Malthus

Ao observa os dados da populacao brasileira na tabela 1, adotamos o tempo ¢ em
anos a partir do ano de 1940, onde Fy = 41,236 ¢ P, = 51,944. Neste sentido, utiliza-se

a forma analitica do modelo, onde a partir dos procedimentos necessario, mostram que:

Pl :PO : er~t17 (11)

51,944 =41, 236 - "',

o 0, 2309
10

>~ (), 02309.

Com o coeficiente r definido, a funcao malthusiana que se ajustara as variagao

populacional em fun¢ao do tempo é
P(t) = 41,236 - 202309, (12)

Deste modo, com o senso mostrado na tabela 1 e a fun¢ao (12) tem-se o grafico 2,

que mostre o ajuste malthusiano.
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Figura 2: Projecao malthusiana da populagao brasileira.
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Fonte: Autoria propria.

4.2 Aplicagao do ajuste logistico

O modelo logistico pressupoe, que a taxa r decai linearmente, em funcao da po-
pulagao. Neste sentido, ajusta-se os valores 7;(taxa consecutiva de crescimento i e i + 1)

meédios, com a perspectivas de populagao p; (estimativas do modelo exponencial), onde

P\
= — 1. 1
i (PH) (13)

Neste processo, calcula-se os seguintes parametros individuas r; e P; médios pelo

modelo exponencial dado na equagao (8). Considerando P; em milhoes de habitantes, a

equacgao logistica sera dada por

275.443

P(t) = 5, 680 - —0:0362(t—1940) 4 |-

(14)

K
Onde, K = 275,443 é a populacao limite e, 5, 680 = B 1, considerando Py = P(1940) =
0
41,236 (Bassanezi, 2002; Eisermann, 2019).
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Figura 3: Projecao logistica da populagao brasileira.
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Fonte: Autoria propria.

Em sintese, aos parametros observados, tem-se a figura 3, onde apresenta-se o

ajuste logistico nos dados observados (Bassanezi, 2002; Silva, 2021).

4.3 Analise dos modelos

A anélise comparativa entre os dados reais da populagao brasileira e as estimativas
pelos modelos de Malthus e Verhulst, desempenham um papel crucial na avaliacao e
validagao dos modelos observados. O foco se da a partir da identificagao da margem de
erro associada a funcao e na proximidade com os dados reais, pois quando mais aproximada
desses dados, melhor a confiabilidade no modelos.

Neste viés, na tabela 2, é apresentada os dados da populagao real, estimativa pelos
modelos e o calculo do erro. Para estimar o erro entre as projecoes oficiais e as projegoes

calculadas pelos modelo malthusiano e logistico, podemos utilizar a equagao:

Projecao calculada — Projecao oficial
Erro =

15
Projecao oficial (15)
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Tabela 2: Populagao real brasileira em comparagao com os modelos matematicos.

Ano | Populagao brasileira Populagao via ajuste Erro Populagao via ajuste Erro
real (em milhdes) Malthusiano (em milhdes) Logistico (em milhdes)
1940 41,236 41,236 0,0% 41,236 0,00%
1950 51,944 51,946 0,0% 55,580 7,00%
1960 70,993 65,439 7,8% 73,351 3,32%
1970 93,139 82,435 11,5% 94,365 1,32%
1980 119,003 103,846 12,7% 117,888 0,94%
1991 146,825 133,874 8,8% 145,141 1,15%
1996 156,804 150,258 4,2% 157,465 0,42%
2000 169,799 164,797 2,9% 167,106 1,59%
2010 190,756 207,600 8,8% 189,760 0,52%
2022 203,081 273,880 34,9% 213,102 4,93%
> ] 1.243,580 \ 1.275,311 | 91,69% | 1.254,993 | 21,19%

Fonte: Autoria prépria.

Os dados apresentados na tabela 2 comparam a populagao real brasileira com as
populacoes estimadas pelos modelos Malthusiano e Verhulst de 1940 a 2022. O modelo
Malthusiano, que assume um crescimento exponencial, apresenta uma precisao inicial alta
com erros de 0,0% em 1940 e 1950, mas a acuracia diminui significativamente ao longo
do tempo, chegando a um erro de 34,9% em 2022. Em contraste, o modelo Verhulst,
que considera a limitagao de recursos e prediz um crescimento sigmoidal, mostra uma
precisao maior e mais consistente. Este modelo apresenta um erro de 0,0% em 1940 e
7% em 1950, mantendo uma alta precisao com erros proximo de 1% em varias décadas, e
atingindo 4,93% em 2022. No total, o erro acumulado do modelo Verhulst é de 21,19%,
significativamente menor que o do modelo Malthusiano, que é de 91,69%.

Esses resultados indicam que o modelo Verhulst é mais adequado para prever o
crescimento populacional do Brasil, especialmente em periodos recentes onde o cresci-
mento se estabiliza devido a fatores limitantes, enquanto o modelo Malthusiano falha
em capturar essa dindmica. Na figura 4, apresenta-se a comparacao grafica entre os da-
dos reais e os modelos matematicos utilizados, facilitando a anélise e interpretacao dos

resultados, com identificacao das curvas de cada modelo.
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Figura 4: Comparacao entre a populagao real e os modelos matematicos.
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Fonte: Autoria propria.

Com base nos dados observados, a populagao do Brasil tem mostrado um cresci-
mento significativo ao longo das décadas, partindo de aproximadamente 41 milhoes em
1940 para mais de 200 milhoes em 2022. Utilizando os modelos matematicos de cresci-
mento populacional, podemos fazer projecoes futuras. O modelo de crescimento logistico
prevé que a populacao eventualmente se estabilizaré devido a fatores limitantes, enquanto
o modelo de crescimento malthusiano prevé um crescimento continuo. A seguir, apresenta-
se a tabela 3 com as estimativas da populacao brasileira para cada década, até o ano de

210, segundo ambos os modelos.

Tabela 3: Estimativa futura da populagao brasileira até 2100.

Ano | Ajuste Malthusiano | Ajuste Logistico
(em milhdes) (em milhoes)
2030 329,446 225,952
2040 415,014 238,985
2050 522,807 248,988
2060 658,597 256,464
2070 829,656 261,942
2080 1045,146 265,898
2090 1316,605 268,725
2100 1658,571 270,729

Fonte: Autoria proépria.

De acordo com o modelo logistico, a populacao brasileira esta projetada para se
aproximar de sua capacidade limite de aproximadamente 275,443 milhoes por volta do

ano 2170. Este modelo sugere que o crescimento populacional gradualmente desacelera
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a medida que se aproxima dessa capacidade, refletindo fatores limitantes como recursos
disponiveis e outras restrigoes ambientais e sociais. Assim, a estabilizacao da populagao é
esperada dentro deste periodo, ao contrario do modelo malthusiano que continua a prever
crescimento exponencial sem considerar esses limites.

A anélise comparativa entre os modelos de Malthus e Verhulst aplicados & popula-
¢ao brasileira, conforme representado na figura 4, revela que o modelo logistico se mostra
mais congruente com os dados observados. Este resultado implica que a dinamica popula-
cional do Brasil é melhor descrita por um modelo que incorpora limitacoes intrinsecas ao
crescimento populacional, como a capacidade de suporte do ambiente, do que por um mo-
delo malthusiano, que pressupde um crescimento populacional estritamente exponencial
sem considerar fatores de moderacao. Assim, a anélise sugere que a populagao brasileira
esta sujeita a limitagoes que restringem seu crescimento a medida que se aproxima de um

equilibrio entre a taxa de natalidade e a capacidade de sustentagao do ambiente.

5 CONSIDERACOES FINAIS

A analise dos modelos matematicos de Malthus e Verhulst para prever o cresci-
mento populacional no Brasil revelou importantes compreensoes sobre a dinamica po-
pulacional do pais. Neste sentido, a comparacao entre esses modelos demonstrou que o
modelo Verhulst, que considera as limitagoes de recursos e prevé um crescimento sigmoi-
dal, apresentou uma maior precisao e consisténcia em suas previsoes em comparagao com
o modelo Malthusiano, que pressupoe um crescimento exponencial.

Ao longo do tempo, observou-se que o modelo Malthusiano apresentou uma dimi-
nuicao significativa em sua acuracia, enquanto o modelo logistico manteve uma precisao
mais estavel e menor margem de erro em suas previsoes. Assim sendo, esses resultados
indicam que o modelo Verhulst é mais adequado para prever o crescimento populacional
do Brasil, especialmente em periodos recentes onde o crescimento se estabiliza devido a
fatores limitantes.

A analise comparativa entre os modelos matematicos ressalta a importancia de

considerar as limitagoes intrinsecas ao crescimento populacional, como a capacidade de
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suporte do ambiente, ao modelar seu comportamento. Portanto, a integracao entre a
modelagem matematica e a computacao foi essencial para a compreensao da dinamica
populacional do Brasil, fornecendo percepgoes valiosos para a formulacao de politicas
publicas e estratégias de desenvolvimento sustentavel.

Em sintese, este estudo contribui para o avango do conhecimento cientifico na area
da dinamica populacional, destacando a relevancia de adotar modelos que incorporem as
limitacoes ao crescimento populacional para uma anélise mais precisa e contextualizada

da evolugao demogréafica.
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