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Resumo

O objetivo principal deste projeto é demonstrar que os grupos matriciais possuem a
estrutura de variedades diferenciaveis. Nosso foco é desenvolver as ferramentas matema-
ticas necessarias para entender o enunciado desse teorema e sua demonstragdo, como por
exemplo: a diferenciacdo em espacos reais de dimenséao finita, sequéncias e séries de ve-
tores e alguns resultados algébricos. Além disso, demos enfase em demonstrar resultados
importantes que sdo fundamentais no desenvolvimento da teoria dos grupos matriciais,
tais como o Teorema da Funcgéo inversa e o da suavidade da exponencial de matrizes.

Palavras-chave: Exponencial de Matrizes; Grupos Matriciais; Variedades Diferenciais.






Abstract

The principal objective of this project is to demonstrate that matrix groups have the
structure of differentiable manifolds. Our focus is to develop the mathematical tools nec-
essary for the understanding of the statement of this theorem and its demonstration, for
instance: the differentiation in finite dimensional real vector spaces, sequences and series
of vectors and some algebraic results. Also, we put emphasis to prove the important
results that are fundamental in the development of the theory of matrix groups, such as
the Inverse Function Theorem and the smoothness of the matrix exponential.

Key-words: Matrix Exponential; Matrix Groups; Differentiable Manifolds.
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Introducao

Como o titulo deste trabalho sugere, o objetivo principal do texto é enunciar e demonstrar
o teorema de que grupos matriciais (os subgrupos fechados de GL,(K)) sao variedades dife-
renciaveis. Este teorema ¢ de grande interesse pois nos da uma das classes mais importantes
de grupos de Lie, além de ser uma boa introducao a teoria dos grupos de Lie. E por que a
teoria dos grupos de Lie ¢ importante? Ela é um ponto de intersecao e conexao entre algebra e
geometria, e assim através dos grupos de Lie problemas em geometria podem ser traduzidos em
problemas algébricos e vice-versa, se tornando uma poderosa ferramenta para demonstracoes
nessas areas, bem como para a teoria de equacoes diferenciais e aplicagoes na fisica.

Como nos concentramos em grupos matriciais, cabe perguntar-se o quao restritivo é essa
classe em relacao aos grupos de Lie. Em primeiro lugar, na maioria das aplicagoes, os grupos
de Lie que surgem em fisica, geometria diferencial e equagoes diferenciais acabam sendo grupos
matriciais. Além disso, os grupos de Lie que sdo compactos sao isomorfos a grupos matriciais,
um resultado poderoso e cuja a demonstragao é sofisticada, estando além deste trabalho. O
leitor interessado pode consultar o Capitulo 12 de [2].

Assumiu-se que o leitor possua conhecimento de analise na reta e calculo em uma variavel,
além de conhecimentos sobre dlgebra linear e dlgebra abstrata, pouco mais que as defini¢oes
de grupo e de anel. O motivo para isso é que, sendo uma tese de conclusao de curso da
graduacao em licenciatura em matematica, é desejado que o material aqui apresentado possa
ser consultado por futuros estudantes que do curso de graduacao. De todo modo, é feita
uma revisao e apresentacao dos resultados basicos mais importantes no Capitulo 1. Além
disso, grande parte do material é voltada ao desenvolvimento de ferramentas como defini¢oes
e teoremas prévios que servirdao para o entendimento do enunciado e da prova do teorema
principal. O Capitulo 3, por exemplo, é fundamental pois 14 é demonstrado o Teorema da
funcao inversa e o da suavidade da funcao exponencial.

De forma mais detalhada, o Capitulo 1 esta dividido em duas partes: uma revisando re-
sultados prévios de dlgebra linear e outra apresentando resultados de analise em R™ e C" que
serdo necessarios no decorrer do trabalho. A maioria das demonstracoes é feita de modo muito
semelhante a teoria em R (que assumimos que o leitor ja conhega), mas apresentamos a maioria
das demonstragoes mesmo assim.

No Capitulo 2 desenvolvemos a teoria das sequéncias e séries em espacos vetoriais de di-
mensao finita com vistas a dois objetivos: o primeiro é apresentar resultados que serao usadas
na demonstragdo do Teorema da func¢ao inversa, a ser demonstrado no Capitulo 3; o segundo é
definir a fungao exponencial e apresentar algumas de suas propriedades.

No Capitulo 3 desenvolvemos a teoria da diferenciacdo de fungdes de varias variaveis reais,
provando suas propriedades mais importantes. Provamos no final do capitulo a que a funcao
exponencial é infinitamente diferenciavel.

No Capitulo 4 definimos grupos matriciais e definimos suas algebras de Lie como o espaco
tangente ao grupo no ponto p = I, com [ a matriz identidade (aqui seguimos a terminologia
de [7], que nao menciona o colchete de Lie na definigdo de algebra de Lie).

Por fim, no Capitulo 5 provamos o teorema que da nome a este trabalho.

Havendo excelentes textos sobre a teoria dos grupos matriciais e como esse texto é sobre a
parte inicial da teoria, demos atencao apresentar as demonstragoes de forma detalhada, apre-
sentando provas para resultados que costumam ser deixadas a cargo do leitor nos livros-texto
(destacamos, por exemplo, o Teorema 3.29 que afirma que a fungao exponencial é diferencidvel
de classe C™).






1 Preliminares

1.1 Espacgos Vetoriais

Ao longo de todo o texto trabalharemos com o corpo K € {R,C}, onde R é o corpo dos
numeros reais e C o corpo dos nuimeros complexos. O conjunto das matrizes m X n com
entradas em K serd representado por M, (K). Quando m = 1 escreveremos K" e quando
n = m escreveremos M, (K). O conjunto das fungdes K-lineares com dominio em um espago
vetorial £ e contradominio em um espago vetorial F' serd representado por L(E, F'), e quando
n = m escreveremos L(E). Definimos GL(K") C £(K") como o conjunto das transformacoes
lineares que possuem inversa. Usaremos 0 para representar o vetor nulo de K.

Foi consultado na elaboracao desta secao os livros [0] e [1].

Proposigao 1.1. L(K") é um anel, onde a multiplicacio é a composi¢io de fungées e a adi¢ao
¢ a soma de fungoes.

Demonstragio. Usaremos a definigdo de Anel dada em [I]. A composi¢ao de fungoes é asso-
ciativa e temos I € L(K"), que é o elemento neutro da composigao de fungdes e portanto
serd a unidade do anel. Temos também que £(K") é um espago vetorial e portanto um grupo
abeliano em relagdo a soma cujo o elemento neutro é a funcao identicamente nula, que ira
desempenhar o papel de zero do anel. Resta apenas a verificacao da distributividade, que vale
pois Ao (B+C) = AoB+ AoC vem da linearidade de Ae (A+ B)oC = AoC+ Ao B vem
da definicao de soma de funcgoes. O]

Teorema 1.2. GL(K"™), munido com a operagio de composicio de fungées, é um grupo.

Demonstrag¢io. Usaremos a definigdo de grupo dada em [1]. A composi¢do de fungoes lineares
¢ uma funcao linear e a composicao de duas fung¢oes bijetoras é uma funcao bijetora, assim
GL(K™) é fechado para composicao de fungoes, que é uma operagao associativa.

Seja T' € GL(K"). Sendo T uma bije¢do, sua inversa 7! existe. Observemos que para todo
u € K" se tem v = T(T'u). Assim

T aw + fu) =T~ (T o T7)(v) + B(T o T~")(u))

=T (T (a7 (v) + BT (u)))
= OzT_l(’U) + /BT_1<U)>

desse modo T~ (av + Bu) = aT ' (v) + ST (u). Logo T € GL(K") = T~! € L(K") e assim
T € GL(K") = T7! € GL(K"), sendo fechado para a operagdo de inversio. Desse modo
GL(K") é um grupo. O

Definicao 1.3. Sejam os conjuntos {a;|1 < i < n} C K" e {b;|]1 < j < m} C K™ bases de

seus respectivos espagos. Dado T' € L(K™,K"), definimos a matriz da transformagao linear T

nas bases (a;)1<i<n € (bj)1<j<m como a matriz A tal que T'(b;) = > _[A]; ja;.
i=1
Definicao 1.4. Definimos a base canoénica de M,, ,(K) como as matrizes e; ; tais que [e; j],, = 1
quando (i,7) = (p,q), caso contrério [e; j|,, = 0. escreveremos apenas e; para representar as
matrizes e;; € K".
n

Defini¢ao 1.5. Sejam A, B € M,, ,(K). Definimos o produto interno (4, B) = > A

ij=1

iiBij-



n
Uma importante propriedade do produto interno é que v = » (v,e;)e;. Com e; os vetores

i=1
da base canonica de R™. Desse modo, é possivel calcular a matriz de uma funcao linear na base
canonica através do produto interno.

Proposigao 1.6. Seja a fungio 3 : LK™, K") — M,uxm(K) dada por [3(T)];; = (T'(uj),e;)
onde temos {e;|i € N1 < i < n} é a base canonica de K* e {u;|j € N1 < j < m} a base
candnica de K™. Entao 3(T) é a matriz da transformagdo linear T nas bases candnicas de K™
e K".

Definicao 1.7. O produto de uma matriz A € M, ,(K) por uma matriz B € M,y,,(K) é
definido como a matriz AB € M,,..,(K) tal que

p
= > [Ali[Blx
k=1
Proposigao 1.8. Seja A € Myy,,(K) a matriz da transformacio linear T € L(KP,K™) e
B € M,«,(K) a matriz da transformagio linear F' € L(K",KP), entdo 3(T o F') = AB.

Demonstragio. Sejam {e;li € N1 < i < n} a base canonica de K", {u;[j e N1 <i <m} a
base candnica de K™ e {vx|k € N1 < i < p} a base candnica de KP. Temos

3(T0 F)]ij = (T 0 F)(uy), e:)

p
= (T(F(uy)) ) = <T (Z<F<uj>,vk>vk> ).
k=1
p
Na igualdade acima, usamos F'(u;) = Z ), Ug) k. Agora
k=1
<ZT )y Uk ) Uk) > <Z (uj), vx) T (vg), € >
k=1 k=1
p
=2 ((F =3 (F (T(vr), )
k=1 k=1
p p p
2: ik = [A] = > [A]ix[Bl.j,
k=1 k=1 k=1
encerrando a demonstracao. O]

Corolario 1.9. Com as operagoes de soma e multiplicagio de matrizes, M, (K) é um anel, e
além disso 3 € um isomorfismo de anéis.

Demonstra¢io. Notemos que 3 é uma bije(;éo e sua inversa 37! 1 M, (K) — L(K™ K") é

m
definida como 37 'A (Z ajuj) Zaj Z i,j€i- Onde por conveniéncia escrevemos 37 LA
j=1 =0 i=1
para representar 37! (A).

Para o caso n = m, que é o que estamos interessados, obtemos para matrizes A, B,C' €
M, (K) que se tem

ABC) =3("4) (367 B)367'C)) =363 (67'B)GC)) =3 (674 (67'B)G'0))) -

A associatividade ¢ valida para composi¢ao de sungdes, assim (371 A) ((3’18)(5’16’» ¢ igual
a ((5_1A)(5_1B)) (37'C) e desse modo obtemos

ABC) =3 ((67'H67'B)) 67'0)) = (3674367 B)) 3(7'C) = (AB)C.



De onde concluimos que a multiplicacao de matrizes em M, (K) é associativa. A prova de que
M,,(K) é um anel agora pode ser feita de maneira inteiramente a andloga a demonstragao da
Proposicao 1.1.

Sabendo agora que M, (K) é um anel, e através da Proposi¢do 1.6 obtemos que 3 é um
homomorfismo de anéis, e por ser uma funcao bijetora ¢ um isomorfismo. O]

Defini¢ao 1.10. Representaremos por G L, (K) o grupo das matrizes inversiveis n X n com o
produto de matrizes. Note que GL,(K) = 3(GL(K")).

Ao longo deste trabalho iremos identificar uma transformacao linear com sua matriz.

Definicao 1.11. Dizemos que ( : K" x K™ — K" é uma funcao bilinear quando dados qualquer
a € K e quaisquer vetores vy,v9 € K" e up, us € K™ se tem

(i) C(avy,uy) = ((v1, aur) = a(vy, u1),
(ii) (v 4+ v2,u1) = ((v1,u1) + ((v2, u1),
(iil) C(v1,u1 +uz) = C(v1,ur) + ((v1, ug).

Os exemplos mais importantes das fungoes bilineares é a composi¢do de transformagoes
lineares (o que no presente trabalho equivale a multiplicacao de matrizes, como ja vimos), a
multiplica¢do por escalar e o produto interno (,) : R" x R™ — R (cabe destacar que o produto
interno em C" nao ¢é bilinear).

1.2 Analise

Esta secdo é um breve resumo dos principais resultados de analise. Recomendamos ao leitor
interessado nos teoremas aqui apresentado consultar o livros [], [3] e [1].

Defini¢ao 1.12. Chamamos de norma uma fungao | |y : K* — R satisfazendo, para todo
a€eKeuveK"

(i) Ju+wvly < |uly +[v]n;
(ii) Jov|y = |affvly;
(iii) se |u|y =0 entdo u = 0.

Proposicao 1.13. Se | |y em K™ é uma norma, entao qualquer que seja v € K™ nds temos:

(i) 10|y = 0;
(i) |vln = | —v|n;
(7ii) 0 < |v|n;

(i) [lvly = fuly] < o —uly.
Demonstragio. Temos que |0v|y = Olv|y = |0y = 0. Temos também as igualdades | — v|xy =
| — 1|Jv|n = |v|n, € assim para o terceiro item

lv—v|y < |vln + vy = 0 <2)v|y = 0 < |uln.
para o item (iv), temos
luly < |u—v|ny+ vy = uly — vy < Ju—vly + |v|y
vy < lu—v|y + |uly = |v|y — |uly < Ju—v|y+ |v|§.

Através das desigualdades acima se conclui que ||v|y — |u|n| < |u — v|n + |v|x- O
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Teorema 1.14. (a) Sdo normas em K" as sequintes fungoes:
(i) A norma euclidiana ||A|| = 1/(A, A).

(it) A norma da soma |Al; = Y |[A];;].
ij—=1
(iit) A norma do mdzimo |Al,, = max {|[A];;] | 1 <1i,j < n}.
(b) A fungao | X|. = sup{|| X (w)| | com u € K™, ||u|| = 1} é uma norma em L(K™,K"), cha-
mada de norma espectral.

Essas quatro normas e a notagcao usada para representa-las serao livremente usadas ao longo
deste trabalho.

Demonstra¢io. Mostraremos que | | é uma norma. Dadas duas matrizes A, B nés temos:
[[Ali + [Bligl < [[Alig| + [[Bli]
= > 4Ly ,J<Z Ali| +1[Blisl)

i,j=1 5,j=1
= > |[A+Bli;| < > 1ALl + Y |[Blijl
ig=1 ig=1 ig=1

= [A+ Bl < |A]s + [Bls.

Seja agora a matriz tA

tAL = 30 (ALl = S0 AL = 3 AL = 1t S 1[ALs] = 1H]AL,

ij=1 i,j=1 ,j=1 i,j=1
Por dltimo, se |A|] = 0 entdo

n

> 1AL

2,j=1

= [[Ali;| =0, Vi, j

isso ocorre pois em um somatoério de termos nao negativos a soma geral é 0 apenas se cada uma
das parcelas também for 0, de modo que:

Al = 0= [Ali; =0, Vi

assim A é a matriz nula, concluindo a prova. Com algumas modificagoes as mesmas ideias
podem mostrar que as outras fungdes apresentadas também sdao normas. O

Proposicao 1.15. Sejam A € M,y,(K) e B € Myyn(K), entio |AB|. < |Al¢|Ble.

Demonstragio. Seja T : KF — K! uma transformacdo linear e v € R¥, u # 0. Entdo vale

||T (HZH)H < |T). = 7@ < [Tl 0

Notemos que ||T(u)|| < |T|||u|| é valido mesmo para u = 0.

Como k, [ sao genéricos, podemos fazer (I, k) = (n,p) ou (I, k) = (p,m). Portanto a relacao
(1) é vilida para T = A e também para T' = B. Desse modo obtemos, para todo u € K™, ||u|| =
1 que

[AB ()] < |Ale]| Bu)|| < [Ale|Ble.

Desse modo |AB|. < |A|c|B|e, como queriamos. O
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Definigao 1.16. Sejam u € K" e € > 0. Definimos o conjunto B(u, ), chamado “bola aberta
de centro u e raio €” por B(u,e) = {v| |[[v —u|| < €}. Definimos uma bola fechada Blu, ¢| como
Blu,e] = {v[ lv — ul| <€}

Definicao 1.17. Dizemos que U C K" é um conjunto limitado quando existir » > 0 tal que
U C B|0,r]. Caso o contrério, diremos que U é ilimitado.

Definicao 1.18. Dizemos que um conjunto U C K" é aberto se para todo a € U existir € > 0
tal que B(a,e) C U. Sejam conjuntos Y C X C K". Dizemos que Y é um conjunto aberto de
X se existir um conjunto aberto A C K" com Y = AN X.

Exemplo 1.19. O conjunto @ e K" sdo conjuntos abertos. As bolas abertas B(a,d) onde
a € K" e § > 0 também sdao conjuntos abertos.

Proposicao 1.20. Seja A, B C K" conjuntos abertos. Entdo AN B é um conjunto aberto.

Demonstragio. Se a € AN B entdo a € A e portanto existe r; > 0 com B(a,r) C A. Do
mesmo modo existe ro > 0 com B(a,r3) C B. Seja r = min{ry,rs}, entdo B(a,r) C AN B,
sendo a um elemento qualquer, AN B é aberto, como haviamos afirmado. n

k

Corolario 1.21. Seja {Aq, ..., A} C K" uma familia finita de conjuntos abertos. Entao ﬂ A;
i=1

¢ um conjunto aberto.

Proposicao 1.22. Seja P(K"™) o conjunto das partes de K" e A C P(K") tal que todo X € A

¢ um conjunto aberto, entao A = U X € um conjunto aberto.
XeA

Demonstracio. Dado qualquer x € A,existe algum X € A tal que z € X. Como X é aberto
entdo B(x,d) C X para algum § > 0. Temos que X C A donde B(z,0) C A.

Concluimos entdo que para todo x € A existe § positivo com B(z,d) C A, donde A é um
conjunto aberto. O]

Definigdo 1.23. Seja F' C K", dizemos que F é fechado se K® — F = F (o complementar
de F em K") for um conjunto aberto. Sejam conjuntos Y C X C K". Dizemos que Y é um
conjunto fechado de X se houver um conjunto fechado FF C K" com Y = FFN X.

Exemplo 1.24. O conjunto @ e K™ sdo conjuntos fechados. As bolas fechadas Bla,d] onde
a € K" e 6 > 0 também sao conjuntos fechados. Todo conjunto finito é fechado.

Definicao 1.25. Seja X C K" um conjunto qualquer e consideremos o conjunto
X ={F|X C FCK"eF éum conjunto fechado}.
Definimos entdo o conjunto X, chamado de fecho de X como

X=F

Fex

Proposicao 1.26. Para qualquer conjunto X C K" o conjunto X é um conjunto fechado e

X cX.

Demonstragio. Sabemos que para todo F € X, F é um conjunto aberto, logo U FY serd um
Fex

c
conjunto aberto e assim ( U Fc) = ﬂ F = X é um conjunto fechado. Seja agora z € X.
Fex Fex

Entao z € F qualquer que seja F' € X, portanto = € ﬂ F', desse modo temos:
Fex

reX=>zxeX

o que implica em X C X, como querfamos. O



Definicao 1.27. Seja um conjunto U C K" qualquer, dizemos que a € U é um ponto isolado
de U quando a ¢ U — {a}.

Proposigao 1.28. Seja A C K™ um conjunto aberto. Entdo A ndo possui pontos isolados.

Demonstracdo. Seja a € A. Suponha que a seja um ponto isolado de A, isto é, pertenca ao
complementar de A — {a}. Como A — {a} é um conjunto fechado, seu complementar é aberto
e portanto existe r > 0 com B(a,r) N A — {a} = @. Temos

B(a,r)NA={a} = B(a,7) N A= {a}.

Como a intercessao de abertos é aberto, terfamos que {a} é um conjunto aberto e portanto
existiria e > 0 como B(a,e) C {a}, um absurdo. Obtemos portanto que A nao possui pontos
isolados.

m

Definicao 1.29. Seja U C K™ e uma fungao f : U — K”. Dizemos que f é continua em a € U
quando para todo x € U e todo € > 0 existir um ¢ > 0 tal que

e —all <0 =[[f(x) = fa)l| <e.

Chamamos de fun¢do continua uma funcdo que é continua em todos os pontos de seu
dominio. Tais fun¢oes também poderdo ser chamadas de funcgoes de classe CV.

Teorema 1.30. Seja U C K™ e uma funcio f: U — K". Temos que se f é continua entdo a
imagem inversa f~1(A) é um conjunto aberto em U para todo conjunto aberto A C K".

Demonstragio. A proposigao é verdadeira para o caso f~1(A) = & pois o conjunto vazio é um
conjunto aberto.

Suponha agora a € f~!(A). Entao f(a) € A. Como A é aberto, ird existir ¢ > 0 com
B(f(a),e) C A. Do fato de f ser continua existe 6 > 0 com x € B(a,d0)NU = f(x) € B(f(a),¢),
logo * € B(a,0) NU = f(x) € A, donde temos (B(a,d) NU) C f~1(A)

Escolhamos para cada a € f~!'(A) um 8, > 0 com (B(a,d,) NU) C f~'(A). Sabemos que
{a} C B(a,d,) N U qualquer que seja o a € f~1(A) e desse modo

( U {a}>C( U (B(a,c?a)ﬂU))Cf‘l(A)
(4)

acf—1 acf~1(A)

= f1(A4) C ( U (B(a,5a))) NU C f1(A)

a€f~=1(A)

=UnN ( U (B(a,éa))) = f71(A).

acf=1(4)

Logo f~1(A) ¢ a intercessao de U e um conjunto aberto, como querfamos. O

Definicao 1.31. Sejam um conjunto U C K™ e uma funcao f : U — K". Dizemos que f é
lipschitziana se existir ¢ > 0 tal que || f(x) — (v)|| < ¢|lz — y]|.

Proposicao 1.32. Toda fungdo lipschitziana é continua.

. . € p .
Demonstragdo. Seja ¢ > 0 e tomemos 6 = —, onde m > 0 é uma constante que satisfaz
m

1f(z) = (W)Il < mllz = yll, temos entao:

le =yl <~ = 1 f@) =@ < m = [ f@) - W] <



Teorema 1.33. Seja ( : K™ x K" — K" bilinear, entdo ( é continua.

Demonstrag¢io. Suponha (a,b) € K" x K™ e que {e;]i € N1 <i <n} a base canonica de K" e
{u;]j € N1 <j <m} a base canoénica de K. Entao escrevendo a; = (a,e;) e b; = (b, u;) nos
temos

Seja agora w = max{||((e;,u;)|| |i,j €N, 1 <i<nel<j<m}. Entdo

1€ (a, D)} < w

> (i |:/||<ab|<w2|az (i jr)

J=1
= [I¢(a, b)[| < wlbls D lasl = [[C(a, b)]| < wlals[bls.

=1

Sejam agora um novo par (a’,0’) € K* x K. Se tem que

1¢(a,b) = ¢(a’, b)) = [[¢(a, b) = ¢(a,b) + ((a,b) = ¢(a’,b) ]|
[¢(a,b—=b) +((a—d',b)|

1¢(a,b =) +[[¢(a—d', b
wlals|b —V|s +wla — a'[|V]s.

IA A

Seja agora r = max{|(a, b)|s, |(a’,V')|s}. Estamos identificando K" x K™ ~ K" assim x € K"
corresponde as primeiras n coordenadas do vetor (x,y) € K"t e y € K™ corresponde as m
coordenadas seguintes. Portanto |a|s < |(a,b)|s e [b|s < |(d/, )]s assim ambos sdo menores que
r ¢ temos

1¢(a, b) = C(a’, b)|| < wr(lb = Vs +[a —a'l,)

¢(d,
(g« bﬂém_aﬂ)

<wr|(a—d,b-=10)]s
< wr|(a,b) — (a',V) |s.

Desse modo, ¢ é lipschitziana em B(0, K) C K**™ portanto é continua em B(0,r). Como
r é arbitrario, todo ponto (a,b) € K" x K™ pertence a algum B(0,7) e portanto ¢ é continua
em todo o K" x K™. O

Definigao 1.34. Seja uma funcao f : U — K" onde U C K™. A i-ésima fun¢do coordenada da
funcao f, fi : U — K, é definida como a tnica fungao tal que f;(v) é a i-ésima coordenada de
f(v). Note que temos a identidade f;(z) = (f(z), e;), onde ¢; é o i-ésimo vetor da base canoénica
de K™.

As funcbes continuas possuem as seguintes propriedades, cuja a demonstracao pode ser
encontrada em [5] e também em [1].

(i) Sejam U C K™ e fungoes f,g: U — K". Se f e g sdo fungbes continuas em a € U, entao
f 4+ ¢ é uma funcao continua em a.



(ii) Sejam os conjuntos U C K™ e V' C K™. Consideremos as fungoes f : U — K™ e
g:V — KFeum ponto a € U tal que f(a) € V, se f for continua em a e g for continua
em f(a), entdo f o g é continua em a.

(iii) Seja uma fungdao f : U — K" onde U C K™. Entao f ¢ continua se ¢ somente se cada
uma das suas n fungoes coordenadas forem continuas.

Definicao 1.35. Definimos limite em duas situacoes:

(a) Seja U C K™, uma fungdo f : U — K" e a um ponto nao isolado de U. Dizemos que
y € K" é o limite de f em a quando para todo € > 0 e todo x € U existir 6 > 0 tal que

0<|lz—all <d=lly—fl@)ll <e (2)

(b) Seja U C K™ um conjunto ilimitado e uma fungao f : U — K". Dizemos que y € K" é
o limite de f quando f vai ao infinito se para todo £ > 0 existir algum A > 0 tal que se
tenha:

A<zl =lly = fla)l <e.

Teorema 1.36. Seja a um ponto nao isolado de U C K™ e f: U — K", entdo f é continua
em a se e somente se f possuir limite em a e tivermos f(a) = lim f(z).
r—a

Demonstragdo. Da definicao de continuidade temos que para todo z € U e € > 0 existe § > 0
tal que
|z —al <é=|f(z) - fla)] <e

Para todo x, em particular para x € U, nos temos
0<|lz—al <d=lz—a|] <o.

Assim obtemos

0<|lz—all <d=Ilf(x) = fla)ll <&,
e pela defini¢do de limite, f(a) = lim f(z). O

Em contraste com a proposicao acima, temos que se a € U é um ponto isolado, entao toda
funcao definida em U deve ser continua em a em decorréncia da definicio de continuidade,
enquanto que os limites nunca existem em pontos isolados.

O limite possui as seguintes propriedades basicas, cuja as demonstragdes podem ser encon-
tradas em [5] e também em [1].

(a) Seja U C K™ e a € U um ponto nao isolado. Se f : U — K" possuir um limite em
a, entao este limite é tnico. Quando y € K" for o limite de f em a entdo escrevemos

y = lim f(z).

r—a

(b) Seja U C K™ ilimitado. Se f: U — K" possuir um limite no infinito, entao este limite é
tnico. Quando y € K" for o limite de f no infinito entao escrevemos y = xh_}rgo f(z).

(c) Seja U C K", fungoes f,g: U — K" que possuam limite no ponto a € U, entao vale:
lim(f + g)(z) = lim f(z) + lim g(z).

(d) Seja U C K" ilimitado e fungoes f,g: U — K" que possuam limite no no infinito, entao
vale:
li (f -+ 9)(2) = Jin /() + lim g(z).

T—r00
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Proposicao 1.37. Valem as sequintes regras para a composicao de limites.

(a) Sejam os conjuntos U C K™, V C K", fungoes f : U — K" e g: V — K*. Considere os
pontoa € U eb €V tais que

(i) lim £() =,

(ii) g possui limite em b.

Entao nesse caso temos
lim (g o f)(x) = lim g(y).

T—a y—b

(b) Sejam os conjuntos U C K™ eV C K", com U um conjunto ilimitado, e fun¢oes f: U —
K" e g:V — Kk, Considere um ponto b € V tal que

(i) Jim f(x) = b,
(ii) g possui limite em b.

Entao nesse caso temos

T—r00

lim (g 0 f)(x) = lim g(y).

(c) Sejam os conjuntos U C K™ e V C K", com V' um conjunto ilimitado e fungées f : U —
K" e g:V — KF. Considere um ponto a € U tal que

(i) Para todo M > 0 eziste algum § > 0 tal que 0 < ||z —al| < d = M < ||f(x)],
(ii) g possui limite no infinito.
Entao nesse caso temos

lim (g o f)(z) = lim g(y).

T—a Yy—+00

(d) Sejam os conjuntos U C K™ e V. C K", ambos sendo conjuntos ilimitados, e fungoes
f:U—=K"eg:V — KF satisfazendo

(i) Para todo M > 0 existe algum A > 0 tal que A < ||z|| = M < || f(z)],
(ii) g possui limite no infinito.
Entao nesse caso temos

lim (g o f)(z) = lim g(y).

T—00 Yy—00

Demonstragio. Faremos a demonstragao de (a). As outras se demonstram de maneira muito
semelhante.
Seja k = hn}, g(y), entao pela definigdo de limite temos que para todo £; existe um §; tal
Yy—

que
0<|ly—0l <d =lgly) -kl <er

Tomando y = f(x), temos
0 <[[f(z) =0l <= llg(f(x)) — kIl <eu (3)
Também pela definicao de limite temos que para todo e, existe ds tal que

0<llz—al <d=|f(z)—=0b| < es.

11



Tomando €5 = §; entdo existe um d3 tal que
0<|lz—al <ds=|[f(z) 0l <d. (4)
Por (3) e por (4) temos que
0 <llz—all <ds = llg(f(x)) =kl <er.

Assim pela defini¢do de limite temos lim (go fi(z) =k = linl1) 9(y), como querfamos. O
Tr—a y—

Proposicao 1.38. Sejam um subconjunto V-.C K" e uma fungio g : V — KF continua no
ponto b € V. Entao temos que:

(a) Dada uma funcio f: U — V definida no conjunto U C K™ e um ponto ponto a € U tal
que b = lim f(z), b € V. Nesse caso temos

lim(g 0 f)(@) = g (lim f(2) ).

r—ra T—a

(b) Dada uma fungao f : U — V definida no conjunto U C K™, com U ilimitado e b =

lim f(z). Nesse caso temos
T—00

lim (g0 f)@) =g (Jim f(2)).

Demonstragdo. Mostraremos (a). A demonstracao de (b) é analoga.

Se b for um ponto isolado, entao existe r > 0 com B(b,r) N U = {b}. Entao tomando ¢ =r
na férmula (2) temos que existe § > 0 tal que 0 < ||z —a|| < 0 = f(z) € B(b,r), ou seja,
0<|lz—al <d= f(x) =0beassim

0<|lz—al <= g(f(x)) =g(b) = g(f(z)) —g(b) =0

e é 6bvio que g(f(x)) — g(b) < € para todo € > 0. Assim }:%(g of)(x)=yg (}CILT(II f(:c))

Se b nao for um ponto isolado, entdo usando o Teorema 1.36 e a Proposi¢ao 1.37 temos

T—ra Tr—a

lim(g o )(x) = lim g(y) = g(b) = g (lim /() ) .
]

Teorema 1.39. Sejam os conjuntos U C K™ eV C K", com V' um conjunto fechado. Se uma
fungao f - U =V possui limite em um ponto a € U, entdo lim flx)eV.

Demonstragdao. Seja b = ilgé f(x). Suponha por absurdo que b € K* — V. Como V é fechado,

seu complementar é aberto e existe r > 0 com B(b,r) C K" — V. Da definigao de limite, existe
um § > 0 com 0 < ||z —al| <0 = | f(z) —b|]| <r. Desse modo, para = € B(a,d) — {a} se tem
f(z) € K* — V| contradizendo a hipétese de que f era uma funcdo de U em V. O]

Defini¢ao 1.40. Dizemos que um subconjunto K C K" é um conjunto compacto quando for
um conjunto fechado e limitado.

Proposicao 1.41 (Weierstrass). Sejam K C K™ um conjunto compacto e f : K — R uma
funcao continua. Entdo f possui pontos de mdximo e de minimo.

12



Demonstragio. Pode ser encontrada a demonstracao desse resultado no capitulo 8 de [5] e
também no capitulo 1 de [1]. O

Defini¢ao 1.42. Dizemos que duas normas | |1,| |2 sobre K™ sdo equivalentes se existirem
constantes ¢, k > 0 tais que c|v|; < |v|y < k|v|; para todo v € K™.

Lema 1.43. A norma da soma e a norma euclidiana sao equivalentes.

Demonstragdo. Inicialmente mostremos que ||z|| < |z|; para todo z € K.

n n

l2ll* =D el < D7 |willzy] = lalslzls,
i=1 ij=1
e assim extraindo a raiz quadrada obtemos ||z| < |z|s, como querfamos.
Consideremos agora os vetores & e ¢ dados por &; = |z;| e ¢; = 1 para todo i. Temos que
|z|s = (¢, &), mas pela desigualdade de Cauchy [0] nés também temos

(€, &) < [zl = |=]s < Vnllz],
como queriamos demonstrar. O
Teorema 1.44. Quaisquer duas normas sobre K" sao equivalentes.

Demonstra¢io. Tomemos uma norma | |y qualquer e seja M = max{|e;|n|1 < i < k}, entdo
vale

lv|y < Mlvls, Yo € K"

Em particular, |v|y < /nM||v]| e assim todo norma é lipschitziana e portanto continua.
Consideremos agora a bola fechada B[0,1]. Por defini¢ao, este ¢ um conjunto compacto e
assim | |y possui em B[O, 1] um valor minimo, que chamaremos de C. Para todo v # 0 nés

temos
v

C<
0]

= Cllv]| < [l
N
A desigualdade acima é imediata para 0, e desta forma toda norma é equivalente com a

norma da euclidiana. Sejam agora duas normas | |; e | |2. Entao vale
ma[vl} < Joly < Myfjol|, Yo € K*
mallv]] < Jvla < Mo, Vv € K™,

M
Temos |jv]| < o]z e ol < ||v||, donde obtemos |v]; < = |v],. Por raciocinio andlogo obtemos
" m M, Mo
—Llv]y < |v]1, provando o teorema. O
M

Proposigao 1.45. (a) Seja A C K" aberto e a € A. Para qualquer norma | |y de K" existe
um 0 € R positivo tal que para todo v € K" se tem |a — v|y < d = v € A.

(b) Seja B C K" e | |y uma norma em K". Se para todo b € B existir um ¢ tal que para todo
ve K" setem |b—v|y <J=ve B, entao B é aberto.

Demonstra¢io. Como a € A, entdo existe § > 0 com B(a,d) C A. Sabemos que existe ¢ > 0

tal que ||z — a|| < ¢|z — aly, desse modo |r — a|y < — implica que ||z — a|| < §, de onde temos
c

)
By (a, ) C B(a,d) C A.
c
Por outro lado, se para todo b € B existir § > com |r — by < § = = € B e sabendo que

existe k > 0 de modo que |z —b|y < k||z—b|| obtemos que ||z —b| < Z implica que |z —a|y < &

5
e assim B (b, k;) C By(b,d) C B, provando a proposicao. ]
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2 Sequéncias e Séries

2.1 Definicoes de sequéncia e de séries

Definicao 2.1. Uma sequéncia x : N — K" onde N é o conjunto dos ntimeros naturais, sera
representada por (x;);en € 0s seus elementos x(i) escritos como z;, isto é, x; = x(i).

Exemplo 2.2. Seja f: K" — K" e x € K", podemos definir uma sequéncia (z,)nen, chamada
se sequéncia recursiva, da seguinte forma

ro=2 € Tpi1 = f(x,) Vn €N,

Defini¢do 2.3. Uma funcao f : U — K", onde U C R™. Se existir uma constante ¢ € (0,1)
com ||f(z) — f(y)| < ¢/l — y|| quaisquer que sejam z,y € U, chamamos f de c-contragao.

Apresentamos a seguinte a versao do teorema do ponto fixo de Banach, e algumas de suas
consequéncias que serao usadas na demonstracao do teorema da funcao inversa, seguindo de
perto a apresentagao dos resultados em [1].

Teorema 2.4. Seja L C K" fechado e f: L — L uma c-contra¢ao. Entdao existe e é unico um
p € L tal que f(p) = p.

Demonstrag¢io. Comecemos observando o seguinte fato
[ziv1 — @il = [[f(z:) = f(@im)[| < eflws — 2]

= ||lzir1 — @il < cllw — @il

Repetindo esse processo j vezes obtemos ||z41 — z;|| < ¢/ ||@;—j11 — 24—;]| e assim, fazendo i = j
se tem que ||z — x| < |z — o]

Tomando = € L arbitrario e definamos a sequéncia recursiva xo = x, z,41 = f(z,). Para
m > n se tem

m—1

Z Tig1 — X4

i=n

|Tm — 2n| =

m—1 m—1 ) m—1 ]
<5 e =il € S ey — ol < (Z ) o1 — ol
=n =n

1=n

como ¢ > 0 temos

m—1 0 n
. . 1 — Tgl|C
(}:Cl> ||ZE1—$0||§ <§:Cl> ||$1—{L’0||: H 11_0H ]
1=n 1=n

C

Se x1 = zg entdo f possui um ponto fixo (em particular (z;);en é constante logo convergente).
Se x1 # x( entao para € > 0 temos

— n 1— 1-—
s =olle” o E0=0) gy <1n<f<c)>
1—c¢ l|z1 — o] |21 — o]

onde a segunda equivaléncia vem do fato da fun¢ao logaritmica ser crescente. Entao

) < nln(e) < In <8(1_0)> s n>(lnc) ' <M> ,

|21 — o] |21 — o]

In(c") <In (
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onde a ultima equivaléncia vem do fato de In(c) ser negativo, uma vez que ¢ € (0,1). Assim
(x;)ien € uma sequéncia de Cauchy [5] e portanto convergente. Seja p o limite desta sequéncia.
Como L é fechado, p € L.

Pela defini¢ao de limite, para todo € > 0 existe n € N tal que m >n = ||p — x| < e =
|f(p) — xmi1|| < ec, logo f(p) também é limite dessa sequéncia e pela unicidade do limite

p=f(p).

Por fim, sejam py, po pontos fixos de f. Entao nos temos que

1f (p1) = f(p2)]| < cllpr = p2ll = [[p1 = p2|l < cllpr—p2l = (L =c)llpr —pol| <0 = [lpr —p2|| < 0
e portanto p; = po, provando a unicidade do ponto fixo, como queriamos. O

Lema 2.5. Seja X C K" com Bla,r] C X e f: X — K" uma c-contragao tal que || f(a) —al| <
(1 —¢)r. Entao [ possui um ponto fizo em Bla,r].

Demonstrag¢io. Basta mostrar que f(Bla,r|) C Bla,r] que entao recaimos nas hipéteses do
teorema anterior. Para x € Bla,r| temos

e —all <r=|f(z) = fla)] <rc

1f(a) —al + [ f(z) = fla)| <rc+ (1 —c)r
la = f(x)l| <7 = f(z) € Bla,r]
donde temos = € Bla,r] = f(z) € Bla,r] e assim f(B|a,r]) C Bla,r]. O
Lema 2.6. Seja U C K™ um conjunto aberto e p : U — K™ uma c-contragcio. Definindo

g:U —= K™ como g(x) =z + p(x), temos que Im(g) C K™ é um conjunto aberto, g é injetiva
e tanto g quanto g~ ' : Im(g) — U sao fungéoes continuas.

Demonstragio. Seja a € U um elemento qualquer e b = g(a). Entao b € Im(g).

Dizer que Im(g) é aberto significa que existe § > 0 tal que B(b,d) C Im(g), ou seja, se
temos que ||y — b|| < & entdo y € Im(g). E esta tltima condi¢do que iremos mostrar.

Dado um y qualquer consideremos a funcao &, (z) =y — ¢(z). Temos

r=§x)=r=y—9p@)=r+p)=y=9() =y,
basta entao encontrarmos um ponto fixo de §,. Para podermos usar o Lema 2.5 devemos ter
16y(a) —al| < (I =c)r = |ly —¢(a) —al| < (L —c)r = |ly = b]| < (1 =),

onde r > 0 é tal que Bla,r] C U. Desse modo quando tomamos 6 = (1 — ¢)r, obtemos
B(b,0) C Im(g) e como b é um elemento arbitrario de Im(g) temos que I'm(g) é um conjunto
aberto.

E imediato que g é uma funcéo continua. Para mostrar a existéncia e a continuidade de ¢!
notemos que

lg(x) — gl = |z + (@) —y — W)l = |z —yll = le(@) — o)l =

= llg(x) =gl = (1 = o)llx —y||
donde temos que para x # y se tem g(z) # g(y) pois ¢ < 1 por defini¢do. Escrevendo g(z) = w

e g(y) = z temos
lw =zl > (1 =)lg™ (w) =g " ()| =

_ _ |w — 2z
= g™ (w) g7 () < 122
—c
desse modo ¢~! é uma funcao lipschitziana e portanto continua. O]
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o
Definicao 2.7. Seja (r;);eny uma sequéncia em K". Iremos definir a série sz como sendo a

i=0
o0
sequéncia a propria (z;);ey. Entretanto, dizemos que a série Z x; é convergente quando existir
i=0

n
o limite h_)m sz e divergente caso o contrario. Quando a série for convergente, definimos o
n oo
i=0
valor da série como

o n
2= lim 3w
i—0 i=0
o0 [ee]
Quando Y ||z;|| for uma série convergente, dizemos que Y _z; é uma série absolutamente
i=0 i=0

convergente.

Teorema 2.8. Se uma série for absolutamente convergente, entao ela é uma série convergente.

n
Demonstragcao. Mostraremos que Z x; forma uma sequéncia de Cauchy e portanto convergem.

i=0
oo
Seja S = Y ||z;]|. Tomemos n,m € N. Suponhamos sem perda de generalidade que n < m,
/=0
assim '
m n m
dori— Y m|=| > = Z il < Z \»’Uz|<ZHszH—ZH%H
=0 =1 i=n+1 i=n—+1 i=n+1
Portanto temos
m n n
i=0 i=1 i=0

Tomando o limite quando n — oo e usando o teorema do confronto esta provado o que queria-
mos. O

Proposicao 2.9. Se le e Zyi sao séries convergentes, entao Z T; + Zyi = Z T + ;.
i=0 i=0 i=0 i=0 —

Demonstragio. Da definicdo temos
Swi+d yi= 7111}()102371 +nhj£loz.% = nhj{)lozxz +Y yi= T}gg@Z% tyi=> Tty
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
O

Lema 2.10. Seja A € Myyy(K) e B € Myyn(K). Entio ||AB| < ||A] | B].

Apesar de ja termos uma versao dessa desigualdade para a norma espectral, é interessante
ter uma versao também para a norma euclidiana.

Demonstracao. Temos

Sl

k=1

JABE = 3 [AB, P =33

i=175=1 i=1j5=1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

S U Bl| < (Z (5 (Z 1A

k=1
17

i)
~
=
)
~




Desse modo
4B < 3 i (Z (5t (2 P,

Calculando a expressao a direita

335 (Sl ) (32 18 ) = 32 (S 1) > (32 1)

i=1j=1 =1 k=1

= 3 (32 b 1312 = 18173 (3 141

=1 =

= | BI*AlI*
Assim ||ABJ]? < ||B|]*||A||* e portanto ||AB|| < ||B]| |A|l, o que conclui a demonstragiao. [
O teorema a seguir e sua demonstracao foram adaptados de [3], onde esse resultado é provado

para séries numéricas.

Teorema 2.11. Sejam ZAi € ZBi séries convergentes em M., (K) e M,xm(K), respec-
i=0 i=0

tivamente, e ao menos uma delas é absolutamente convergente. FEntao (Z AZ) (Z Bi) =

> (s,

n=0

Demonstracio. Consideremos as somas parciais (Z > Ani ) =Y A, (Z Bz->. Por

n=0 z: =0
(e.)
conveniéncia, definimos as matrizes A = Z A;e B= Z B;. Dessa maneira
i=0 i=0

)

n=

m%>B+<§p%w>B—AB

A
0 n=0
S A (—B iy Bl-> . (A S Amn> B
n=0 =0 n=0

Desse modo

| (i 3 AniBl-) ~AB

n=0 =0
N ‘ 5)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a A seja absolutamente convergente, entao po-
demos para cada € > 0 encontrar um K € N de modo que para todo n > K temos

ffAmn<—B+§fBJ +|

n=0 =0

= o (X

n=0

54

]B—ZBi )+HB|| S 4,

=0 n=m+1

(3 A - a5

n=0:=0

B-Y B

1=0

<e€.

o0
Al <e e
i=n

| n
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Tomando m > 2K e substituindo no lado direito de (5) obtemos

(£5 o) o

n=0 =0

K n m n 9]
<3 (1nll[5-3 5 )+ 3 (1anall|5-35])+121| 3 A,
n=0 =0 n=K+1 i=0 n=m+1

m m—j m n
> (\ S )+ 3 (ol 235 ) + 151
j=m—K i=0 n=K-+1 j—
< > Ol + Z el|Ap—nll + | Blle.
j=m—K n=K+1

n

Justifica-se a passagem da penultima para a tltima linha pois B — ZBi é uma sequéncia
i=0

convergente logo limitada e entdao existe uma constante C' > 0 tal que para todo n € N se

tem ||B — Z B;|| < C e no segundo somatorio temos que n > K e portanto ||B — Z B;l| < e.
=0 =0
Agora
’ <Z > An-i ) BH < C( > 114 H) ( ) IIAm—nH) + [IBlle
n=0 =0 j=m—K n=K+1
m—k—1
Z A1) +e| D2 14501 + [IBlle.
7=0
Definamos Q = Y ||4;||. Entao
5=0
| (z zAn_iBi) ~ AB| < Ce+cQ +|Blle <£(C+Q+|BI)
n=0 i=0
provando a convergéncia. O

2.2 A exponencial de matrizes

Definigao 2.12. Chamamos de fungao exponencial a funcao exp : M, (K) — M, (K) definida

[o¢] An
por exp(A) = Z —- Note que estamos considerando A° = I para todo A € M,,(K).
n=0 n.
A
Z H H = eIl entdo a série que define exp é absolutamente convergente e portanto

a funcao esta bem definida.

0
Outro fato importante é que exp(0) = I + Z — =1+0=1, ousejaexp(0)=1.
n= 1
Estamos cometendo um certo abuso de notagao aqui: seria mais correto escrever exp,,

indicando o espaco onde a funcao esta definida. Porém isso poucas vezes é necessario uma vez
que costumeiramente usamos a fun¢do acompanhada de seu argumento (escrevendo exp(X)
por exemplo), supondo saber em que espago X reside. Com a fungao identidade, por exemplo,
costumeiramente escrevemos apenas / sem nenhum argumento, e portanto contextos em que
matrizes de varias dimensoes estdo sendo utilizadas faz-se necessario o uso de indices I,,.
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Lema 2.13. Seja A € GL,(K). Entdo para qualquer B € M,(K) se tem que (ABA™)" =
AB" A~ para todo inteiro n > 1.

Demonstragcio. Para n = 1 a proposicao ¢ imediata. Suponhamos a afirmacao valida para n,
entao temos:

(ABA )" = ABA Y (ABA™ )" = ABA'AB"A™' = ABB"A™' = AB""'A7!
(ABA71>n+1 — ABn+1A71'
O

Proposigao 2.14. Seja A € GL,(K). Entdo para qualquer B € M, (K) se tem que Aexp(B)A™! =
exp(ABA™Y).

Demonstracao. Temos

00 Bk 1 ) m Bk .
ME ) (e )

A fungao f(X)= AXA! é continua e portanto usando a Proposi¢io 1.38 temos

B " ABFAT! ABA
lim A <Z 1 ) At nlblgnooz = Z D = exp(ABA™Y).
k k=0

]

Proposicao 2.15. Sejam A, B € M, (K) tais que AB = BA. Entdo exp(A+B) = exp(A) exp(B)
e em particular exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

Demonstracao. Temos que
0o Az 00 Bi
exp(A) exp(B) = <Z z') (Z z‘) :
i=0 i=0

Pelo Teorema 2.11 temos que

) (0 - T
=0 il =0 i! n=0 i= O n=0 n! i=0 (TL o Z)!Z'
Da hipdtese que A e B comutam nds temos
Z i AT '‘B'=(A+ B)" (Identidade Binomial)
(n — i)l

obtemos assim ‘ ‘

S () -

Si)\md) = a7

Da defini¢ao de exponencial temos finalmente

exp(A) exp(B) = exp(A + B).
Como A+ B = B+ A, entao exp(A+ B) = exp(B+A) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A). O
Corolario 2.16. Para todo A € M,(K) se tem exp(A) € GL,(K).

Demonstragio. Segue do fato de A(—A) = —AA e assim exp(A)exp(—A) = exp(0) = I, e
portanto exp(—A) = exp(A)~!. O

20



3 Diferenciacao

3.1 Definicao de diferenciabilidade e propriedades gerais

Definigao 3.1. Seja U C R™ um conjunto aberto. Definimos a derivada direcional da fungao
f:U—R"em p e U na diregdo v € R™, v # 0, como sendo o limite

of . .. flp+tv) — f(p)
5, (P) = lim ; : (6)

quando este existir.
Proposicao 3.2. A fungio exp : M,,(R) — GL,(R) possui derivada direcional na origem para

0 exp
X (0) = X.

Demonstragio. Usemos o limite (6) para f = exp e p = 0, assim

. exp(tX) —exp(0) . 1|/ (@X)" T Y
iy t =l |\ -1 BT

todo X € M,(R) nao nulo e além disso temos

ol o

“ti 3 (2
Xy > X
oS

por se tratar de limite com ¢ — 0, podemos considerar |t| < 1. Desse modo temos que

o0 4n—1yvn+l [e%¢} n—1 yvn+l 0 n—1 n+1 e’} n+1
Zt X ey "X ' Szlt\ HXH‘ _ZHXH <o,
n=2 (n+1) n=2 (7’L+1) n=2 (7’L—|—1) n= 2(7’L—|—1)

"= lX n+1

Portanto temos que hm t Z ¢é o produto de uma funcao limitada por uma func¢ao
n=

(n+1)!

cujo limite é 0. Entao

- 1Xn+1
Hgt nz:; (n+ 1) 0
Dessa maneira obtemos ae ;p (0) = X. O

9,
Proposicao 3.3. Sejam A, B € M,(R) tais que AB = BA. Entao egp(A) = Bexp(A) =

exp(A)B. Em particular, se A e B comutam entiao exp(A) e B comutam.

Demonstragio. Se AB = BA entao A(tB) = (tB)A para todo t € R. Usando a Proposigao
2.15 se tem

exp(A + tB) — exp(A)

exp(A) exp(tB) — exp(A) exp(tB) exp(A) — exp(A)

lim = lim =lim
t—0 t t—0 t t—0 t
_ iy EPA) (exp(tB) — 1) iy (XP(EB) — I) exp(A)
t—0 t t—0 t
B dexp _dexp
= exp(A)B =Bexp(A).
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Exemplo 3.4. Seja ||y uma norma sobre R™. Entao ||y ndo possui derivada direcional na
origem qualquer que seja v € R™ nao nulo.

Demonstragdo. Seja v € R™, v # 0. Entao, para t # 0 nés temos

0+ tvly —0ly _ [toly _ Jt]lv]x

t t t
Estamos entao em dois casos: .
[thely _ 1y ¢ 0,
t
t
”f“:—mNt<o

tloly .

Como v é nao nulo, |v|y # —|v|y e portanto nao existe yn%
—

Definigao 3.5. Seja a fungdo f : U — R definida em um conjunto aberto U C R™. Definimos

a 1-éstma derivada parcial de f no ponto p € U, representada por (p), como a derivada

0x;

7
direcional de f em p na dire¢do na direcao e;, onde e; é o i-ésimo vetor da base canoénica de

R™. Em simbolos o7 o7 A e — £(p)
B . flotte) = fp

Definicao 3.6. Seja f : U — R” uma funcdo definida em um conjunto aberto U C R™.
Dizemos que f é diferencidvel em p € U se existir T € L(R™,R™) tal que

lim flp+v) = (f(p) +T())

=0.
v=0 o]

Dizemos que a transformacao linear 7' é uma diferencial de f no ponto p. Mostraremos no
Corolario 3.8 que uma tal transformacao linear, se existir, é tinica e a partir de entao diremos
que T ¢é a diferencial de f no ponto p.

Proposicao 3.7. Sejam um conjunto aberto U C R™, uma funcio f : U — R™ diferencidvel

ema € U eT uma diferencial de f nesse ponto. Entio T (v) = ==(a).

ov

Demonstracio. A partir da definicdo de derivada direcional sabemos que

9 () = i lﬂa )= f(a)] |
Assim
iy [f(a + ti;) - f(a)] i [ fla+ tv) — f(a)t— T(tv) + T(tv)]
~ Jim fla+tv) — (tf(a) +T(t)) | T(fv)]
— Jim _Ht:II fla+tv) —Hgﬁa) +T(t) | <t:>]
= liny HtZJH fla+tv) _Hgﬁa) +T(tv))] ()]
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Como f ¢ diferenciavel em a, temos

lim lf(a +tv) — (f(a) + T(tv))]

=0 ]l

=0,

— T
e uma vez que M é limitada, temos que lim [tvl] fla+tv) = (f(a) + T(tv)) = 0. Portanto
t t=0| ¢ lItv]|
0
aij(a) =T(v). O

Corolario 3.8. Seja a funcio f: U — R", definida em um conjunto aberto U C R™, diferen-
cidvel em a € U. A diferencial de f no ponto a é unica.

Daqui em diante, dada uma funcao f : U — R" definida em um conjunto aberto U C R™
e diferencidvel em a € U, representaremos a diferencial de f em a por df(a), de modo que a

igualdade na Proposigao 3.7 pode ser escrita como df (a)(v) = ==(a).

ov

Exemplo 3.9. Através do Exemplo 3.4 e da Proposicao 3.7, sabemos que nenhuma norma é
diferenciavel na origem.

Proposicao 3.10. Sejam as fungoes f,g : U — R™ definidas em um conjunto aberto U C R™,
diferencidveis em a € U. Entao temos que d(f + g)(a) = df (a) + dg(a).

Demonstragdo. Para todo vetor v # 0 nds temos

fla+v) +gla+v) - fla) = g(a) — df(a)(v) — dg(a)(v)

[o]]

_ flatv) = fla) —df(a)(v) | gla+v) = gla) —dg(a)(v)

o] o]

o que nos da

lim
v—0

l(f +9)(a+v) = (f+9)(a) — (df(a)(v) + dg(a))(v)]

o]

_ lim [f(a +v) = f(a) — df(@)(v) , gla+v)—gla) - dg(a)(v)] o

v=0 [v]] o]

Portanto f + g é diferenciavel e d(f + g)(a) = df + dg(a). O

Definicao 3.11. Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R uma funcao que possui
todas as derivadas parciais em cada um dos pontos de seu dominio. Diremos que f é de classe

C! se para cada j,1 < j < m, ocorrer de —f ser uma funcao de classe C?, isto ¢, continua. De

8[Ej
. . , k af k—1
maneira recursiva, f é de classe C* com k > 1 se todas as e, forem de classe C*~*. No caso
J
em que f for de classe C* para todo k € N, dizemos que f é de classe C™.

Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R". Diremos que f é de classe C* quando
cada uma das suas n funcoes coordenadas fi,..., f, for uma funcio de classe C*. Da mesma
forma, f é de classe C* quando cada uma das suas n fung¢oes coordenadas fi,..., f, for uma
funcao de classe C'*°.

Proposicao 3.12. Sejam as funcoes f,g: U — R™ definidas em um conjunto aberto U C K™,
de classe C* em U. Entdo f + g é de classe CF.
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Demonstracdo. Se as funcoes f, g forem diferencidveis de classe C! entao df e dg sao continuas.
Como a soma de fungoes continuas é continua teremos que d(f + g) serd continua e portanto
f + g também serd de classe C*.

Suponha a afirmacdo verdadeira para k e as funcoes f, g de classe C¥*1, entdo df e dg sdo
de classe C*. Como estamos supondo que a soma de funcdes de classe C* é uma funcio de
classe C*, entdo d(f + g) serd de classe C* e assim f + g serd de classe C**1, provando a
proposicao. ]

Exemplo 3.13. As transformagoes lineares T : R™ — R" sao de classe C'*™ e vale para todo
p € R" que dT'(p) =T.
Demonstragdo. Usando a definicao de funcao diferenciavel temos

T —T(p) =T 0
lim (p+v) =T(p) —T(v) im0 —o
v—0 vl v=0 |||

As fungoes coordenadas T, ..., T, nada mas sao que os vetores linha da matriz de T, e assim
oT;

aﬂlj

da que as transformagoes lineares sao de classe C*°. O]

= [T; ;. Como sabemos que as funcoes constantes f : R — R sdo de classe C*°, isso nos

Exemplo 3.14. Dado u € R", a fungao translagao f : R” — R" definida como f(v) = v+ u é
de classe C* e para todo p € R" nés temos que df (p) = I, onde [ é a funcao identidade.

Demonstragcao. Novamente, pela definicao temos

— -1 — — 0
g JPr) =)~ 1) . vty -prw-—v 0
v=0 o] v=0 o] v=0 [Jo]]
Do mesmo modo que ocorre com as fungoes lineares, afj serao funcgoes constantes e assim
Z;
a translacoes sdao funcoes de classe C™. O]

Proposicao 3.15. Seja uma funcao f : U — R"™ definida em um conjunto aberto U C R™,
diferencidvel em a € U. Entdo ela é continua em a.

Demonstragdo. Do limite

fla+v) = (f(a) + df(a)(v))

lim =0
v=0 o]

podemos concluir
et o) = flo) — df @] _

v =0 0]
Isto nos diz que para todo € > 0 existe . > 0 tal que para 0 < ||v|| < d. nés temos

1f(a+v) = fla) = df(a)(v)]]

o]
= [If(a+v) = fa) = df (a)(0)]| < €[lv]]
= [If(a+v) = Fla)ll = lldf (a)(v) ]| < ellv]]

= 0< [ f(a+v) — (@) < [df @ @)]| +ello]
= 0< lim || f(a+v) — f(a)]| < lim [l4f (@) 0)]| + lim e[

=0 < lim || fa+0v) ~ f@)] <O
= lim f(a+v) — f(a) = 0= lim f(a+v) = f(a).

Obtendo que f é continua. O]
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Teorema 3.16. Seja a funcdo bilinear ¢ : R™ xR™ — R" e funcoes f : R¥ — R" ¢ g : RP — R™
diferencidveis em a € R¥ e b € RP, respectivamente. Tomemos a funcdo h: U x V — R" dada
por h(z,y) = ¢(f(x), 9(y)) temos

dh(a,b)(x,y) = ¢(df (a)(x), g(b) ) + C(f(a), dg(b)(x)),
onde (z,y) € RF x RP.

Demonstragao.
dh(a,b)(x,y) = lim [h((“ i m’bttw - h(a,b)l
i [«f(a +12),g(b + ty)) - <<f<a>,g<b>>]
t—0 t

= lim
t—0

[C(f(a +1x),g(b+ty)) = C(fla+tw), g(b) | C(flattx) g(b)) = C(f(a). g(b))]
t t

. lC(f(a + t2), g(b+ ty) = g(b) | ((fla+te) = f(a), g(b))]

Como toda forma bilinear é continua, podemos usar a Proposi¢ao 1.38

i )5) =€ (g o 1)y KL D=0 JOTID S0 1 )

= lim [Q (f(a+tx),

t—0

t

= dh(a,b)(z,y) = ((f(a),dg(b)(y) ) + ¢(df (a)(z), g(b) ).
O
Proposicao 3.17. Sejam funcoes f : R? — R™ e g : RP — R™ diferenciaveis de classe
C*. Dada a funcio bilinear ¢ : R™ x R® — R", a funcio h : U x V. — R" definida como
B, y) = C(F(2), g(y)) ¢ de classe C*.

Demonstragdo. Se faz de maneira andloga a demonstragao da Proposigao 3.12. O]

Teorema 3.18. A fung¢io Y : GL,(R) — GL,(R) definida por T(X) = X! é diferencidvel
e de classe C* e temos para todo A € GL,(R) que a diferencial dX aplicada em A, isto €, a
fungio dY(A) : M,(R) — M, (R) € da forma dY(A)(X)=—-A"1XA"L.

Demonstragao. Na clausula de definicao diferenciavel, exige-se que o dominio da funcao seja
um conjunto aberto, entdo comecemos demonstrando que G L, (R) é um conjunto aberto: seja
A invertivel, entao para todo v € R™ temos

_ _ v
ol =14 A@ < 147 AW = A <1141,

Tomando X € M,(R) com |X|. < S[A-T],’ entao “oAT, < —|X|e||v||- Assim
ol el o gy - x o))
A=Y 247 T
v
= g < 140) = X = (4= D)
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1
Concluindo que A — X é nao singular. Logo é invertivel e assim B <A, 2|Al|> C GL,(R),

portanto G L, (R) é um conjunto aberto.
Ainda do fato de A — X ser ndo singular, podemos escrever v = (A — X)~lu para um certo

u e obtemos
[(A—-X)~

2| A1,
= [[(A = X) "l < 2/A7e[lull.

- (- x0)

Considerando |lu|| =1
I(A = X) " | < 2]A7"e.
Assim obtemos que sup ||(A — X)) 'ul| < 2|A7Y|, e portanto [(A — X)7!, < 2|A7Y..
[[ul|=1
Consideremos agora a funcao

rX)=(A+X)' (A -AxAT.

X
Temos que dY(A) = —A"1X A~ equivale a )1(11110 T|( ||> = 0. Verifiquemos o valor deste limite.
— X

A+ X)r(X)=(A+X)A+ X)) —(A+X)(A'—A7'XxA™
=7r(X)=1—-AAT AT XA - XA -ATXAT,
Onde I representa a matriz identidade.
S (A+X)r(X)=1-T+XA - XA+ XA XA
= (A+X)r(X) = (XA1)?
=r(X)=(A+X)(XA4™")?
= [r(X)]e = [(A+X)"H (XA
= |r(X)]e < (A +X)7e [X]Z AT

1

Como estamos trabalhando com limite de X indo a 0, podemos considerar | X|, < m,
e

e
nesse caso sabemos que |(A — X)7Y, < 2|A71|.. Portanto
r(X)le < 2lATCIXE

(X))

< 2|A7Y] X
| X e

r(X)le 13
=0< < 2[AT[EIX e
[ X e

X)le
=0 < gim e oy a1 1xL
X—0 | X, X—0

Pela continuidade e nao negatividade da norma

. r(X)
i X

)
X5 T,

= 0< <2472 fim | ],
%

e 1.

< 0= lim T<X)

X0 | X, =0.

=0

e

E isto encerra a demonstracao. O
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Teorema 3.19 (Regra da cadeia). Seja uma funcio f : U — RE com U C R™ um conjunto
aberto com f diferencidvel ema € U e g: V — R™, V C R* um conjunto aberto com f(a) € V
e g diferencidvel em f(a). Entao vale a iqualdade

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

Demonstracio. Pela definicdo de diferenciabilidade, o teorema equivale a dizer que o limite a
seguir ¢ igual a 0

M EHEDELHORUHCILEDID]

v0 o]

Reescrevamos o limite e calculemos:

[g(f(a +v)) —9(f(a)) — dg(f(a) )(df (a)(v) )]

o]

lim
v—0

o] o]

[g(f(a +v) —g(f(a)) _ dg(f(a))(df(a)(v) )1

g Vﬁw+w>—ﬂﬂ@>_@Umn<#mxmﬂ

o]

[g(f(a+v))—g(f(a)) _ dg(f(a)) (f(a+v) — fla+v) + f(a) - f(a) +df(a)(v)>]

o]

flatv) = J(a)  df(a)(v) + f(a) = f(a+v)>]

o] o]

o] o]

[g(f(a +v)) —9(f(a)  dg(f(a))(f(a+v)— f(a))

_@Um”<ﬁmmﬂ+ﬂ®—fw+WN

o]
~ liny [g(f(a +v)) —9(f(a)) —HCigH(f(a) )(f(a+v) — f(a) )] 7
. fla+v) = (df(a)(v) + f(a))
+11)1E(1) [dg(f(@) < o] )] : (8)

Calculemos cada um dos dois limites acima separadamente. Primeiro o limite em (8).

fla+v) = (df (a)(v) + f(a) ))1

o]

v—0

iy a7 0))
como dg(f(a)) é linear, logo é continua e a expressdo acima é igual a

dg(f(a)) <lim fla+v) — (df (@) (v) + f(a) >>

v=0 o]

como f é diferenciavel por hipdtese, o limite acima é 0 e assim
dg(f(a))(0) =0
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Agora, sejam os conjuntos Uy = {v|f(p) = f(a)} e Uy = {v|f(p) # f(a )} Se a # U, entao
o limite (7) é igual 0. Caso contrarios, considere a funcdo f : Uy — R* f(x) = f(x) para
todo = € Uy, ou seja, f é a restrigao da fungdo f aos pontos p tais que f(p ) # f(a). Podemos
escrever p = a + v para algum vetor v. Desse modo nds temos

mﬂ“ﬂa+w—fmwguw+v»—gum»—amwxﬂa+m—f@»]
0 [[[flat o) = f(a)l ol
:mnwvm+vw—ﬂ@naﬂa+m> 9(f(@) = dg(f(a))
ol [Fla+v) - (@)
:anVW+”> <>WU%[<<w+w> 9(/(@) — dg(f(a)

v=0 o]

v—0

(f(a+v) = f(a) )]

|y Fla ) = (@)

v=0 o]

lim

v—0

(
[g(f(a +v)) — g(f(a) — dg(f(a))(f(a+v) — f(a) )] ‘

a
Consideremos agora uma mudanca de variaveis u(v) = f(a +v) — f(a) e usando a Proposicio
1.37 nds temos

_HWhm[<<w+fmw 9(f(a)) — dg(f(a) )(u(v))

v =0 [u(v)]

Desse modo, se a for um ponto isolado de Uy entao o limite em (7) ¢ igual 0.
Agora se tivermos a € Uy N Uy — {a}, entdo pela definicdo de limite temos que para todo
e > 0 existird um 0 > 0 tal que

= 0[jof| =0

pelielp—all <d=|f(p)— fla)] <e
por outro lado, temos também
pelpelp—all <d=|f(lp) - fla)]=0<e

como B(a, ) C Uy U Uy, temos assim

lp—all <6 =f(p) - fla)ll <e

Desse modo, como o nosso limite original equivale a soma dos limites (7) e (8), ambos iguais
a 0, ele proprio é igual 0 e assim d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a), como queriamos. O

Corolario 3.20. Sejam conjuntos abertos U C R™, V. C R" e fungoes f: U — V, g :— RP
diferencidveis de classe C*. Entdo a funcdo g o f é diferencidvel de classe C*.

Demonstracio. A demonstracao é semelhante as demonstracoes das proposicoes 3.12 e 3.17. [

Teorema 3.21 (Teorema da Funcao Inversa). Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R"
uma fungio de classe C* com k > 1 em U e a € U com df(a) invertivel. Entio existem
conjuntos abertos V,W com f(a) € V tal que f~1 estd definida em V e W = f~Y(V), valendo
a igualdade df 71 (f(x)) = df (x)~ para todo x € W. Além disso f~' é de classe C* em V.

Demonstragao. Pela definicao de diferenciabilidade e pelo fato de k > 1, para cada ¢ > 0 existe
um § > 0 tal que B(a,d) C U e verifica-se que para todo =,y € B(a,d) se tem

1 () = (F(y) + df (y)(x =) )| < ellz =yl e [df (@) = df (y)] <e.

Desenvolvendo obtemos
|df (a) — df (y)lellz — yl| < ellz -y
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= lldf (a)(z —y) —df (y)(z — y)l| < ellx =y
= [If(2) = (f () + df () (& = y))Il + ldf (a)(z — y) — df (y) (& — y)|| < elle =yl +ellz =yl
= [If(2) = f(y) = df(a)(x = y)|| < 2eflx —y].

Escolhendo e = —————— obtemos

Aldf ()=t

1f(x) = (f(y) + df (a)(z — ) || < 2‘” i )yHI

:4#wrmWﬂw—f@wuwww—st”xgw

= [ldf (@) (f(2) - df(a)(2)) — df(a) " (F(») W) < Hx—m
Obtemos portanto que a fungao p(z) = df( )Y f(x) —df(a)(z)) é uma Contra(;ao em B(a,d),

para algum &y, > 0 associado a ¢ = Usando o Lema 2.6 temos que ®(z) = =+ ¢p(x)

4|df(a) e

definida em B(a,dy) é continua, possui inversa continua e ®(B(a,dy)) ¢ um conjunto aberto.
Da continuidade de df ~!(a) (pois é uma transformacao linear) temos que (df (a) o ®)(B(a, d))
também é um conjunto aberto, desse modo

(df (a) o ®)(x) = df (a)[x + ()]

= df(a)[z + df (a) ™' (f(2) — df (a)(x))]
= df(a)(z) + f(z) — df (a)(x) = f(z)
e obtemos f(B(a,dp)) é um conjunto aberto. Chamaremos B(a,dy) de W e f(B(a,dy)) de V.
Da igualdade f|y = df (a) o ®|w obtemos f!|yy = &7t odf(a)™!, mostrando que f~! existem
quando restrita a V' e além disso ela é continua pois é a composi¢ao de fungdes continuas.
Aplicando a regra da cadeia e considerando x € W obtemos

dI(z) =d(f o [~)(x)

[=df~(z) o df (f(x))
df = (x) = df (f())™
Por fim, sabemos que a fungao inversao de matrizes, representemos ela por YT, é uma funcao de

classe C*. Como f~! é diferencidvel, sabemos que ela é de classe Cy. Suponha que f~! seja de
classe C,, com p < k — 1. Como df é uma fungio C*~!, logo também é de classe C?, entdo

df ' =Todf o f!

também é de classe C, e portanto f~* é de classe p 4+ 1. Desse modo df ! é de classe CP para
todo p < k — 1, logo df ! é de classe C*~!. Assim f~! ¢ de classe C*.

Uma observacao importante é que nao podemos ter f~! de classe C™ com m > k e f apenas
de classe C*, pois nesse caso poderiamos considerar a funcio g = f~! e entdo ¢! teria que ser
ao menos de classe C™. Como g~ = f e f nao é de classe C™, temos um absurdo. m

Exemplo 3.22. O teorema da funcao inversa no da condigoes suficientes para que uma funcao
seja inversivel na vizinhanca de um ponto, mas essas condi¢cdes nao sao necessarias, como
podemos verificar através da fungao

\I/(x):{ 4x+x2sin(;> r#0
0 =0
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no intervalo (-1,1). Esta fungao é C*° em R —{0}. Afirmamos que esta func¢ao possui derivada
na origem e ela é igual a 4. Mostremos esse fato:

4 2 i D —w
lim [ T sm(m >] (0) = lim 4 + z sin (xil) =4.

xz—0 x x—0

Desse modo W é diferencidvel em toda reta e por isso sabemos que ela ¢ C°. Entao a partir do
teorema do valor intermedidrio [3] temos que [W(-1), U(1)] C W[(-1,1)]. Mostremos que ela é
uma fungdo estritamente crescente: seja x € (-1,1) diferente de 0, entao:

-1

d
%[495 + 2?sin(z7!)] = 4 + 2z sin(z ™) + 22 cos(x_l)?

= |U(z)| >4 — [2zsin(z™)| — | cos(z )|
= |U(z)| >4 —2|z||sin(z™!)| -1
= |U(z)] >3—-2>0.

E portanto a derivada é estritamente positiva em [-1,1], de modo que z < y = ¥(z) < U(y)
para x,y € [-1,1]. Obtemos que ¥ resita a [-1,1] é uma fungdo continua, injetiva e sobrejetora
sobre o intervalo [W(-1), ¥(1)], ou seja, ¢ uma bijegdo continua entre [-1,1] e [W(-1), ¥(1)], e
mais do que isso: possui inversa continua, pois

D)= (ﬁ(ﬂx)))l .

Portanto W1 é diferencidvel e desse modo é continua. Ou seja, ¥ possui quase todas as
propriedades que estdo na conclusdo do teorema da fungao inversa, mas nao cumpre uma das
hipdteses mais importantes: a continuidade da func¢ao derivada.

1 dv
Para ver isso, consideremos o conjunto D = {2k|k e N-— {0}} Calculando - 1nos
7r T

pontos de D obtemos

av /1 2sin(2km)
A 1 0
— | — =4+ ——-1=3.
dx <2k7r) + 2km 3

Desse modo, para todo A € D temos que d—(/\) = 3. Entretanto, sabemos que para todo ¢ > 0
T

existe A € D com 0 < A < ¢§. Logo I é descontinua em 0 uma vez que para qualquer § > 0

x
av dv

existe A com |\ — 0| < d e %(/\) — %(O) = 3.

Por outro lado, se considerarmos a funcao A : R — R dada por A(x) = ¥(x) — g Também

temos que A é diferencidvel em toda a reta e sua derivada é descontinua em 0. Temos que

1
A(0) = 0. Afirmamos que para = € (0, 2) temos A(x) > 0, pois:

Az) = g + 22 sin (i) =z (; + x sin (;)) ,

como x é positivo, ele ndo altera o sinal da expressao dentro do paréntesis.

Lo <1>>1 Jlo1
= in(— - — —— ==
g TN, )F TP T T Y

30



1
mostrando a positividade de A(z) para 0 < x < 7 Verifiquemos o valor de I nos elementos
x
de D.

dA /1 \ 1 2sin(2kn)

(o) =5+ g — cos(2k)
MLyl 0
dr \2kn) 2 2krw -

dA
Para todo x € D, como d—(m) < 0 existe um ¢, > 0 satisfazendo
T

A(t) > A(x) Vit € (x — e, 2).
Observe que para § € (0,&,) temos (z — §,z) C (x — &, ), 0 que nos da
A(t) > A(x) Vt e (x — 6, x).

Podemos considerar 6 < z. Desse modo existira t € (0,2) com A(t) > A(x). Se considerarmos
reDnN (O, ;), temos

A(0) < A(z) < A(t)
Pelo Teorema do Valor Intermediario existe y € (0,t) com A(y) = A(z). Comoy <t <x =y #
x e obtemos que A nao é injetiva em nenhum intervalo contendo 0 e x, com = € D N (O, 2).
Porém para qualquer r > 0 temos que (0,7) N D # &, de modo que A nao é inversivel em

nenhuma vizinhanga de 0, mesmo com —(0) = 3 sendo um valor inversivel.

dx

3.2 Diferenciabilidade da funcao exponencial

O objetivo desta secao é mostrar que a fungao exp é de classe C'°. O fato deste resultado
receber uma sec¢ao prépria ja deve indicar ao leitor que nao se trata de um resultado trivial. A
demonstracao que apresentamos foi adaptada de [2].

Lema 3.23. Sejam | |1 e | |a duas normas sobre os espagos K™ e K", respectivamente. A
fungio | |3 : K™ — R definida por

(2, y)]3 = |z|1 + [ylo, reK" ey e K"
é uma norma sobre KM+,

Definigao 3.24. Seja uma operagao o7 : K" x K" — K". Diremos que &7 é uma algebra unital
quando (K™, +,.7) for um anel, onde + é a soma de vetores usual de K”. Nao havendo risco
de confusdo, usualmente escreveremos uv ou u - v no lugar de &7 (u, v).

Teorema 3.25. Consideremos R™ munido de uma dlgebra unital. Para cada k € N, conside-
remos a fungao P, : R" — R" definida por Py(X) = U e P (X) = X - P,1(X), onde U € o

OP i
elemento unidade da dlgebra. Para todo natural k temos que ﬁ(fl) =Y P(A)XPi(A).
i=0
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Demonstragio. A afirmagao é verdadeira para k = 0, pois nesse caso Py 1(X) = XU = I(X)

e [(X) =X = Py(A) X Py_o ZP )X Py_i(A). Supondo a afirmagao verdadeira para
0P =
k — 1 temos a—X(A) =Y P,(A)XPy_1-i(A). Desse modo
=0

35/;;1 (A)=A (2:1 P(A)X Py Z(A)) + I(X)P(A)

Concluindo a demonstragao. O]
Quando nao houver risco de confusdo, escreveremos X" para nos referirmos a fun¢ao P, (X).
Lema 3.26. Seja o espaco K* munido de uma dlgebra unital. Definindo para cada n € N os
conjuntos i = {i € N|1 <i<n} e F, ={olo:n— {0,1}}, temos:
A+B ZHAJ(ZBlaz
oE€EFn 1=1

Demonstracio. Notemos inicialmente que JF, possui 2" elementos e que para cada o € F,
existem duas fungoes g, 01 € F, 11 que sdo extensoes de o, dadas por:

oo(i)=0(i), i<n e ogn+1)=0
o1(i)=0(i),i<n e o(n+1)=1.
Temos que F, 41 = U {00,01}.
oEFn

Paran =1, F; = {a,f} onde a(l) =1 e f(1) = 0. Sejam A, B € K. Temos que

(A+B)!=A+B=AU+UB=A'B" + A"B!

1
— A2 gi-a() 4 AP0 -8 = T 470 gi-o),

occF i=1

Suponha agora a formula valida para n. Entao temos
(A+B)""'=(A+B)"- (A+B)=(A+B)"A+ (A+ B)"B.

Podemos entdo substituir

(A+Bn+1 (Z HAaz)Bl 0(1)A+(Z HAo(i)Blcr(i)>B

ocE€Fn 1=1 oceF, i=1

Z (H Aa(z)Bl 01>A+ Z (H Aa(i)Bl—a(i)> B
o€F, \i=1 oeF, \i=1
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_ Z (nf[l AU1(i)Bl—01(i)> + Z (ﬁ AUo(i)Bl—Uo(i)> )

oEFn \i=1 oc€Fn \i=1
Como F, 1 = U {00, 01}, obtemos
O'E.Fn
n+1
(A + B)n+1 — Z H Aa(i)BlfJ(i)’
O'€.7:n+1 =1
encerrando a demonstragao. O

Teorema 3.27. Seja K™ munido de uma dlgebra unital (A, B) — A- B. Podemos entdo munir
K2 com uma dlgebra unital definida por:

(A,B)- (X,Y)=(A-X,B-X +A-Y).

Além disso, se existir uma norma | |1 sobre K" tal que |A - Bl < |A}1|Bl|y para todos A, B
em K", entao existe uma norma | | sobre K" |(A, B) - (X,Y)]a < |(A, B)|2|(X,Y)|2 para todo
A, B, X,Y em K, onde | |5 € definida por |(A, B)|2 = |A|1 + | Bl1.

Note que - esta representando duas operagoes diferentes, mas como essas operagoes estao
definidas em espacos diferentes isso nao causara confusio.

Demonstragio. A distributividade, tanto a esquerda quanto a direita, sdo consequéncias da
funcao definida ser bilinear. Seja U € K" o elemento neutro da algebra sobre K", temos:

(U,0)-(X,Y)=(U-X,U- Y +0-X) = (X,Y)

(X,Y)-(U,0)= (X -U,X-0+Y -U) = (X,Y),

para quaisquer elementos X,Y € K". Portanto, (U, 0) é o elemento neutro de [K", -].
Resta mostrar a associatividade. Para melhorar a leitura dos calculos, escreveremos AB
para representar A - B. Temos:

(X17X2>((}/17}/2)(Zla ZQ)) = (le XQ)(YIZh YIZQ + }/221)
= (X121, XiY1Zy + XaYaZy + XoY124).
Por outro lado
(X1, Xo)(Y1,Y2))(Z1, Zo) = (X1Y1, X1 Yo + XoV1)(Z1, Zo)

= (X7, XaY1Zs + XaYoZh + XoY1 7).

Donde obtemos (X1, X2)((Y1, Y2)(Z1, Z3)) = (X1, X2) (Y1, Ys))Z1, Z2). Desse modo a associati-
vidade ¢ verdadeira e portanto se trata de uma algebra unital.
Para mostrar a desigualdade no enunciado nés temos

|(A,B)(X,Y)|s = |(AX,BX + AY )|, = |[AX|; + |BX + AY|; < |AX|; + |BX|1 + |AY]; <

< [ARX |+ [BLX |+ [ALY [ < [ARX |+ [BL[ X+ [AR Y]+ [BL[Y ]y
= (1AL + Bl (X[ + Y1) = [(4, B)[2[(X, Y)l2.
Desse modo [(A, B)(X,Y)|s < [(A, B)|]2|(X,Y)|2, concluindo a prova. O
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[e.9]

Teorema 3.28. Seja uma sequéncia de niumeros (a,)nen tal que an|z™ € convergente para
€

n=0
todo x > 0. Entao dado um espago R™ munido de uma dlgebra unital e uma norma | |o tal que
|AB|o < |Alo|Blo. Entdo a fungio f : R™ — R"™ definida como f(X ZanX" é de classe
n=0
.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que a f é diferencidavel. Afirmamos que df(A)(X) =

n
Z <Z ARt X A”_k>. Para mostrar isto, consideremos o conjunto
k=1

F! = {0 € F,| existe um tinico elemento i € 7 para o qual (i) = 1}.
Note que existe uma bijegao entre J : 7 — #!, com cada J; definida por

K =1 =i
Ji(4) =0 j#i.
Em particular, 7 e #! sdo conjuntos com n. Assim obtemos as igualdades:
i Ak—lXAn—k — Z H XJk(i)Al—Jk(i) — Z H XU(Z’)Al—o(i)
k=1 k=11i=1 ceF),, i=1
Consideremos agora as fungoes z, : 7 — {0, 1} dada por z,(i) = 0 para todo i € n. Temos
a identidade A" = H Xz 1=z ()

Para que f seJa dlferen(:1avel em A € R" devemos ter )l(nnor(X )=0,onder:R*" - R éa
H

funcao:

(S (Gor) (S (0

r(X) = Xh
(aOU + i an(A+ X)”) — (aoU + i anA”> — (i an (2”: Ak—lXAn—k;))
- X, )
(Eontar 2] - (Zowrr) - (S (S 4 xa))
- B )
(i ay, Z ﬁ X gl-a( ) (Z n, (A" + 2”: Ak_lXA"_k>>
n=1  geF,i=1 k=1 0
a | X o

(Z an Z HXU(i)Al—cr(i)) _ (Z a, (H in(z)Al—zn(z) + Z HXU(i)Al_U(i)))
n=1 i=1

n=1l  o€F,i=1 ceFli=1

0

1 Xo

Chamemos de H{" os conjuntos {z,} U.%}. Como {z,} N.Z} = &, nds obtemos que

‘(i S 7] X0 AH@) B (i ( S [ Al_(,@))

n=1 ogEF, i=1 oc€HT i=1

0

"= X
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( Z ﬁXa(i)Alfo(i) . Z f[Xg(i)Alo(i))

oeFn =1 oc€H} i=1

| X1o

0

1 1

Temos que F; = H{, desse modo Z H X gl _ Z H XM A=) — 0. Dessa maneira
oeFy i=1 geHll i=1

a; multiplica um termo nulo, e assim

( Z ﬁXO'(i)AI—J(i) . Z ﬁXU(i)AI—U(i))

oEFn =1 o€H i=1

| X1o

r(X) =" 0,

Chamemos de O? os conjuntos JF,, — H}'. Como H}' C F, para todo n € N nds obtemos que

Z a, ( Z HXo(i)Alo'(i))

n=2 oce0?2 i=1
X) = n 0
r(X) X,
Z|an|(Z2H’XUz ; i)o)
:>T‘(X)§ occ02 i=1

XIo ' ©)

Existe uma bijegdo Z : F,, — P(n) definida como Z (o) = {i € n|o(i) = 1}. Em particular,
quando aplicamos Z em O2 = F, — ({2,} U.%}) obtemos os subconjuntos de 7 que possuem
dois ou mais elementos. Além disso, como a multiplicacdo entre ntimeros reais é comutativa,

temos que H ‘X" ) Al_”(i) = H ‘XW’) . A=) .
i=1

sempre que Z(o) e Z(s) possuirem o

mesmo numero de elementos

n
A quantidade de subconjuntos de n que possuem k elementos é ( k) Portanto a desigual-

dade (9) implica em

"(x) < - > @X i) = (X) < X103 ol (3 (1) 02140

n=2 k=2

Como estamos interessados no limite de X indo para 0, podemos considerar |X|q < 1, e assim

3 (3 21l < 32 () 140 = (o ) = bl = 4 < 1+l
k=2

k=2

Assim obtemos

[e.9]

r(X) < [X[o Y |an] (14 [Alo)".

n=0
Desse modo

i (X) = lim <|X|0 3= ol + Al )

B <)l(iino‘X’0> (i |an|(1 + |A|0)n> =0,
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portanto f é diferencidvel em todo A € R™ e em particular serd de classe C°.
Demonstramos até o momento que para qualquer espaco R™ munido de uma algebra unital,
a fungao f : R" — R™ definida por f(X) = Z a, X" é diferencidvel, logo, de classe C°, onde

n=0
o9

consideramos que sequéncia de ntmeros (a,)nen tal que Y |a,|z" é convergente para todo
n=0
x> 0.

Suponhamos entao que para qualquer espago R™ munido de uma algebra unital, a func¢ao
f:R™ — R™ definida por f(X) =Y a,X" ¢é de classe C*, para um certo k € N.

n=0
Fixado R™ e uma &lgebra unital, podemos considerar a dlgebra unital sobre R*" dada por

(A1, A2)(By, Bs) = (A1By, A1By + AsBy). Sabemos pelo Teorema 3.27 que esta operagao é
de fato uma 4lgebra unital e escolhendo em R?™ a norma |(A, B)|; = |Alo + |B|o obtemos
|(A1By, A1 By + AsB1)|1 < |(Ay, As)|1|(B1, Ba)|1, o que nos da que a funcao g : R*™ — R?™

definida por g(A, B) = > a,(A, B)" é uma fungio de classe C*.

n=0
n

Afirmamos que (A, B)" = (A",ZAi_lBA"_i> para todo (A, B) € R*™. A afirmagdo é
i=1
verdadeira para n = 1. Se for verdadeira para n, entdo temos

(A,B)"*' = (A, B) <A”, 3 A“BA’”) = (A”“, BA" +%" AZBA“)

i=1 =1

n n+1
= (A,B)n+1 — (ATH_I, ZAZBAn—z> — (AN—H, Z Aj—lBAn+1—j)
i=0 j=1
dessa maneira, podemos reescrever g como
GAB) =S a (A”, 5 Ai—lBAn—f> _ (Z A" S a3 Ai—lBAn—i>
n=0 =1 n=0 n=0 =1
= g(A, B) = (f(A), df (A)(B)).
Como a fungao h : R*™ — R™ dada por h(A, B) = B é de classe C™ (h é linear), obtemos que
df é C*, pois df = h o g, donde obtemos as implicacdes

f é de classe C* = df é de classe C* = f é de classe C*™

Donde f é de classe C°. ]
Teorema 3.29 (Suavidade da exponencial). A fung¢io exponencial exp(X) = i );n é de
classe C'*°. e

Demonstracao. A multiplicacdo de matrizes é uma algebra unital e a série i ji: converge para
todo x > 0, além do fato de que ||[AB]|| < ||A]|||B||. Dessa maneira recair?lzg nés hip6teses do
Teorema 3.28. ]

Algumas observagoes se fazem pertinentes: no caminho escolhido para demonstrarmos o
Teorema 3.29 nao podiamos simplesmente substituir o uso de algebras unitais pela multiplicacao
de matrizes pois precisamos considerar o produto (A, B)(X,Y) — (AX, AY + BX), que nao
¢ o produto matricial. Outro caminho possivel seria considerar as fungoes f;; : M,(R) — R

s kYo
dadas por f; ;(X) = Z [ k']w, entretanto para poder tratar com [X*];; precisarfamos lidar
k=0 I

com polindmios envolvendo n? varidveis e usar resultados combinatérios mais sofisticados do
que apenas o tratamento das fungoes o : i — {0, 1} e a contagem de subconjuntos.
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4 Grupos matriciais e suas Algebras de Lie

4.1 Grupos Matriciais

Definigao 4.1. Seja G C GL,(K) um subgrupo. Dizemos que G é um grupo matricial se for
um subconjunto fechado de GL,(K).

Exemplo 4.2. Seja det : M,(K) — K a fungdo determinante. Afirmamos que o conjunto
SL,(K)={A € M,(K)|det(A) = 1} é um grupo matricial.

Podemos definir GL,,(K) como o conjunto das matrizes A € M, (K) com det(A) # 0, entao
SL,(K) Cc GL,(K). Do fato de det(AB) = det(A) det(B) obtemos

A,B € SL,(K) = det(AB) = 1 x 1 = 1,

assim concluimos que A, B € SL,(K) = AB € SL,(K).
Temos também que A € SL,(K) = 1det(A™!) = det(I) = det(A™') = 1 e portanto
AeSL,(K)= A€ SL,(K). Desse modo SL,(K) é um grupo.
Como consequéncia da definicio SL,(K) = det™'({1}). sabemos quedet ¢ uma funcio
continua e {1} é um conjunto fechado, e assim SL,(K) é um conjunto fechado de M, (K).

Como SL,(K) = SL,(K)NGL,(K), SL,(K) é um grupo matricial.

Exemplo 4.3. Consideremos o conjunto M;(R) = R. A multiplicagdo de matrizes nesse caso
é simplesmente a multiplicacao de niimeros reais. Definindo o conjunto G C R como

G = {e|lq € Q},

onde Q é o conjunto dos ntimeros racionais. Do fato de efe” = e?™" obtemos que G é fechado
para a multiplicacao, pois
¢, r€Q=q+recQ.

Além disso, é também fechado para a inversao de fungdes uma vez que
() '=eTeqeQ=—qeQ

temos ainda que 0 € G. Desse modo, G é um subgrupo de GL;(R).

Da analise real, sabemos que exponencial é uma funcao continua e assim se tivermos uma
sequéncia de niimeros racionais (a;);ey convergindo para um niimero irracional a entao a sequén-
cia e® ira convergir para e®. Entretanto, a fungdo e® é injetiva e portanto e* # e? para todo
ntmero racional ¢, portanto e¢* ¢ G e assim obtemos uma sequéncia de elementos de G, a
sequéncia e, que converge para um elemento que nao estd em G mas que estd em GLi(R),
portanto G nao é um grupo matricial.

4.1.1 Grupos compactos

Definig¢ao 4.4. Dizemos que um subgrupo G C GL,(K) é um subgrupo compacto quando for
um conjunto compacto de M, (K). Note que todo subgrupo compacto de G L, (K) é um grupo
matricial, pois sendo fechado em M, (K) entao obrigatoriamente seré fechado em G L, (K) (pois

G =GNGL,(K)).
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Exemplo 4.5. Seja uma matriz A € M, (K). Definimos a matriz A* dada por [A*];; = [A],,.
Chamamos A* de matriz adjunta de A. Podemos entao definir o conjunto

O0.(K) = {A € M, (K)|AA* = I}.

Notemos que |z| = |Z|. Desse modo

HAszéél[A]mP:Jiilmh,i\?:\liil = A

j=11i=1 j=1i=1

Apesar de nao ser linear, temos que (A + B)* = A* 4+ B*, portanto ||[A— B| = |A* — B*|| e
assim a funcao f(A) = A* é lipschitziana, logo continua. Consequentemente a fungao g(A) =
AA* ¢é continua. Obtemos que O, (K) = g~ '({I}) é um conjunto fechado por {I} ser fechado.
Como AA* = I, usando a defini¢cdo de multiplicagdo de matrizes obtemos:

U= [AAT5s = > [AL AT = X_[Alg AL, = D 1141 =

Portanto

1A =22 1Al =321 =n.
i=1 j=1 i=1
Desse modo A € O,(K) implica que |A| = y/n e portanto O, (K) é um conjunto limitado.
Sendo limitado e fechado, é um conjunto compacto.

Como todo A € O, (K) implica que A~ = A*, temos de imediato que todo A em O,(K) é
inversivel, portanto O,,(K) C GL,(K). Resta mostrar que O,(K) é um grupo.

Consideremos a matriz (A*)*. Temos que [(A*)"];; = [A*];;. Entretanto [A"];; = W@]
e substituindo obtemos [(A*)*];; = Wzy = [A];; e concluimos que (A*)* = A. Desse modo
AA* =T = AA=1= A"A* =1 cassim A € O0,(K) = A* € 0,(K). Obtemos portanto
que A € 0,(K) = A~ € O,(K), pois nesse caso A* = A1,

Sejam agora A, B € M, (K), temos que

’/[/.

(AB)*);; = [AB],, ZA],CB,“ S A, B

k=1

Por outro lado, também temos que

[B* A* Z = Z[g]mmuw
k=1 k=1
obtemos assim que [B*A*];; = [(AB)*];; e portanto B*A* = (AB)*. Sejam agora A,B €
O, (K), entao
(AB)*=B*A* =B 'A™' = (AB)™!

Assim (AB)(AB)* = I e desse modo A, B € O,(K) = AB € 0,(K), concluindo a demonstra-
cao de que O, (K) é um grupo. Quando K = R representamos O, (K) por O(n) e o chamamos
de grupo das matrizes ortogonais de ordem n, e quando K = C representamos O,,(K) por U(n)
e o chamamos de grupo das matrizes unitarias de ordem n.
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Exemplo 4.6. Quando n > 1, o grupo SL,(K) ndo é um conjunto compacto. Para ilustrar
esse fato, para cada t # 0 seja a matriz A, dada por

10
— t
At_lOt].

Temos que A; € SLy(K), entre tanto [|A¢|| > ¢. Portanto SLy(K) ndo é um conjunto
limitado e nao pode ser compacto. Pode-se adaptar a construcao das matrizes A; para todo
SL,(K) com n > 2, e assim eles ndo serdo conjuntos compactos.

4.2 Algebras de Lie

Definicao 4.7. Chamamos de caminho uma funcao v : [ — K", onde [ C R é um intervalo. Se
~ for uma funcio diferencidvel (considerando a equivaléncia entre C" e R?" no caso K = C),
dizemos que v é um caminho diferencidvel e definimos o caminho tangente a -y, representado
por v/, como o caminho 7' : [ — K" definido por

vi(a) = dvy(a)(e;).

Definicao 4.8. Seja p € U com U C R". Definimos o espaco tangente a U no ponto p,
representado por T,U como o conjunto dos vetores v para os quais existe algum ¢ > 0 e um
caminho diferenciével v : (—¢,e) — U com 7(0) = p e 4'(0) = v. Em simbolos nés temos

T,U={v|3~v:(—¢,e) > U com~(0)=pe +(0) =v}.

Definicao 4.9. A élgebra de Lie g de um grupo matricial G é definida como g = T7;G, onde
T7G é o espago tangente de G em [.

Teorema 4.10. A dlgebra de Lie g de um grupo matricial G C GL,(K) é um subespago vetorial
real de M, (K).

Demonstragio. Se A € g, entdo existe um caminho diferenciavel v : (—e,e) — G com v(0) = I

e 7 (0) = A. Para cada k € R, k£ # 0 seja o caminho fy : <—|;|, |Z|> — G definido como

Br(t) = v(kt). Temos que £,(0) = kA, Br(0) = I e assim kA € g.
Para ver que 0A = 0 € g basta considerar o caminho f : (—¢,¢) — G constante f(t) = 1.
Seja agora A, B € G. Podemos tomar caminhos v, A : (—¢,¢) — G com I'(0) = A\(0) = 1,
7' (0) = A e N(0) = B. Definamos o caminho p : (—¢,¢) — G dado por p(t) = y(t)A(t). Temos
w(0) =1 e p/'(0) =~"(0)A(0) +~(0)N(0) = AT + IB = A+ B, desse modo A+ B € g. O

Teorema 4.11. Seja G C GL,(K) um grupo matricial e g sua dlgebra de Lie. Entdo exp(g) C
G.

Demonstragio. Seja {X;|i € N, 1 < i < k} uma base de g. Entdao podemos escolher caminhos
diferenciaveis a; : R — G tais que o;(0) = I, e }(0) = X;. Definimos a funcdo Fy : g = G
dada por

Temos que Fy(0) = I,,. O célculo de dFy(0) nos da

AF,(0)(X) = lim [FB“X”; FQ“’)] i [“(’f)‘f] — al(0) = X;,

t—0 t—0 t
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Usando a linearidade do operador diferencial temos que dFy(0)(X) = X para todo X € g.
Escolhamos agora um subespago vetorial p satisfazendo M, (K) = g @ p para poder definir
a fungao F, : p — M, (K) dada por F,(Y) =Y + I,.
Seja a funcao F' : M, (K) — M, (K) dada por F(X +Y) = Fy(X)F,(Y)com X e geY € p.
Temos F'(0) = I, e calculando dF'(0) em X + Y obtemos

dF(0)(X 4+Y) = %E}% -Fg(tX)Fpt(tY) - In]
::hm:Futyﬂﬁay)—fﬁﬁY)+f%@Y)—Lﬂ
t—0 i n
= Jim [(Fy(tX) —tfn)Fp(tY)] +1im [W]
— dF,(0)(X)I, + dFy(0)(Y)
:X+K

concluindo que dF'(0) é o operador identidade de M, (K).

Cabe uma observagao aqui: I, é o operador identidade de K", enquanto que dF(0) é o
operador identidade de M,,(K), ou seja, I, # dF(0).

Como dF'(0) é bijetiva, entao pelo Teorema da Funcao Inversa existe uma vizinhanga U de
I, = F(0) onde F é invertivel. Seja F~' : U — M, (K) essa inversa. Definimos as fungdes u e
v dadas por F7'(a) = u(a) + v(a), u(a) € g e v(a) € p para todo a € U.

Um fato importante é que v(a) =0 = a € G pois v(a) =0 = a = F(X) para algum X € g
e portanto F(X) = Fy(X), porém Im(Fy) C G e assim F(X) € G=a € G.

Seja B € g. Queremos obter exp(sE) € G para todo s suficiente pequeno, e obteremos isso
mostrando v(exp(sE)) = 0. Essa tltima igualdade nos diz que essa func¢do seria constante em
uma vizinhanca de 0, portanto queremos obter para s pequeno

@l v(exp(tE)) = 0 = dv(exp(sE))(E exp(sFE)) = 0. (10)

Como s estd fixo, simplificaremos a notagdo tomando a = exp(sF). Para s pequeno a € U
e assim

=F(X+Y)=F(X)F,(Y)com X € gY € p e desse modo v(a) =Y.

Seja entao W € g e t pequeno tal que F(X +tW +Y) € U, entao v(F(X +tW +Y)) =Y,
donde obtemos que em uma vizinhanca de 0 essa funcao é constante e assim

a
dt|,_,

W(F(X +tW +Y)) =0

ao(roe+ ) (5

n
v (.,
o (3,
dv(a) (dFg(X)(W)E,(Y))) = 0.
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Como a = Fy(X)F,(Y) entdo (F(X)) " a = F,(Y)
dv(a) (dFy(X)(W) (F(X)) " a) = 0.

Comparando essa tiltima expressdo com (10), obtemos que se mostrarmos £ = dF(X)(W) (F(X))™"
entao teremos dv(a)(Fa) = 0.

Inicialmente tomemos o caminho § : R — G dado por (t) = Fy(X +tW)(F,
B(0) = I, e B'(0) = dF,(X)(W) (F(X))™", entdo por defini¢ao dFy(X)(W) (F

Segundo, podemos definir uma funcao continua I' : g — £(g) tal que I'(X) é
dada por

o(X )) 1. Temos
( )
éa fungao hnear
L(X)(W) = dF(X)(W) (F(X))™'

é tal que I'(0) é a funcdo identidade de g e portanto det(I'(0)) = 1. Dessa maneira, em uma
vizinhanca V' de 0 temos que, para todo X € V, det(I'(X)) > 0 e assim I'(X') é um isomorfismo
de g em si mesmo, logo sobrejetor e podemos entao escolher W de modo que E = I'(X)(W).

Entao se escolhermos s suficientemente pequeno de modo que exp(sE) € U e u(exp(sE)) €
V obtemos dv(exp(sE))(E exp(sE)) = 0 e portanto v(exp(t£)) é uma fun¢ao constante um uma
vizinhanca de 0, e como v(exp(0F)) = v(1,) = 0, temos que exp(tE) € G para t suficientemente
pequeno.

1
Seja € > 0 tal que |t| < e = exp(tE) € G. Sabemos que existe n € N tal que — < €. Desse
n

exp(15) = oxp () ) = exp (n (1))
o (35(L6)) - flew ().

1
Como exp <E> € G e G é fechado para multiplicacgdo de matrizes, exp(E) € G para todo e
n

modo

E € g, encerrando a demonstracao. [l

Corolario 4.12. Seja G C GL,(K) com g sua dlgebra de Lie. Dado A € M, (K), definimos o
caminho (t) = exp(tA). Entio A € g se e somente se y(t) C G.
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5 Grupos Matriciais como variedades diferenciaveis

Definicao 5.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M e uma familia
de fungoes X, : U, — M com indices em um conjunto 2l onde cada U, C R" é um conjunto
aberto e sao satisfeitas as seguintes condigoes:

1) U Xa(Ua) =M

aed

(ii) Para quaisquer a e 8 da familia de indices definimos o conjunto o seguinte conjunto:
Was = Xa(Ua) N Xg(Ug). Temos que os conjuntos X, '(Was) e X5' (W, ) sdo abertos
do R" e as aplicagoes X! o Xj : Xﬁ_l(Waﬂ) — R" e Xﬁ_1 o X, X 1 (W,5) — R" sdo
fungoes C'™

(iii) A familia A = {(U,, Xa»)| @ € A} é maximal em relagdo as condigoes (i) e (ii), isto é, se
uma familia B = {(Us, X3)| 5 € B} satisfaz as condicoes (i) e (ii) e além disso 2A C B,
entao A = B.

A demonstracao de que grupos matriciais sdo variedades diferenciaveis é a intencao deste
capitulo.

Lema 5.2. Seja G um grupo matricial e g sua dlgebra de Lie. FExiste um r > 0 tal que
B(I,,7) NG C exp(g).

Demonstragdo. Inicialmente escolhamos um subespago p tal que M, (K) = g @ p e projecoes
p: M,(K)—peg: M,(K)— g tais que para todo A € M, (K) se tenha A = p(A) + g(A).

Definimos a funcao ® : M, (K) — M, (K) como ®(A) = exp(g(A)) exp(p(A)). Note que nos
temos ®|; = exp |y e |, = exp|,. Pela linearidade da diferencial, temos

d®(0)(A) = d®(0)(p(A)) + d®(0)(g(A))

. lcb(p(tA))t— <I>(p(0))] +1im l@(g(tA)) t— @(9(0))]
i [eXp(p(t;‘l)) — In] +1im [exp(g(tf)) _ [n]

= dexp(0)(p(A)) + dexp(0)(g(A)) = dexp(0)(A).

Como A é arbitrario, isto implica que d®(0) = dexp(0), que é a fungdo identidade de
M, (K).

Pelo Teorema da Fungao Inversa existe um § > 0 tal que ® é invertivel em B(®(0),d) =
B(I,,d). Casoexistaumr, 0 < r < 4, tal que ®~1(B(I,,r)NG) C g teremos B(I,,7)NG C P(g
e como ®|; = exp |4, entdo B([,,r) NG C exp(g).

Se o lema for falso, entdao nio existe nenhum r > 0 com ®~(B(,,7) N G) C g, ou seja,
oY B(L,,r)NG) N (M,(R) — (g9)) # @ e portanto podemos escolher elementos X em G que
estdo arbitrariamente proximos de I mas ®'(X) nio estd em g. Note que como ®~! ¢ continua
d~1(X) estd cada vez mais perto de (0). Tomemos entdo uma sequéncia A; tal que A; — (0),
tal que para todo i, ®(A;) € G e A; € g. Temos

D(A;) € G = exp(g(Ai)) exp(p(Ai)) € G.
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Sabemos pelo Teorema 4.11 que exp(g) C G. Assim
exp(—g(Ai)) € G = exp(—g(4;)) exp(g(Ai)) exp(p(4i)) € G = exp(p(4i)) € G (11)

e assim a sequéncia exp(p(A4;)) é uma sequéncia de elementos em G.

Consideremos agora a sequéncia Pela compacidade da esfera unitaria de p essa

Bi Bi
p(By) com B = lim p(B:)
o i ) i Ip(B;)| oo |p(Bz)|
a esfera unitaria de p é um conjunto fechado, B é um elemento da esfera unitéria de p e em
particular B € p.

Agora, como a sequéncia p(B;) — (0) podemos construir para qualquer nimero real ¢ uma
sequéncia n(t); de inteiros tais que n(t);p(B;) — tB (a sequéncia n(t); pode ser definida por

P(fi) ) .

Por (11) sabemos que exp(p(B;)) € G e assim, como G é um grupo, temos entao que para
todo t real exp(n(t);p(B;)) € G.

G é um conjunto fechado e exp(n(t);p(B;)) — exp(tB) entdo exp(tB) € G para todo t. Isto
significa que 7(t) = exp(tB) é um caminho em G tal que v(0) = I e dy(0) = B. Portanto
B eg.

B € pentdao B € gNp = B = 0, entretanto B estd na esfera unitaria de p e portanto
|B| =1, o que é um absurdo e logo a hipétese que fizemos era falsa, existindo entdo um r tal
que 7 (B(L,,7) NG) C g e assim B(I,,r) NG C exp(g), portanto o lema ¢ verdadeiro. O

. Como

sequéncia possui uma subsequéncia convergente, digamos

exemplo como o menor inteiro m, dado i, que satisfaz |mp(B;) —tB| < '

Teorema 5.3. Todo grupo matricial G é uma variedade diferencial de dimensao dim(g), onde
g ¢ a dalgebra de Lie de G.

Demonstragao. Sabemos pelo Teorema da Funcgao Inversa e pelos lemas 4.11 e 5.2 que existem
vizinhangas U de 0 e V de [ tais que exp : UNg — V NG é um difeomorfismo de classe C*°.

Consideremos agora para cada X € G e consideremos o conjunto X(VNG) = {XA|A €
V NG} (que é uma vizinhanca de X em G) e a fungdo Xexp : UNg — X(VNG). Como
X € GL,(K), entao a fungdo A — X A é uma bijecao linear em um espago de dimensao finita,
por isso é um difeomorfismo C*. Assim X exp : UNg — X (VNG) também é um difeomorfismo
para cada X € G. Como para cada X € G a vizinhanca X (V N G) é difeomorfa ao aberto
UnNgde g, ogrupo G é uma variedade diferencial de dimensao dim(g). m
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