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RESUMO

Esta pesquisa objetiva aplicar escoamentos compressiveis de Beltrami na identificacdo de
vortices, segundo diferentes critérios cinematicos de identificacdo, e tecer discussdes sobre as
regides identificadas nos moldes encontrados em Andrade (2007) e Andrade (2008). Os
escoamentos de Beltrami s&o uma classe de escoamentos que tem sido objeto de intenso
interesse por muitos pesquisadores. Muitos estudos foram realizados sobre escoamentos de
Beltrami incompressiveis, enquanto analises similares baseadas no caso compressivel sdo muito
mais raras, 0 que motivou a realizacdo deste trabalho. Solucbes incompressiveis analiticas em
regime permanente das equacOes de Euler que satisfazem a condi¢cdo de um escoamento de
Beltrami, tém aplicacdes no estudo da topologia das linhas de campo, no contexto de sistemas
dindmicos (Arnold, 1989; Arnold e Khesin 1998), no estudo da turbuléncia em fluidos, e na
geracdo de campos magnéticos (Arnold e Khesin, 1998; Moffatt, 1986; Constantin e Majda,
1988; Arnold, 2014; Andrade, 2008). No caso de escoamento compressivel, Escoamentos de
Beltrami foram aplicadas por Govorukhin, Morgulis et al. (1999) e por Govorukhin (2003),
usando os fundamentos desenvolvidos por Morgulis et al. (1995), para analisar a topologia das
Orbitas obtidas através de mapas de Poincaré. O campo de velocidades descrito na se¢do 2.1 (O
Escoamento CABC) foi aplicado para obter os vortices identificados segundo os critérios
estabelecidos na Secdo 3 (Métodos de identificacdo de vortices). Os vortices foram extraidos
mediante a implementacdo do Escoamento CABC, e o célculo de cada um dos campos escalares
que definem cada um dos critérios em um c6digo computacional usando o software MATLAB,
sobre um dominio tridimensional variando entre 0 ¢ 27 nas 3 dire¢des coordenadas X, Y, z, cOm
passo 0,2. As visualizacdes dos vortices sdo slices dos campos escalares identificados como
volumes segundo os trés critérios obtidas através da funcao de referéncia Isocaps em um PC de
configuragdo comum. Como sintese dessa discussdo, métodos de identificagdo diferentes
ocupam regides diferentes, em maior ou menor extensao, com maior ou menor magnitude dos
campos escalares. Esse tipo de analise da estrutura do escoamento € (til para estender a
compreensdo da dinamica dos escoamentos e pode embasar, e.g., modelos de turbuléncia
(Fernandes et al., 2012). Por fim, Simula¢Ges adicionais dos critérios de identificacdo
abordados aqui e de outros critérios de identificacdo sobre o Escoamento CABC, sobre um
espectro amplo de funcdes e parametros que definem o escoamento, assim como simulagdes de
escoamentos experimentais de laboratdrio compressiveis a partir de dados obtidos por
Velocimetria por Imagem de Particulas (PIV) s@o necessarias para aprofundar as breves
impressdes colhidas aqui.

Palavras-chave: Definicéo de Vortice; Escoamento Compressivel; Escoamento de Beltrami.



ABSTRACT

This research aims to apply Beltrami compressible flows in the identification of vortices,
according to different kinematic identification criteria, and to weave discussions about the
regions identified in the molds found in Andrade (2007) and Andrade (2008). Beltrami flows
are a class of flows that have been the subject of intense interest by many researchers. Many
studies have been carried out on incompressible Beltrami flows, while similar analyzes based
on the compressible case are much rarer, which motivated this work. Analytical steady state
incompressible solutions of Euler's equations that satisfy the condition of a Beltrami flow have
applications in the study of field line topology, in the context of dynamical systems (Arnold,
1989; Arnold and Khesin 1998), in the study of turbulence in fluids, and in the generation of
magnetic fields (Arnold and Khesin, 1998; Moffatt, 1986; Constantin and Majda, 1988; Arnold,
2014; Andrade, 2008). In the case of compressible flow, Beltrami flows were applied by
Govorukhin, Morgulis et al. (1999) and by Govorukhin (2003), using the fundamentals
developed by Morgulis et al. (1995), to analyze the topology of orbits obtained through Poincaré
maps. The velocity field described in section 2.1 (The CABC Flow) was applied to obtain the
vortices identified according to the criteria established in Section 3 (Methods of identification
of vortices). The vortices were extracted through the implementation of the CABC Flow, and
the calculation of each of the scalar fields that define each of the criteria in a computational
code using the MATLAB software, on a three-dimensional domain varying between 0 and 27
in the 3 x coordinate directions, y, z, with step 0.2. The vortex views are slices of the scalar
fields identified as volumes according to the three criteria obtained through the Isocaps
reference function in a common configuration PC. As a summary of this discussion, different
identification methods occupy different regions, to a greater or lesser extent, with greater or
lesser magnitude of scalar fields. This type of flow structure analysis is useful to extend the
understanding of flow dynamics and can support, e.g., turbulence models (Fernandes et al.,
2012). Finally, additional simulations of the identification criteria discussed here and other
identification criteria on the CABC Flow, on a wide spectrum of functions and parameters that
define the flow, as well as simulations of experimental compressible laboratory flows from data
obtained by Particle Image Velocimetry (PIV) is needed to deepen the brief impressions
gathered here.

Keywords: Definition of Vortex; Compressible Flow; Beltrami Flow.
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1. Introdugéo

Escoamentos de Beltrami sdo uma classe de escoamentos que tem sido objeto de intenso interesse por muitos
pesquisadores. Muitos estudos foram realizados sobre escoamentos de Beltrami incompressiveis, enquanto analises
similares baseadas no caso compressivel sio muito mais raras, o que motivou a realiza¢do deste trabalho. Solugdes
incompressiveis analiticas em regime permanente das equagdes de Euler que satisfazem a condi¢do de um escoamento
de Beltrami, tém aplicagdes no estudo da topologia das linhas de campo, no contexto de sistemas dindmicos (Arnold,
1989; Arnold e Khesin 1998), no estudo da turbuléncia em fluidos, e na geracdo de campos magnéticos (Arnold e Khesin,
1998; Moffatt, 1986; Constantin e Majda, 1988; Arnold, 2014; Andrade, 2008). No caso de escoamento compressivel,
Escoamentos de Beltrami foram aplicadas por Govorukhin, Morgulis et al. (1999) e por Govorukhin (2003), usando os
fundamentos desenvolvidos por Morgulis et al. (1995), para analisar a topologia das 6rbitas obtidas através de mapas de
Poincaré.

O objetivo deste trabalho, ¢ aplicar escoamentos compressiveis de Beltrami na identificacdo de vortices, segundo
diferentes critérios cinematicos de identificacdo, e tecer discussoes sobre as regides identificadas nos moldes encontrados
em Andrade (2007) e Andrade (2008).

2. O Escoamento de Beltrami

Campos de Beltrami, sdo campos em que o vetor-campo ¢ paralelo ao seu proprio rotacional (rot(-)). Se ¥ ¢é um vetor-
campo de velocidade, em um Escoamento de Beltrami verifica-se que Fx(rot(¥))=0, implicando em (Aris, 1989;
Govorukhin et al., 1999):

rot(V)=«V e

onde x ¢ a abnormalidade do campo (Aris, 1989), ou parametro de helicidade (Govorukhin et al., 1999). Se x = cte.
adimensional (cte. = constante), o campo de Beltrami ¢ chamado de campo de Trkal (Andrade, 2008), e neste caso (Aris,
1989):

div(V) = x-1div(rot(¥V))=0 2)
Portanto, um escoamento de Trkal é um escoamento solenoidal (incompressivel) de Beltrami (Aris, 1989).

2.1. O Escoamento CABC

O Escoamento CABC, proposto por Morgulis et al. (1995), ¢ um escoamento de Beltrami compressivel definido por
equagdes de advecgdo que satisfazem a Eq. (1) e se reduzem ao caso incompressivel conhecido como Escoamento ABC
(Hénon (1966), Dombre et al. (1986), Haller (2005)) pela escolha adequada de pardmetros governantes do escoamento.
Os resultados obtidos a partir de escoamentos CABC nos trabalhos de Govorukhin et al. (1999) e de Govorukhin (2003)
mostraram condi¢des de dindmica cadtica das particulas advectadas. Varias consideracdes sobre a selegdo de fungdes e
parametros (ctes.) que definem o escoamento CABC sdo feitas nestes trabalhos, referindo-se as condi¢des de
integrabilidade-nao integrabilidade, de compressibilidade-incompressibilidade, e a redugdo do Escoamento CABC ao
Escoamento ABC. O Escoamento CABC assim descrito, ¢ definido por (Govorukhin et al. ,1999; Govorukhin, 2003):
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onde: Ux= b1 cos({) +b2sen(¢), Uy=—bi1sen({) + b2 cos(£), w é uma fungdo corrente que satisfaz —V2(yp) = Ay, A<) é uma
fungio que satisfaz /() [1-x 2] f(£) =0, k= (<) é uma fungio que define o parametro de helicidade, e est4 relacionada
a variavel z através da relagdo dz= k1({) d¢; e A, b1 e b2 sdo ctes. adimensionais.

3. Métodos de Identificacao de Vortices

Os métodos de identificagdo de vortices sdo ordinariamente divididos em métodos intuitivos e métodos objetivos. O
primeiro método considera argumentos ndo quantitativos (e.g., "Um vortice € a visdo de um movimento girante de um
aglomerado de particulas materiais em torno de um centro comum".); o segundo utiliza variaveis associadas ao campo de
velocidades nas definigdes (e.g., relagdes envolvendo as magnitudes das taxas de deformacdo angular e das taxas de
rotagdo).

Neste trabalho serfo apresentadas identificagdes de vortices baseadas em métodos objetivos, através de relagdes
cinematicas. Discussdes mais amplas sobre o tema desta Seg¢do podem ser encontradas em Andrade (2007) ¢ Andrade
(2008).

3. 1. O Critério Q
O critério Q (Hunt et al. ,1988) define um vortice como uma regido especial onde o segundo invariante escalar (Q)
do tensor gradiente de velocidade L (L; em notagdo indicial) é positivo, com a restri¢do adicional de que a pressdo é

menor dentro do vortice em relagdo a pressdo do meio circundante (Andrade, 2007). Assim descrito, o Critério Q ¢
definido por:

oL =L(W [ ~18F)=-L(S;8; +W;W;)>0 )

onde §'=S8; e W= W sdo, respectivamente os tensores taxa de deformagdo e taxa de rotagdo, calculados a partir da
decomposicdo aditiva do tensor gradiente de velocidade L=L;. A Eq. (4) também define o Laplaciano da pressdo, obtido
tomando-se o divergente das Eqs. de Navier Stokes.

3. 2. O Critério A (Delta)
O critério A (Chong et al., 1990) define um vortice como a regido do espago onde o discriminante (A) do polindmio

caracteristico do tensor gradiente de velocidade L ¢ positivo. Nesse caso, o polindmio caracteristico de L tem autovalores
complexos conjugados. Assim descrito, o Critério A ¢ definido por:

A(L)=27R* +4P°R—18POR +4Q° - P’Q* > 0 %)

onde Q ¢ definido pela Eq. (4), P=—1tr (L) é o primeiro invariante escalar de L (¢r="trago'), e R =— Det (L) ¢ terceiro
invariante escalar de L (Det="determinante').

3. 3. O Critério 4
O critério 4 (Jeong e Hussein, 1995) define um vértice como a regido do espago onde o tensor simétrico S 2 + W2
tem dois autovalores negativos, ou de forma equivalente, como a regifio do espago onde o tensor §? + W? tem o autovalor

intermediario (4,) negativo, desde que qualquer tensor simétrico tem somente autovalores reais, que podem ser ordenados
como #4; > A, > A3. Assim descrito, o Critério 4, ¢ definido por:

H(ST+w<0 (6)

4. Resultados
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O campo de velocidades descrito na se¢do 2.1 foi aplicado para obter os vortices identificados segundo os critérios
estabelecidos na Segdo 3. Esse campo de velocidades, descrito pelas Egs. (3), foi aplicado usando as seguintes fungdes:
flO=aicos(&)+azsen()+1; w(x,y)=A(B cos (x)+ Csen (¥)); k(&)= (a1 cos(&) + a2 sen(&) + 1)V, Os pardmetros (ctes.)
aplicados foram: bi=b2=¢=0; A=1; B=C=2; a1 =a2= a=0,10. Estas fungdes e parametros foram aplicadas em
resultados obtidos por Govorukhin (2003).

Os vortices foram extraidos mediante a implementagdo do Escoamento CABC, e o célculo de cada um dos campos
escalares que definem cada um dos critérios em um codigo computacional usando o software MATLAB, sobre um
dominio tridimensional variando entre 0 e 27 nas 3 diregdes coordenadas x, y, z, com passo 0,2. As visualizagdes dos
vortices sao slices dos campos escalares identificados como volumes segundo os trés critérios obtidas através da fungao
de referéncia Isocaps em um PC de configuragcdo comum (Intel i7-7500U, DDR4 de 8GB).
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Figura 1: Vértices extraidos segundo os critérios: (a) Q (0>0) ; (b) A (A>0); e (c) A2 (A <0).

Na Figura 1, por observagao visual, verifica-se que, entre os critérios estudados, o critério menos restritivo, quanto
as regides ocupadas pelos vortices, € o critério A (Chong et al., 1990) cf. a Figura 1b. Também por observagao visual,
verifica-se que os critérios O (Hunt et al., 1988), cf. a Figura la, e 42 (Jeong e Hussein, 1995), cf. a Figura lc, mostram
grande concordancia quanto as regides ocupadas pelos vortices.

A observagdo visual da Figura 1 mostra, ainda, grandes regides de baixa magnitude do campo escalar que define o
critério A sobre as regides ocupadas (cores em tons 'frios' tendendo ao azulado, cf. a Figura 1b) em detrimento de pequenas
regides ocupadas (cores em tons 'quentes’ tendendo ao vermelho, cf. a Figura 1b). Nas visualizagdes dos critérios O e 4>
verifica-se um maior equilibrio entre as magnitudes dos campos escalares identificados segundo as regides ocupadas pelos
vortices em cada um dos dois critérios (equilibrio entre os tons 'frios' e 'quentes'), cf. as Figuras lae Ic.

Como sintese dessa discussdo, métodos de identificagdo diferentes ocupam regides diferentes, em maior ou menor
extensdo, com maior ou menor magnitude dos campos escalares. Esse tipo de analise da estrutura do escoamento ¢ util
para estender a compreensdo da dindmica dos escoamentos e pode embasar, e.g., modelos de turbuléncia (Fernandes et
al.,2012).

Impressdes similares quanto as magnitudes dos campos e quanto as regides ocupadas pelos vortices podem ser
observadas entre estes trés critérios, no caso de escoamento incompressivel (Escoamento ABC), em Andrade (2007) e
Andrade (2008).

Simulagdes adicionais dos critérios de identificagdo abordados aqui e de outros critérios de identificagdo sobre o
Escoamento CABC, sobre um espectro amplo de fungdes ¢ pardmetros que definem o escoamento, assim como
simulagdes de escoamentos experimentais de laboratdério compressiveis a partir de dados obtidos por Velocimetria por
Imagem de Particulas (PTIV) s@o necessarias para aprofundar as breves impressoes colhidas aqui.
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