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O essencial é invisivel aos olhos.

— Antoine de Saint-Exupéry (1943)



RESUMO
Este trabalho discute a origem, evolucao e aplicagdes da sequéncia de Fibonacci assim como a
razdo aurea, ressaltando o contexto historico, natural, matematico e artistico, também trazendo
sugestoes de atividades didaticas que exploram o tema de forma pratica e interdisciplinar. A
partir da visio de Mario Livio em seu livro intitulado Razdo Aurea, o trabalho tem como
objetivo a confec¢do de uma apostila cientifica sobre o assunto.
O primeiro capitulo aborda a origem da sequéncia de Fibonacci, desde as poesias sanscritas de
Acharya Pingala na India antiga até chegar ao problema dos coelhos discutido por Leonardo
de Pisa (Fibonacci), contextualizando sua descoberta e enfim trazendo exemplos praticos
envolvendo a sequéncia assim relacionando a Matematica com situagdes cotidianas.
No segundo capitulo a razdo aurea ¢ explorada a partir da definicdo de Euclides em os
elementos e sua relacdo com a sequéncia de Fibonacci. O capitulo discute suas propriedades,
geometria, manifestagdes na natureza e curiosidades.
O terceiro capitulo mergulha na presenca da razao aurea em diversas representagdes de arte.
Seja na musica, pintura, arquitetura, fotografia e até na literatura.
Por fim, o quarto capitulo trabalha atividades Iudicas que possam ser trabalhadas tanto em
sala quanto interdisciplinarmente. Mostrando que a matematica, além de nimeros, pode

revelar padrdes universais de beleza e organizagao.

Palavras-chave: fibonacci; razdo aurea; nimero de ouro; retdngulo 4ureo.



ABSTRACT

This paper discusses the origin, evolution, and applications of the Fibonacci sequence as well
as the golden ratio, highlighting the historical, natural, mathematical, and artistic contexts. It
also presents suggestions for didactic activities that explore the theme in a practical and
interdisciplinary manner. Based on the perspective of Mario Livio in his book The Golden
Ratio, the objective of this work is the development of a scientific booklet on the subject.

The first chapter addresses the origin of the Fibonacci sequence, from the Sanskrit poetry of
Acharya Pingala in ancient India to the rabbit problem discussed by Leonardo of Pisa
(Fibonacci), contextualizing its discovery and providing practical examples involving the
sequence, thus connecting mathematics to everyday situations.

The second chapter explores the golden ratio starting from Euclid’s definition in The
Elements and its connection to the Fibonacci sequence. The chapter discusses its properties,
geometry, manifestations in nature, and curiosities.

The third chapter delves into the presence of the golden ratio in various forms of art,
including music, painting, architecture, photography, and even literature.

Finally, the fourth chapter presents playful activities that can be used both in the classroom
and in interdisciplinary projects, showing that mathematics, beyond numbers, can reveal

universal patterns of beauty and organization.

Keywords: Fibonacci; golden ratio; golden number; golden rectangle.
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1. INTRODUCAO

Este trabalho representa ndo apenas uma producdo académica, mas também um
processo pessoal de construgdo, pois surge da reflexao sobre as dificuldades enfrentadas pelos
alunos no aprendizado da Matemadtica e da necessidade de proporcionar recursos que
despertem neles maior interesse e envolvimento com a disciplina. Em um contexto
educacional cada vez mais permeado pela tecnologia, é desafiador manter criangas e jovens
engajados em sala de aula, especialmente quando a Matematica € percebida apenas como uma
sequéncia de calculos abstratos e numeros. Nesse cenério, a Proporgdo Aurea se apresenta
como um tema capaz de aproximar o conteudo matematico da realidade dos estudantes,
revelando sua presenga tanto na natureza quanto na arte e em outras areas do conhecimento,

evidenciando a interdisciplinaridade e a beleza intrinseca da Matematica.

O objetivo geral deste trabalho consiste na elaboracdo de uma apostila informativa
voltada ao ensino da Propor¢do Aurea, que possa servir como recurso de apoio ao professor
em sala de aula. A apostila busca nao apenas apresentar a fundamentagdo tedrica e histérica
do tema, mas também propor atividades praticas que promovam a participagdo dos alunos e
estimulem a aprendizagem de forma significativa. As atividades foram escolhidas de modo a
exigir poucos materiais, permitindo sua aplicacdo em diferentes contextos escolares, inclusive

na auséncia de suporte institucional ou recursos pedagogicos especificos.

Os objetivos especificos deste trabalho sdo: desenvolver a apostila como material
didético estruturado; apresentar a origem e a evolugdo historica da Razdo Aurea; explorar suas
aplicagdes na arte e na natureza; estabelecer relagdes entre a Matematica e outras areas do
conhecimento e trabalhar atividades simples com poucos recursos manipulaveis. Com isso, se
espera que a iniciativa contribua para que o ensino da Matematica seja percebido pelos alunos
de maneira mais rica e envolvente, despertando curiosidade, interesse e valorizagdao da

disciplina.
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2. METODOLOGIA

Este trabalho foi desenvolvido a partir de uma abordagem qualitativa, com carater
exploratorio e descritivo, tendo como foco a pesquisa bibliografica e a elaboragdo de material
didatico voltado para o ensino basico. A escolha por essa metodologia se deu em funcdo da
natureza do objeto de estudo que envolve aspectos historicos, matematicos e artisticos,

demandando um levantamento amplo e interdisciplinar de informagdes.

A primeira etapa consistiu na pesquisa bibliografica, realizada a partir de livros, artigos
cientificos, teses e dissertacdes, assim como fontes digitais confidveis. Entre as referéncias,
destacam-se obras de autores como Mario Livio, Keith Devlin e Donald in Matila Ghyka,
além de materiais de divulgacao cientifica e conteudos disponibilizados em portais
educacionais. O objetivo desta etapa foi reunir conceitos bdsicos, contextualizar
historicamente o surgimento da razdo aurea e compreender suas aplicagdes na arte,

arquitetura, natureza e matematica.

Em seguida, foi conduzida uma sele¢do e organizagdo do conteudo, dividindo-o em
quatro capitulos: primeiro apresentando sua descoberta, evolugao histdrica e importancia no
pensamento matematico, seguido de uma exploragdo de exemplos concretos, como o
crescimento de plantas, conchas, obras de arte classicas e arquitetura. Depois demonstrando
formas de célculo, representagdes graficas e relagdo com a sequéncia de Fibonacci, chegando,
por fim, a atividades didaticas, incluindo propostas interativas e praticas para o trabalho em
sala de aula, com a intengdo de auxiliar na compreensao do tema por estudantes do ensino

basico.

A terceira etapa correspondeu a elaboragdo da apostila, estruturada com linguagem clara
e acessivel, mas sem abrir mdo da ideia conceitual. O material foi criado com elementos
visuais, exemplos ilustrados e sequéncias logicas que levam o leitor desde os conceitos

introdutdrios até aplicagdes mais complexas.

Na construcao do quarto capitulo, foram priorizadas atividades interativas que estimulam
a participagdo interativa do estudante, como construgdes geométricas com régua e compasso,
medicdes em obras de arte, andlise de propor¢des em objetos do cotidiano e experimentos

visuais que permitam identificar a presenca da razao aurea no mundo real.

Por fim, o trabalho passou por revisdo de contetido e formatacdo de acordo com as

normas da ABNT a partir do auxilio dos livros de Marconi e Lakatos(2017) e Prodanov e
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Freitas (2013) , assegurando clareza, coesdo ¢ adequagdo académica. Essa metodologia
buscou ndo apenas organizar o conhecimento sobre a razao aurea, mas também transforma-lo

em um recurso pedagogico de facil aplicacdo para professores e alunos.
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3. A SEQUENCIA DE FIBONACCI.

Precursor da sequéncia de niimeros que ficaria conhecida, posteriormente, com seu
nome, Leonardo de Pisa, ou Fibonacci, também foi responsavel por aprender e adaptar teorias
matematicas Hindu-Arabicas, antes usadas apenas no comércio oriental, agora também no
ocidente. Porém, ha controvérsias sobre o descobrimento da sequéncia, estudos indicam que a
primeira men¢do feita foi por volta de 200 a.c. pelo matematico indiano Pingala. Neste

capitulo iremos detalhar historicamente os pontos principais das duas construgoes.
3.1.Pingala e a poesia sanscrita

Estima-se que o famoso matematico indiano tenha vivido por volta de 400-200 a.c., ou
um pouco antes. Acharya Pingala (Figura 1) é mais conhecido pelo estudo das métricas

poéticas sanscritas, mais especificamente pelo trabalho Chandahs$astra (a ciéncia da métrica).

Figura 1 — Acharya Pingala

-

Disponivel em: https://www.prayoga.org.in/post/acharya-pingala-s-maathra-meru

Trabalho esse que buscava explorar e sistematizar os padrdes de silabas longas (Guru)

e curtas (Laghu) em versos de poesia védica.

Segundo o site Cuemath (2020) os versos curtos € longos também eram representados

como 0 e 1, respectivamente. Desse modo, sem querer, acabou por mencionar o sistema


https://www.prayoga.org.in/post/acharya-pingala-s-maathra-meru

16

binario, posteriormente desenvolvido por Gottfried Wilhelm Leibniz' durante o século XVIIL.
Além do sistema binario, a sequéncia de Fibonacci também pdde ser expressa a partir de seu
estudo sobre padroes métricos. Chamado por Pingala de matrameru (montanha ou escalada de
medidas), era usado para determinar o nimero possivel de combinagdes de silabas longas e/ou
curtas: Um verso de 1 unidade de tempo, composta por uma silaba curta seria representada de
apenas uma forma: L. Um verso de 2 unidades pode ser representado de duas formas: LL
(curta + curta) ou G. De 3 unidades, trés formas: LLL, GL, LG. 4 unidades, 5 formas: LLLL,
LLG, LGL, LGG, LL. E assim por diante, sendo visivel o padrdo: 1, 2, 3, 5..., representado

na tabela 1, também encontrados na sequéncia de Fibonacci.

Tabela 1 — Sequéncia de versos sanscritos

Unidade Formas Total
1 L 1
2 LLouG 2
3 LLL, LG, GL 3
4 LLLL, LLG, LGL, GLL, GG 5
5 LLLLL, LLLG, LLGL, LLGL, LLLLL, GGL, GLG, LGG 8
LLLLLL, LLLLG, LLLGL, LLGLL, LLGLL, GLLLL,
6 GGLL, GLGL, LGGL, GLLG, LGLG, LLGG, GGG =

Fonte: Adaptado pela autora com o uso do Canva

Apesar de ter uma visivel diferenca no inicio da sequéncia, ¢ inegavel que o padrao
existe. Porém, ndo havia outra utilidade além da poesia sanscrita na época, isso até ser

redescoberto por Leonardo de Pisa, séculos depois.

3.2. Leonardo de pisa e o problema dos coelhos

Leonardo de Pisa (Figura 2), mais conhecido como Fibonacci, nasceu em Pisa, na
[talia, na década de 1170. Filho de mercador e funcionério do governo, teve a oportunidade de
estudar e aperfeicoar os numerais indu-arabicos em viagens ao oriente médio pois, até entdo,
utilizavam o dbaco como meio de soma e subtracdo, porém, para operagdes mais complexas,
como a multiplicagdo, ndo era um instrumento de facil manuseio. Tendo em vista o contexto
historico, os mercadores, ndo necessariamente, se importavam em utilizar o dbaco. Mesmo

assim, Fibonacci ndo s6 aperfeicoou os numerais para o padrdo usado hoje, como também

' Filésofo, matematico, cientista e diplomata alemdo. Além do sistema nimero binario, também é conhecido por
suas contribui¢des ao calculo diferencial e integral independente e pela teoria das Monadas.
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traduziu de maneira ludica e versatil para o entendimento em seu livro /iber abaci (livro do

dbaco) publicado em 1202 (apud Livio, 2006, p.108)
Figura 2 — Leonardo de Pisa

Disponivel em: https://mats1fvt.blogspot.com/2016/06/2-leonardo-fibonacci.html

Seu livro o fez ter tanta visibilidade que chegou ao imperador romano Frederico II
(stupor mundi’), sendo chamado para resolver problemas matematicos bastante elaborados
pelo entdo matematico da corte Johannes de Palermo. Tendo sucesso em questdes que hoje
precisam de calculadoras para serem feitas.

Ele também dedicou um de seus livros ao imperador: liber quadratorum (livro dos
quadrados). Além desses dois livros, também escreveu um livro curto chamado flos (flor),
onde descreveu dois dos problemas de Johannes resolvidos e pratica geometridae ( pratica de
geometria), publicado em 1223. Segundo Mario Livio, em seu livro intitulado Razao 4urea:

O papel de Fibonacci na histéria da Razdo Aurea é realmente fascinante. Por um lado,
nos problemas em que usava conscientemente a Razao Aurea, foi responsavel por um
progresso significativo mas ndo espetacular.

Por outro, simplesmente formulando um problema que, em principio, nada tinha a ver
com a Razdo Aurea, ele expandiu drasticamente o escopo da Razdo Aurea e de suas
aplicacdes. (Livio, 2006, p. 155)

O problema em questdo encontra-se em /iber abaci onde Fibonacci traz o seguinte
problema: Quantos casais de coelhos teremos dentro de um ano considerando que, atingem a
idade adulta no segundo més, podendo reproduzir. todos os meses os casais férteis dao a luz a

um novo casal, ndo ha problemas genéticos ou consanguineo entre os coelhos e os coelhos

2 Em portugués: maravilha do mundo. Recebeu o apelido por patrocinar estudos matematicos e cientificos.


https://mats1fvt.blogspot.com/2016/06/2-leonardo-fibonacci.html
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nunca morrem? Para solucionar a questao proposta, ele utilizou a seguinte 16gica representada

na figura 3:

Figura 3 — Demonstracao da sequéncia de Fibonacci na questdo dos coelhos.

Filhotes

Adultos

1" més
2" més

3 mes

‘rrrx.
2P -

Fonte: adaptado pela autora com o uso do Canva.

No primeiro més o casal ainda ¢ filhote, no segundo més chegam na idade adulta e
somente no terceiro més passam a reproduzir. No quarto més o primeiro casal dd a luz a mais
um ¢ o casal anterior de filhotes chega na fase adulta, somando trés casais. No quinto més,
dois casais adultos geram mais dois pares de casal de filhotes e o casal de filhotes anterior
chega na fase adulta totalizando cinco pares e no sexto més, trés casais adultos geram trés
casais de filhotes e os filhotes do més anterior chegam na idade adulta formando oito casais e

asequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8,... Que fazem parte da sequéncia de Fibonacci (Livio, 2006, p. 113)

Note que, se separarmos apenas os pares adultos de coelhos ou apenas os filhotes, a
sequéncia continua aparecendo. Além disso, ao observar o desenvolvimento do experimento,
Fibonacci percebeu que o crescimento a cada més era o resultado da soma dos pares de

coelhos do més anterior com os atuais. Dessa forma, concluiu que:

0+1=1
1+1=2
1+2=3
2+3=5

3+5=8
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Ou seja, basta somar todos os termos até o 12° més:

Figura 4 — Crescimento populacional de coelhos num intervalo de um ano.

1°més | 2°més | 3°més | 4°més | 5°més | 6°més | 7°més | 8°més | 9° més 10° més 11° més 12° més

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Fonte: Adaptado pela autora com o uso do Word

Note que se somarmos 13 + 21 (que representam o sétimo € oitavo meses
respectivamente) seu resultado ¢ igual a 34 (nono més). Se ele quisesse saber, por exemplo, o
total de casais de coelhos dentro de um ano e um més, bastava apenas somar os resultados dos

dois ultimos meses.

Figura 5 — Crescimento populacional de coelhos em 13 meses.

1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10° 11° 12° +1
més més més més més més més més més més més més més
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Fonte: Adaptado pela autora com o uso do Word

O apelido Fibonacci (do latim filho da boa natureza) teve sua primeira aparicao,
provavelmente, em uma nota de rodapé por Guillaume Libri* em seu livro intitulado Histoire
des Sciences Mathématique en Italie (Historia das ciéncias matematicas na Italia) em 1838
(apud Livio, 2006, p. 109).

Apesar de ter sido bastante relevante, especialmente durante o renascimento, os
estudos da sequéncia s6 ganharam reconhecimento no século XIX. Recebendo o nome de
sequéncia de Fibonacci pelo francés Edouard Lucas® (1847 — 1891, apud Livio, 2006, p. 114)

A sequéncia tem como propriedade geral cada termo ser o resultado da soma dos dois
termos anteriores. Desse modo temos a formula®:

F.,=F, +F,

Onde F, ¢ o n-ésimo numero da sequéncia.

F.. € o termo seguinte a F,

F,, é o termo seguinte a F, ;.

Se pegarmos o problema dos coelhos e quisermos saber qual o valor do 14° termo, por
exemplo. Temos que F,., = 14° termo, F,= 13° termo e F, , = 12° termo. Entao:

F,.. =144 + 233
F,.,=377

3 Além de conde e matematico italiano, ficou mais conhecido por roubar livros enquanto inspetor de bibliotecas
na Franca.

4 Matemético famoso por popularizar o problema das torres de Hanoi.

5 Segundo Mario Livio, feita em uma notago em 1634 por Albert Girard, matematico francés.
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Logo, o 14° termo da sequéncia ¢ 377.

Um outro exemplo bastante semelhante ao das métricas de pingala ¢ o de uma crianga
subindo as escadas: imagine que o nimero maximo de degraus que uma crianga consegue
subir de uma unica vez ¢ 2 — levando em consideracdo que pode subir um de cada vez ou
dois degraus de uma vez. Se n é o nimero de degraus na escada e D, o nimero de maneiras

que ela pode subir, de quantas maneiras ela pode chegar ao topo se n = 8?

Figura 6 — Descri¢@o do exemplo dos degraus

n Dn total
1 1 1
2 11,2 2
3 111,12, 21 3
4 1111,112, 121, 211, 22 5
5 11111, 1112, 1121, 1211, 2111, 221, 212, 122 8
6 111111, 11112, 11121, 11211, 12111, 21111, 13

2211, 1212, 1221, 2112, 2121, 1122, 222,

1111111, 111112, 111121, 111211, 112111,
1211171, 2117111, 11122, 11212, 11221,
12112, 12121, 12211, 21112, 21121, 21211,
22111, 1222, 21232, 2212, 2221

11111111, 1111112, 1111121, 1111211,
1112111, 1121111, 1211111, 2111111,
111122, 111212, 111227, 112112, 112121,
8 112211, 121112, 121121, 121211, 122111, 34
211112, 211121, 211211, 212111, 221111,
11222, 12122, 12212, 12221, 21122, 21212,
21221,22112, 22121, 22211, 2222

Fonte: Adaptado pela autora com o uso do Canva
Se n = 1, a crianga s6 tem uma opg¢ao de subida. Quando n = 2, ha duas maneiras de
subir. n = 3, trés maneiras e assim por diante como podemos ver na Figura 6. Logo, quando n
=38,D,=34.
Hé inimeros exemplos de como podemos encontrar a sequéncia de Fibonacci além
dos coelhos e do ato de subir escadas, mas como a sequéncia se relaciona com a

proporcao/razao durea? E o que veremos no capitulo seguinte.
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4. RAZAO AUREA.

Segundo Mario Livio (2006, p. 11): a primeira definicdo clara do que mais tarde se
tornou conhecido como a Razdo Aurea foi dada por volta de 300 a.C. pelo fundador da
geometria como sistema dedutivo formalizado, Euclides de Alexandria. Em seus 13 livros que
formam o conjunto do mais conhecido trabalho de sua carreira, Elementos, a razao aurea ¢
mencionada pelo menos em quatro deles.

Em especial no quarto livro, quando ele discute a construcao do pentagono que foi o
motivo principal do interesse dos gregos pela razdo 4urea (Figura 7). De fato, quando
refletimos sobre como podemos extrair a razdo de dentro do pentagono, a solugdo ndo sé €
elegante como também ¢€ bonita.

A figura A representa o pentagono. Nele estd destacado um tridngulo isosceles com
angulos de 72° nas bases e 36° no topo. Ja na figura B o triangulo isosceles recebe um novo
triangulo com as mesmas propor¢des dentro de si. Se continuarmos a tragar linhas para criar

novos tridngulos, como na figura C, perceberemos que a propor¢do se mantém infinitamente.

Figura 7 — Representagao das trés figuras extraidas de um pentagono, A, B e C, respectivamente.

A

(A) (B) ©)
Fonte: Adaptado pela autora com o uso do Canva.

Para entender como o triangulo se relaciona a razdo aurea, primeiramente devemos

entender as propriedades e curiosidades de Phi.

4.1. @ (Phi), o numero de ouro.
Ainda falando sobre Euclides, quando dividimos uma linha AB por um ponto C, a
razao extrema ¢ média diz que o segmento maior dividido pelo menor ¢ igual ao segmento

inteiro dividido pelo maior. Como representado na Figura 8.



22

Figura 8 — segmento de reta AB.

Fonte: Adaptado pela autora com o uso do Canva.

Ou seja:

Segundo a definicado de Euclides sobre geometria elementar, o ponto C divide AB
exatamente na razao 4urea. Isso também se aplica ao triangulo do exemplo anterior.

Como sabemos, quando trabalhamos com angulos internos de figuras regulares planas,
a soma dos angulos se da por 180(n-2), com n sendo o numero de lados. No exemplo anterior,
tivemos um triangulo destacado na figura A, ou seja n = 3, resultando numa soma de angulos
igual a 180. J4 no caso do pentdgono, n = 5, resultando em uma soma de 540. Isso significa
que 540/5=108°.Como formamos um triangulo dentro do pentdgono, existem trés tridngulos
isosceles com bases de 36° cada.

Focando na figura B, tracando uma linha entre os pontos D e C, criamos um novo
triangulo DBC com os mesmos angulos do tridngulo ADB, note que sdo similares. Isso
significa que:

AB DB

DB DC
Como sao ambos isosceles, isso implica que:
DB = DC = AC

Assim sendo:

AC AB

BC ~— AC
Provando, assim, que o ponto C divide a linha AB em uma razdo durea e como AD =
AB e DB = AC, entdao AD/DB = ®.
Pode ser demonstrado no segmento, quando CB for 1 e AC x (figura 8), parafraseando
Livio (2006, p. 98), “[...]se a razdo entre x ¢ 1 ¢ a mesma que entre X + 1(AB) e x, entdo a
linha tera sido cortada na razdo aurea[...]".

Ou seja:

L

X
1_x+x
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Resultando em:

2
x = x+1

Resolvendo uma equagdo de segundo grau, o resultado ¢ de:

_ a5
xl—1+2
_ 4 _ a5
x2—1 5

O valor de x, = 1,6180339887... o valor de phi. Desse modo, vemos que ¢ ¢ um
nimero irracional e infinito. E eis ai algumas curiosidades matematicas sobre ele.

Quando pegamos, por exemplo, os dez primeiros algarismos apds a virgula e
procuramos pelo seu quadrado (1,6180339887%), o resultado ¢ simplesmente 2,6180339887;

observe que todos os algarismos depois da virgula continuaram inalterados. O mesmo vale

quando dividimos o valor por 1 ( ) o resultado ¢ igual a 0,6180339887, novamente

1,6180339887
mudando apenas o valor antes da virgula.

Agora vamos imaginar que exista o seguinte problema:

T+ +1+41+ ..

Para resolver o problema, o primeiro pensamento poderia ser o de somar
separadamente os termos (V1+V1 = V2, V1+V1+V1 = v3...) o que seria bastante trabalhoso.

Livio traz uma solugdo bastante simples: acrescentamos x como resultado:

x=~1+1+1+-1+ ..

Elevando ao quadrado:

=1+ 1T+1+1+ ..

Porém, a expressao apds 1 € igual a anterior. Ou seja, x. Desse modo, resultando numa
equacao de segundo grau: x> = 1 + x. Como resolvemos anteriormente, o resultado novamente
sera o.

Outro exemplo curioso ¢ quando temos a fragdo continua:

1

1
1+ I
I

1+
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Para resolver usamos o mesmo principio do problema anterior:

1
x=1+——"7F—
1+
1+

Nesse caso, o denominador da equagao segue sendo o proprio X, assim:
x=1+ %
Multiplicando ambos os lados:
x2 =x+1
Novamente chegando ao valor de ¢. Ou seja, podemos encontrar o valor de phi se

calcularmos uma série consecutiva de termos. Dessa forma, poderiamos chegar a sequéncia de

Fibonacci. Para achar a razdo da sequéncia usamos:

1
Fn+F_

n

Onde n ¢ o enésimo numero de Fibonacci e F,+1 seu sucessor. Quanto maior o n, mais
proximo de phi o resultado se aproxima. Podemos provar isso usando o exemplo anterior

(com cinco casas decimais):

1 =1,00000

1 +— = 2,00000

1 +—7 === 1,50000

1+1
1+—— =2 =1,66666
By 3
1 +—5— =-1,60000
I
1+——— =2 =162500
8

E assim sucessivamente provando que quanto maior o valor de n, mais préximo de ¢
ele se aproxima.

Os exemplos sdo apenas algumas das maravilhas que ¢ pode proporcionar dentro da
matematica. Nao € a toa que se tornou simbolo de devocdo para os pitagoricos. Platdo

acreditava se tratar de um ser cosmico, divino. Adiante iremos entender melhor seu fascinio.
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4.2 Retangulo aureo (o olho de Deus)

Uma curiosidade bastante interessante demonstrada no livro é a da criagdo dos
retangulos aureos. Se pegamos uma sequéncia sucessiva impar de nimeros de Fibonacci e
multiplicarmos, o resultado sempre serd o quadrado do ultimo nimero:

1*1+1%242%3=9-3"=09
1*1+1%2+2%3+3*5+5%8=064-8 =64
1*14+1%24+2%3+3*5+5%8+8%13+ 13 *21 = 441-21" = 144

Essa ¢ uma propriedade que pode ser lindamente demonstrada quando criamos um
retangulo 4ureo que diz: qualquer nimero impar de retangulos com lados iguais a niimeros
sucessivos de Fibonacci se encaixa precisamente em um quadrado. Perfeitamente ilustrado na
figura 9.

A figura em questdo, quando sobreposta com um retangulo em cima do outro, cria o

que chamamos de retangulo aureo representado na figura 10.

Figura 9 — quadrado aureo. Figura 10 — retangulo aureo

Fonte: Adaptadas pela autora com o uso do Canva.

Note que quando retiramos um quadrado do retdngulo aureo da figura 10, sobra um
retangulo menor que também ¢ dureo. Se continuarmos retirando, teremos retangulos cada vez
menores. Desenhando duas diagonais em qualquer par de retangulos, elas irdo se cruzar
exatamente no mesmo ponto. Ponto esse que recebeu o nome de “olho de Deus” por Clifford
A. Pickover®, devido as propriedades divinas manifestadas pela razdo aurea.

Mas voltando aos ntimeros de Fibonacci, desde que foram descobertos passaram a ser
expressos nao so através de calculos e problemas bem elaborados, mas também na natureza.

O que fascinava imensamente os pitagoricos.

6 Grande divulgador da ciéncia e matematica, nascido em 1957, com mais de 40 obras em mais de uma duzia de
idiomas
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4.3. A razio aurea e a natureza.
A natureza pode ser muitas vezes intrigante. Livio descreve em seu livro como os

ramos crescem em uma determinada planta de modo que todas as folhas recebam luz solar.

Figura 11 — Caule de razdo %

O espagamento dos galhos de uma determinada arvore, por exemplo, ¢ distribuido
como uma espiral (ou parafuso, como descreve ele) a fim de que a umidade e a luz sejam
concedidas a todas as folhas. Esse ¢ um fendmeno chamado de phyllotaxis (arranjo de folhas).

Como dito por Livio.

[...]nas tilias americanas, as folhas aparecem geralmente em dois lados opostos
(correspondendo a metade de uma volta em torno dos ramos), o que ¢ conhecido como
razdo filotaxica Y. Em outras plantas , como a aveleira, a amoreira ¢ a faia, a
passagem de uma folha para a seguinte envolve um ter¢o de uma volta (razéo
filotaxica '5). De modo semelhante, a macieira, o carvalho e o damasqueiro tém folhas
cada % de uma volta, e a pereira e o salgueiro-chordo tém folhas a cada % de uma volta
[...]-Vocé notarda que todas as fragdes que sdo observadas sdo razdes de membros
alternados da sequéncia de Fibonacci (Livio, 2021. p. 129).

A figura 11, ilustra a razdo '3, pois, a cada volta completa passamos por trés folhas.
Seguindo a mesma légica, algumas flores e frutas também seguem esse padrio. As rosas, por
exemplo, se distribuem de acordo com a necessidade de sua propria estrutura. Segundo Livio,
as pétalas das rosas estdo separadas por angulos que sdo fracdes de multiplos simples de o,
pois a primeira pétala se distdncia da segunda a uma distancia de 1*¢, ou seja, 0,618 (tirando

parte inteira), a terceira a 0,236 (2*@) e assim por diante em fracdes de uma volta completa.


https://matheusmathica.blogspot.com/2010/01/os-numeros-de-fibonacci-sao-encontrados.html
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Nos girass6is ha padrdes tanto indo quanto voltando, com 34 e 55 espirais comumente,
também existindo de valores maiores, porém, todos sendo numeros de Fibonacci. Além disso,
quando focamos nas frutas o abacaxi ¢ citado como tendo em sua superficie cinco, oito, treze
ou vinte e uma espirais de inclinacdo, ou seja, nimeros de Fibonacci. Assim como as
margaridas podem ter treze, vinte € uma ou trinta e quatro pétalas.

Obviamente ndo ¢ uma regra geral. Apesar de definir algumas plantas e, de fato, fazer
parte da natureza, a sequéncia de Fibonacci ndo se aplica a todas as plantas, flores ou frutas.
Apesar disso, a razdo aurea pode ser encontrada em diversos aspectos e em diferentes cenarios
na natureza num contexto geral. Seja num grdo de area ou na via lactea. Como visto nas

figuras 12 e 13 a seguir:

Figura 12 — Casca de Nautilos Figura 13 — Via lactea

Podemos ver claramente que, apesar de se tratarem de dois “objetos” de tamanho
diferentes, possuem bastante similaridade ja& que ambas detém a chamada espiral 4urea, vistas
nas Figuras 14 e 15.. Naturalmente, a concha cresce de acordo com a necessidade do nautilo
vivendo dentro de si, mas a via lactea tem uma explicagdo um pouco mais detalhada.
Resumidamente, o disco gira em torno de si mesmo, porém, os corpos celestes contidos nele
tém sua propria velocidade a depender da distancia. Segundo Livio, a velocidade ¢ maior
perto do centro € menor conforme se distancia.

Por ter o raio aumentado sempre que a movemos para o sentido horario, recebeu o
nome de “espiral logaritmica”. Além disso, conforme o tamanho aumenta, o formato
permanece o mesmo, caracteristica denominada de auto-similaridade. Adorada por Jacques
Bernoulli, recebeu a descrigdo: “pode ser usada como um simbolo tanto de vigor e constancia
na adversidade quanto do corpo humano, o qual, apds todas as mudangas, até mesmo apds a

morte, sera restaurado ao seu exato e perfeito ser”(Livio, 2006, p. 137).


https://hypescience.com/esses-10-fenomenos-naturais-sao-exemplos-da-sequencia-de-fibonacci/
https://www.eso.org/public/portugal/images/potw1901a/
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Figura 14 — Retangulo aureo em uma concha. Figura 15 — Retangulo aureo na via lactea

Disponiveis em: https://share.google/hV67p4vl_plzsng6p e
https://ecohustler.com/culture/fibonacci-numbers-the-fingerprint-of-god

O que nos leva a uma curiosidade um tanto triste. Essa afirmagao de Bernoulli o levou

a desejar que em seu timulo fossem cravados tanto a espiral quanto os dizeres “Eadem
mutato resurgo”™ . Infelizmente ao invés de uma espiral logaritmica, o pedreiro em questio
ndo tinha conhecimento da diferenga e acabou por gravar nele uma espiral arquimediana. A
diferenga entre as duas é que enquanto a espiral logaritmica tende a crescer ¢ manter seu
formato como uma concha, a de Arquimedes mantém as distancias entre os rolamentos iguais
como um rolo de papel.

Figura 16 — proporgao aurea na natureza.

Disponivel em: https://share.google/vEftuR6uwvyIxXtrW.

" Embora mudado, resurjo o mesmo.


https://share.google/hV67p4vlpizsqpK6p
https://ecohustler.com/culture/fibonacci-numbers-the-fingerprint-of-god
https://share.google/vFftuR6uwvyIxXtrW
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Nao ¢ dificil perceber como essa espiral esta presente em toda a natureza. Seja no céu,
no mar, nas arvores, em fosseis e também no corpo humano. O que nos leva aos grandes

artistas renascentistas e o desejo pela perfeicao em suas obras.



30

5. A ODISSEIA DA PROPORCAO AUREA NA ARTE

Apesar de se tratar de um assunto matematico, a propor¢ao durea se mescla e adapta a
outras areas também. No capitulo 1, surgiu por acaso com a poesia sanscrita de Pingala,
passou para um problema um tanto curioso sobre coelhos imortais, seguiu para uma
fascinante descoberta matematica e enfim chegou a natureza botanica e até astroldgica. Mas
sua capacidade criativa estd mais além, a proporc¢ao durea se estende a muitas vias, uma delas
¢ a arte. Este capitulo resumird a grande aventura da propor¢ao aurea na arte, desde seus
primeiros indicios até suas controvérsias, e desmentir fatos que podem ser vistos como

verdade.

5.1. Na musica.

A historia da musica ndo se distancia da matemadtica; na verdade, faz parte dela.

Figura 17 — Uma oitava de piano (sem d6 maior)

C# BD#
Db BMED

Disponivel em: https://share.google/FRD3AXHTghnpvtEeC.

Voltando a idade antiga, com Pitdgoras e a descoberta das relagdes entre niimeros
inteiros e os diferentes tons musicais, como diz Livio até a era medieval, onde Johann
Sebastian Bach (1685-1750) decidiu codificar entre suas composi¢des o proprio nome usando
notas musicais como codigos. Uma delas sendo a gematria®. Onde considerava A = 1, B=2,
C = 3 e assim sucessivamente, com excecdo de I e J que eram a mesma letra no alfabeto
alemdao da época. Desse modo, seu nome representado seria: B-A-C-H = 14 e/ou
J-S-B-A-C-H = 41. Claro que a grande questao ¢: onde entra a razao aurea?

Nas palavras de Mario Livio:

[...]JO violino é um instrumento no qual a Razio Aurea de fato aparece com
frequéncia. Habitualmente, a caixa de som do violino contém doze ou mais arcos de
curvatura (que fazem as curvas do violino) de cada lado. O arco plano na base quase
sempre é centrado no ponto da Segdo Aurea, a partir da linha do centro.(p.209)

8 Método hermenéutico de anélise de textos para atribuir valores numéricos as letras.


https://share.google/FRD3AXHTghnpvtEgC
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Essa afirmacdo pode ser representada por um dos violinos de Antonio Stradivari
(1644-1737), considerados os melhores do mundo (Figura 18). Em desenhos originais pode
ser visto o cuidado especial com os “olhos” dos buracos em posi¢des determinadas pela razao
durea (ndo ha imagens de boa qualidade de seus desenhos) o que d& ao violino maior
qualidade. Desse modo, alguns desses violinos ainda existem nos dias atuais, porém, sdo mais
comuns em museus ou leildes.

Figura 18 — Cépia de um Violino Stradivari

Disponivel em:
https://www.antiquesandthearts.com/treasures-on-trial-the-art-and-science-of-detecting-fakes/

Além dos violinos, pianos também carregam a razao aurea. Uma oitava de um piano
contém 13 teclas, 8 delas brancas e 5 pretas. Onde as pretas se dividem em grupos de 2 e 3
teclas. Ou seja, 2, 3, 5, 8, 13, numeros de Fibonacci. Além disso, muitos associam duas notas
em questdao bastante agradaveis, sendo elas A e C, onde C produz uma frequéncia aproximada
de 264 enquanto que A produz uma frequéncia aproximada de 440. Quando buscamos a razao
entre as duas frequéncias e simplificamos, o resultado ¢ igual a 53. Isso também ocorre
quando temos as notas C alto e E, onde as frequéncias sdo de 528 e 330 respectivamente.

Simplificando a razdo entre os dois obtemos 85.

Porém nao se deve levar essa questdo como um fator geral, j& que muitos pianos tem
oitavas de 12 teclas e ndo 13 (Figura 17). Outra controvérsia sobre o uso da razao aurea na
musica foi pesquisada pelo matematico John F. Putz ao tentar provar que Mozart (1756-1791)
usava a razao aurea em suas composi¢oes. O que a principio pareceu uma afirmagao correta ja
que Mozart era um grande apaixonado por niumeros, mas nada foi realmente comprovado,
mesmo que suas musicas sejam relacionadas a algo divino e agradavel aos ouvidos. O que ha
a seguir sdo apenas estudos e discordancias sobre o uso ou ndo do uso da razdo durea em
composi¢cdes de Béla Bartok (1881-1945), que ha bastante énfase nos estudos das

composi¢cdes por Erno Lendvai, mas nada realmente concreto. E Claude Debussy


https://www.antiquesandthearts.com/treasures-on-trial-the-art-and-science-of-detecting-fakes/
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(1862-1918), com composi¢cdes que podem ser trabalhadas matematicamente como as
anteriores. Porém, novamente, nao ha nada que, de fato, comprove as afirmagdes dos estudos
Roy Howard, que foi o autor de Debussy em propor¢do (1986). De qualquer maneira, ndo ha
como afirmar com certeza que os compositores focaram seus trabalhos com intuito de utilizar
a razdo 4urea. Muitos chegaram a negar veementemente sua relacdo com a musica. O que ndo
se pode negar ¢ a Matematica por tras das composigdes, tendo relacdo com a razdo aurea ou

nao.

5.2. Na pintura

Este topico ¢, sem duvidas, o mais estudado quando se trata de proporcionalidade e
razao aurea, ja que se trata da demonstracao visual da chamada “ propor¢ao divina ” por Luca
Pacioli (1445-1517). Assim como nos topicos anteriores, também existem afirmagdes falsas e
inconcretas.

Luca Pacioli, conhecido como o “pai da contabilidade” era um grande fa do trabalho
de Fibonacci, assim como de outros matematicos famosos de sua época. Seu aprego pela arte
e geometria o levou a escrever A divina proporgdo (1509, apud Livio, 2006, p. 156), onde
Leonardo da Vinci em pessoa foi o responsavel por ilustrar os so6lidos geométricos presentes

na obra, que iam desde de Matematica a arquitetura e estrutura do corpo humano.

Figura 19 — O homem vitruviano.

- L 3
e L i et A Bt il
- sl oV g LT 4-»«- -

e A
N M _m,_ _q_' g I"" ,w..ﬂ,l.mr,rf;,onr }mm-m}-\—' Aud
T e sy Sl s B uh F
Disponivel em: https: //falodemans blogspot.com/2013/12/0- COdl o-da-vinci-capitulo-20.html



https://falodemaiis.blogspot.com/2013/12/o-codigo-da-vinci-capitulo-20.html

33

Inspirado por Marcus Vitruvius Pollio (70-25 a.c.) que, em suas palavras descreve que
o corpo humano tinha seu umbigo como ponto central, pois se um homem estivesse deitado
de costas, com os bragos e pernas esticados e fosse tragado com um compasso a partir do
umbigo um circulo, as palmas das maos e dos pés tocariam esse tal circulo (Livio, 2006, p.
157). Além de que, se este mesmo homem estiver com os bragos esticados e medirmos de
uma mao a outra, essa distancia ¢ a mesma que sua altura. Leonardo entdo desenhou o famoso
homem vitruviano (figura 19).

Leonardo da Vinci ¢ mais conhecido por sua obra “Monalisa”. Além de pintor, ele
também era arquiteto, musico, matematico, astronomo, dentre outras especialidades do artista.
Muitos acreditam que suas obras carregam a propor¢ao aurea, comparam, por exemplo, a

propria Monalisa com os retangulos dureos no escopo de seu rosto como na figura 20 a seguir:

Figura 20 — Monalisa 4urea.

Disponivel em: https://youtu.be/jxKYFBtdsqU?si=2dwAV-3jX6R73ptn

O homem vitruviano ndo ¢ associado diretamente a razao aurea, suas proporgoes sao
unicas e defendidas por Pacioli como determinante para obras de arte. Porém, logicamente,
assim como tantas outras obras, foi associado a propor¢do divina por ser agradavel aos olhos.

Da mesma forma, Monalisa, como mostrado na figura, apresenta diversos pontos de ligacao


https://youtu.be/jxKYFBtdsqU?si=2dwAV-3jX6R73ptn
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com a propor¢ao aurea mesmo que, atualmente, haja mais controvérsias sobre sua relagdo que

afirmacdes.

O que nao significa que nao haja artistas que, de fato, usaram da propor¢ao para criar
suas obras. No caso de Leonardo da Vinci, apenas o esboco de um desenho intitulado “uma
cabeca de ancido” parece demonstrar que o artista realmente usava de retangulos para

determinar as medidas dos rostos em suas pinturas. Porém ndo ha boas imagens do desenho.

Segundo Livio, “o primeiro artista proeminente e tedrico da arte a utilizar a razao

provavelmente foi Paul Sérusier (1864-1927)”(p. 193).

Figura 21 — Mulheres Bretas, o encontro no bosque sagrado (1892)

Disponivel em:
https://www.wikiart.org/en/paul-serusier/breton-women-the-meeting-in-the-sacred-grove.
Sérusier usava para verificar em algumas de suas inven¢des de formas e composigdes.

Além dele, alguns artistas cubistas, como Juan Gris (1887-1927) e Jacques Lipchitz (Chaim
Jacob (1891-1973) também utilizaram da razdo durea em suas obras.

Na década de 1920, Gino Severini (1883-1966) tentava unir futurismo e cubismo
como objetivo.

Maria Vorobeva, pintora cubista russa, insinua em seu livro, A Vida com os pintores de

La Ruche (1974 apud Livio, 2006, p. 195), que Pablo Picasso, Rivera e Gris usaram a razao


https://www.wikiart.org/en/paul-serusier/breton-women-the-meeting-in-the-sacred-grove
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durea como “outra maneira de dividir planos, o que ¢ mais complexa e atrai as mentes
experientes e inquisitivas.”

Por fim, fascinado pela aplicacdo da razao aurea na arte, o famoso arquiteto e pintor
sui¢o-francés Charles Edouard Jeanneret (Le Corbusier, 1887-1965), teve grande impacto na

arquitetura envolvendo a razdo 4urea.

5.3. Na arquitetura

A arquitetura ¢ uma grande aliada do ensino da Matematica quando se trata de
geometria. Além disso, também pode contar historias de uma vida passada distante, com
reviravoltas, descobertas e contradigoes.

Quando se fala de razdo aurea na arquitetura, muitos estudos podem apontar que as
pirdmides teriam relacdo com essa fascinante propor¢do. Alguns até mantém a ideia ativa a
fim de complementar o arsenal de falsas informagdes envolvendo a razdo durea. O que sdo
bastante extensas.

O Parthenon ¢ outra obra arquitetonica conhecida por conter medidas que se igualam a

proporgao aurea, seja pela harmonia e similaridade dos espagamentos ou na propria estrutura.

Figura 22 — Desenho da estrutura do Parthenon.

Parthenon, Athe

o )

%

¢ |
¢ {E) Barnhard Peter 2005
Disponivel em: https://share.google/9SndTWolfpgOatRTX
Para Livio ndo h4, de fato, prova decisiva que ha relagao:

E dificil dizer com certeza. Embora a maioria dos teoremas mateméticos referentes a
Razdo Aurea (ou "razdo extrema e média") pareca ter sido formulada depois da
construgdo do Partenon, existia um conhecimento consideravel entre os pitagoricos
antes disso. Assim, os arquitetos do Partenon podem ter decidido basear seu projeto
em alguma nog¢do predominante de padrdo estético. No entanto, isto ¢ bem menos
certo do que muitos livros querem nos fazer crer, e ndo ¢ uma teoria particularmente
sustentada pelas dimensoes reais do Partenon.(p. 92)


https://share.google/9SndTWoIfpg0atRTX
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Porém, como dito antes, o famoso arquiteto e pintor, mais conhecido como Le
Corbusier, foi um grande aliado da razao aurea. Ao buscar uma medida padronizada, criou um
sistema proporcional que chamou de Modulor, esse sistema garantia que padrdes harmoniosos
a todas as necessidades da cidade moderna.

Livio descreve em seu livro que:

“Um homem medindo seis pés (cerca de 1,83 m), parecendo um pouco com o familiar
logotipo do "Homem do Michelin", com seu brago erguido (até uma altura de 2,26 m),
foi inserido em um quadrado [...]. A razdo entre a altura do homem (183 cm) e a altura
de seu umbigo (no ponto médio de 113 cm) foi escolhida precisamente em uma Razdo
Aurea. A altura total (dos pés até o brago levantado) também estava dividida em uma
Razio Aurea (em 140 cm e 86 cm) no nivel do pulso de um brago solto para baixo. Os

. . 113 140 o . .
dois quocientes (=) ¢ () foram subdivididos em dimensdes ainda menores de

acordo com a série de Fibonacci (cada numero sendo igual a soma dos dois
anteriores). Na versdo final do Modular [...], duas escalas de dimensdes de Fibonacci
interespiralantes foram, portanto, introduzidas (as "séries vermelha e azul").”(p. 198)

Essa medida de propor¢do ¢ usada até os dias atuais para a criagdo de grandes
estruturas. E claro, Mario Merz, que foi um dos mais importantes artistas a expressar a
proporc¢ao. Por seu trabalho ser visual, porém, ndo serem quadros pintados, ele entra neste
topico. Segundo Livio: “Merz comegou a usar a sequéncia de Fibonacci em 1970, em uma

série de trabalhos "conceituais" que incluiam os nimeros na sequéncia ou varias espirais.

Figura 23 — o modulor
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Disponivel em

https://www.bricknbolt.com/blogs-and-articles/home-design-guide/anthropometry-in-architecture.
O desejo de Merz de utilizar nimeros de Fibonacci se baseava no fato de que a

sequéncia estava por tras de varios padrdes de crescimento na natureza.”(Livio, 2006, p. 201).


https://www.bricknbolt.com/blogs-and-articles/home-design-guide/anthropometry-in-architecture
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Ha dois trabalhos de Merz listados no livro de Livio, um deles, intitulado “Fibonacci
Napoles”(1970) apresenta diversas fotografias de pessoas trabalhando enquanto compdem os

nameros de Fibonacci.

5.5. Na literatura

Livio descreve em seu livro que hd duas formas de tratar da razdo aurea dentro da
literatura. Curiosamente, a primeira men¢do a ela foi feita a partir de contagem de versos
como ilustrados no capitulo 1 deste trabalho. A segunda forma seria através de livros e
dedicatodrias associadas a razdo aurea. Como mencionado nos capitulos anteriores, Fibonacci
foi quem descreveu com detalhes seu problema dos coelhos em seu livro Liber abaci (1202).
Euclides também o acompanha em Elementos. E entdo Pacioli em A divina proporcao (1509).
Muitos outros trabalhos foram desenvolvidos a partir das obras destacadas anteriormente.

Sejam para agregar ou, como diz Livio, “criar malabarismos numéricos”, a propor¢ao
aurea teve grande participagdo e, por um periodo consideravel, protagonismo na cabeca de

grandes estudiosos do renascimento a era contemporanea.



6. A PROPORCAO AUREA NO ENSINO-APRENDIZAGEM

A razdo aurea ¢é, sem duvidas, um dos assuntos mais interessantes a se tratar da
matematica. Sendo assim, uma boa oportunidade para engajar os estudantes a reconhecerem o
valor da disciplina além dos limites de sala de aula. Pensando nisso, este capitulo visa trazer
algumas atividades que possam complementar e auxiliar os professores a trabalhar diferentes
formas de atrair o olhar dos alunos para além do aprendizado cotidiano. A seguir estdo
listados algumas das atividades propostas por Rosania Maria Queiroz em seu trabalho
intitulado “propostas de atividades: Razdo aurea”(2007). E por fim, um pequeno desafio que
pode ser imprimido e trabalhado em sala. As questdes foram escolhidas por se tratarem de

atividades simples que nao necessitam de materiais manipulaveis além de papel e caneta.

6.1. Atividade 1: Relacdo aurea na biologia (flores).

Em resumo, os objetivos pedagogicos da atividade sdo: trabalhar em equipe, interagao
entre os alunos, observacao e aplicacio Matematica em uma perspectiva diferente, relacionar
Matematica e biologia e incentivar a preservacdo ambiental.

Ap6s explicagdo do assunto, com o uso da apostila ou outro meio de explicagao sobre
a sequéncia de Fibonacci, o professor deve dividir a sala em grupos de 4 a 6 pessoas. Cada
grupo deve fazer uma breve pesquisa em sites, revistas, jornais, livros e etc, trazer recortes e
fazer anotagOes em tabela como mostrado na tabela 2:

Tabela 2 — Tabela divertida das flores.

Flor Nuiamero de pétalas

Iris

Margarida

Girassol

Fonte: adaptada pela autora com o uso do Word

A partir das observagdes das tabelas, ¢ possivel perceber como vdrias das flores
apresentam numeros de Fibonacci na quantidade de pétalas. Desse modo, os alunos podem
discutir entre si as variagdes de quantidade, espécie e, consequentemente, pode-se trazer um
debate sobre questdes ambientais relacionadas as flores. favorecendo, assim, a

interdisciplinaridade entre Biologia e Matematica
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6.2. Atividade 2: Relacdo aurea na biologia (plantas)

A segunda atividade tem relacdo com a primeira. Ambas trabalham os mesmos
objetivos com o acréscimo de estudar razdo e propor¢do, observar que ha padrdes na
disposicdo das folhas no caule e que at¢ mesmo alunos com dificuldade no aprendizado sao
capazes de trabalhar e compreender a Matematica envolvida na atividade.

Esta atividade em questdo, pode contar com apoio interdisciplinar de um professor de
biologia que trara a sala imagens ou até mesmo plantas de pequeno porte para o estudo. Na
falta de um segundo docente, o professor em sala pode trazer explicagdes sobre o porqué das
disposicdes dos galhos e como a natureza se comporta seguindo um padrdo necessario para a
sobrevivéncia (no segundo capitulo deste trabalho h4 exemplos desta disposicao).

Nas palavras de Rosania:

Apbs observacao de alguns exemplares, o professor poderd propor como pesquisa de
campo um trabalho para ser realizado em pequenos grupos. Cada grupo devera fazer a
observagdo em outras plantas. Depois, tendo em maos o resultado das pesquisas dos
alunos, o professor podera mostrar aos mesmos que a razdo entre o nimero de voltas
¢ a quantidade de folhas em muitas plantas sdo nlimeros da Seqiiéncia de Fibonacci.
Podera aproveitar o momento para despertar nos alunos a apreciagdo da beleza e da
estética nas plantas bem como a importancia de preservar o Meio Ambiente (Queiroz,
2007, p. 14).

Assim como a atividade anterior, esta ndo necessita de muitos materiais manipulaveis.

Sendo necessario somente papel e caneta.

6.3. Atividade 3: relacdo durea na pintura

Os objetivos pedagogicos desta atividade sdo: relacionar Matematica e Artes,
incentivar trabalho em grupo, trabalhar geometria com uso de materiais manipulaveis, razdo e
proporg¢do e criar um bom relacionamento entre a Matematica e a criatividade dos alunos.

Criando grupos, o professor terd como objetivo encorajar os estudantes a produzirem
Retangulos Aureos. Apds a confecgdo e pintura dos retdngulos, os alunos anotam em uma

tabela os retangulos em ordem de preferéncia da seguinte forma:

Tabela 3 — Tabela divertida de comprimento.

Fonte: adaptada pela autora com o uso do Word.
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O objetivo da tabela, além de trabalhar matematicamente os pontos principais dos

retangulos confeccionados, ¢ demonstrar que, quanto mais proximo da razao aurea, mais

esteticamente agradavel aos olhos sdo.

6.4. Desafio: Resolver uma tabela aurea.

O desafio a seguir foi retirado do site Azup.com. Seu objetivo é trabalhar os nimeros

da sequéncia de Fibonacci de maneira a instigar os alunos a verificar quao grandes eles podem

chegar em poucas somas.

Figura 23 — Desafio dos niimeros de Fibonacci.

Nesta tabela, cada
numero € sempre a
soma dos dois que
vém antes dele.
Alguns noUmeros ja
estéo no lugar, qual
é o numero da

uvltima casa?

1 5
13 34
233
987 6765
17711 46368| ?

Disponivel em:
https://www.bricknbolt.com/blogs-and-articles/home-design-

Conforme acompanham o crescimento acelerado dos numeros somados, o professor

pode instigar a curiosidade dos alunos propondo que tentem fazer divisdes de maneira

decrescente a fim de demonstrar como os numeros de Fibonacci se aproximam de Phi

gradualmente.


http://azup.com
https://www.bricknbolt.com/blogs-and-articles/home-design-guide/anthropometry-in-architecture
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, pudemos observar como a sequéncia de Fibonacci e a razao
durea ndo sao apenas conceitos matematicos abstratos, mas elementos profundamente
enraizados na histdria, na natureza e na expressdo artistica da humanidade. A partir dos
estudos de Pingala na India antiga, que, mesmo sem o propésito explicito, anteciparam
estruturas semelhantes a sequéncia de Fibonacci, até a formulagdo do problema dos coelhos
por Leonardo de Pisa, ficou evidente que essas idéias atravessaram séculos e culturas,
encontrando novas interpretacdes e aplicacdes ao longo do tempo.

A razdo aurea, com seu valor irracional e harmonico, transcende a Matematica pura.
Vimos como ela se manifesta tanto nas pétalas de uma flor quanto nas galéxias espirais,
simbolizando a busca natural por equilibrio e estética. O fascinio por essa propor¢ao nao
passou despercebido pelos artistas renascentistas, arquitetos, musicos € cientistas, que viam
nela uma chave para compreender e representar a beleza do mundo. Sua apari¢do em obras de
arte, na arquitetura classica e até mesmo em composi¢des musicais ressalta como os niimeros,
longe de serem frios ou meramente utilitarios, podem servir como linguagem universal da
harmonia.

Contudo, o trabalho também procurou destacar que nem toda beleza segue padrdes
matematicos, ¢ nem toda manifestacdo da sequéncia ou da razdo aurea ¢ intencional ou
plenamente comprovada. H4 mitos e exageros, mas também ha verdades fascinantes e
conexdes legitimas que revelam a profundidade e a onipresenga desses conceitos. Além de,
também, procurar maneiras de trabalhar dentro de sala de aula estratégias para incentivar a
interagdo e participacdo dos discentes ao propor atividades que podem ser trabalhadas com
pouca ou nenhuma estrutura, utilizando apenas papel e caneta.

Concluimos, portanto, que a sequéncia de Fibonacci e a propor¢ao aurea representam
ndo apenas avangos matematicos, mas também pontes entre ciéncia, arte e natureza. Sao
simbolos do eterno esfor¢o humano de encontrar ordem, significado e beleza no caos do

universo.
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