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Resumo

O presente trabalho apresenta uma produgao realizada no campo da geometria plana e espacial; faz uma
abordagem sobre a otimizacdo da aprendizagem matematica implementada por ferramentas tecnologicas que
propiciam um maior alcance de assimilacao de conceitos e dao mais celeridade no processo de internalizacao.
Mostra exemplo fazendo uso do aplicativo Geogebra na producgao de todas as imagens que ilustram as apli-
cagoes dos conteidos, e destaca o desempenho desse software no alcance das metas propostas nos objetivos
deste trabalho, pois, com a capacidade e boa didatica do aplicativo foi possivel cumprir os trés objetivos
especificos, quais sejam: construir toda a producao de graficos, superficies e s6lidos de revolugao - onde foi
gerada a superficie reversa da esfera; desenvolver um processamento da quadratura de poligonos regulares,
bem como, a quadratura do circulo s6 com o uso de compasso e régua nao graduada; apresentar uma de-
monstragdo geométrica do Teorema de Pappus Guldin da area e, fazer algumas aplicagoes do teorema. No
tépico das quadraturas os poligonos, a partir do tridngulo até ao heptagono, tiveram as suas quadraturas
plenamente elaboradas, e o circulo alcangou uma aproximacao bastante simples; e, também, foi desenvolvida
uma construgdo grafica para a retificacdo da circunferéncia que pode ser reproduzida com compasso e régua
nao graduada, de forma simples e, que d4 uma boa aproximacdo com duas casas decimais para o nimero 7.
A demonstracdo do Teorema de Pappus Guldin, Gltimo tépico, nos permite visualizar todo mecanismo do
movimento na formagdo dos objetos e perceber a ideia genial aplicada no procedimento do cédlculo da &area
dos mesmos, que aplica conceitos da dinamica dos movimentos em uma férmula simplificada. Também se
destaca o apoio visual das imagens multicores das figuras geométricas produzidas pelo aplicativo, de forma
a proporcionar uma leitura mais lidica para a jornada do leitor, do inicio até ao ultimo topico.

Palavras-chaves: Geometria Plana. Geometria Espacial. Quadraturas. Geogebra.



Abstract

The present essay presents a production carried out in the field of plane and spatial geometry; takes an
approach to optimizing mathematical learning implemented by technological tools that provide a greater
scope of assimilation of concepts and speed up the internalization process. It shows an example using the
Geogebra application in the production of all the images that illustrate the applications of the content, and
highlights the performance of this software in achieving the goals proposed in the objectives of this work, as,
with the capacity and good teaching of the application, it was possible to fulfill the three specific objectives,
namely: building the entire production of graphics, surfaces and solids of revolution - where the reverse
surface of the sphere was generated; develop the processing of squaring regular polygons, as well as squaring
the circle only using a compass and a non-graduated ruler; present a geometric demonstration of the Pappus
Guldin Theorem of the area and make some applications of the theorem. In the topic of quadratures, the
polygons, from the triangle to the heptagon, had their quadratures fully elaborated, and the circle achieved
a very simple approximation; and, also, a graphical construction was developed for the rectification of the
circumference that can be reproduced with a compass and non-graduated ruler, in a simple way and that
gives a good approximation to two decimal places for the number 7. The demonstration of Pappus Guldin’s
Theorem, the last topic, allows us to visualize the entire mechanism of movement in the formation of objects
and perceive the ingenious idea applied in the procedure for calculating their area, which applies concepts of
movement dynamics in a simplified formula. The visual support of the multicolor images of geometric figures
produced by the application also stands out, in order to provide a more playful reading for the reader’s
journey, from the beginning to the last topic.

Keywords: Plane Geometry. Spatial Geometry. Quadrature. Geogebra.
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Introducao

Neste trabalho de conclusao de curso é abordado o tema do ensino que pode ser realizado além do
quadro e giz pelo uso de tecnologias, no formato de midias virtuais, que sao os softwares e os aplicativos, que
se constituem ferramentas poderosissimas no processo do ensino-aprendizagem de diversas areas do ensino
académico, bem como, na produg¢ao de contetidos auto didaticos, ensejando um maior desenvolvimento critico,
ativo e consciente; ferramentas essas que sao acessiveis a todas as pessoas dado a sua praticidade e gratuidade.
E isso sera feito dentro do estudo da geometria com a utilizacao do software livre Geogebra no processamento
dos conceitos mateméaticos, destacando essa forma de ensino aprendizagem que se faz além do quadro e giz.
Mas nao hé, no entanto, a pretensao de excluir do processo de ensino a boa e velha lousa; pois ela estara
sempre presente na experiéncia escolar em varias nuances, como: quadro negro, tela touch screen, wide screen,
etc.

O Geogebra é “Um software gratuito e multiplataforma de matematica dindmica para todos os niveis
de ensino que integra geometria, dlgebra, planilha eletronica, graficos, estatistica e cdlculo em um tnico
ambiente facil de usar” - definicao dos préprios criadores do aplicativo. O trabalho em pauta terd maior foco
em geometria espacial dos sélidos de revolugao, e isso é matematica dindmica que engloba transformagoes
das formas, cores e movimentos. Portanto, é propicio o uso desse aplicativo, pois dinamismo e transformacgoes
graficas encerram a finalidade da sua criagao. Inclusive, o uso desse aplicativo tem sido abordado em intimeros

trabalhos académicos e indicado por diversos profissionais de renome da drea da educacao e da informatica.

1.1 Justificativa

Diante das dificuldades da vida que encontramos pelo caminho precisamos nos posicionar para contorna-
las e passar adiante. E o sucesso do caminho tragado vai depender dos meios que estamos utilizando para
chegar ao destino. Elementos como tempo e economia sao duas grandezas inversamente proporcionais para
quem estd com o pé na estrada. Quanto mais demorar a viagem menos recursos sobrardo para o custeio do
restante da mesma e, por conseguinte, a linha de chegada ficard ainda mais incerta.

Trazendo a légica dessa reflexdo para dentro do campo académico e tendo ciéncia das dificuldades que
permeiam as instancias do aprendizado urge tomarmos medidas proativas na construcdo desse processo.
E certo que as dificuldades de um estudante sdo diversas em qualquer nivel de ensino dentro do sistema
convencional. E quando se trata da dificuldade de assimilar algum conceito, aprender uma matéria, ou melhor,
“apreender” o conteido ministrado em sala de aula aumentando o rendimento, vem a pergunta: Ainda héa
alguma coisa a ser feita para se contornar esse obstaculo?

A pergunta nao € retérica, absolutamente ndo. Ha que se dar uma resposta que esteja bem instrumentali-
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zada, ou seja, que ofereca solucoes efetivas para a otimizagdo do aprendizado. Ja foi mencionado que o tempo
é uma grandeza inversamente proporcional aos recursos no andamento de um projeto, entdo, precisamos
minimizar o tempo gasto no processo. Existem equipamentos multimidia criados para dinamizar o processo
pedagogico, a exemplo a lousa digital; no entanto, ela é de alto custo aquisitivo e ndo pode andar embarcada
na mochila do aluno nem na pasta do professor. E é aqui que entra em cena o software Geogebra que é um
aplicativo, ndo ocupa espaco fisico e pode ser instalado no laptop, no tablet e até mesmo no celular, que séo
aparelhos portateis que cabem na bagagem de mao. Esse aplicativo foi idealizado e criado para processar
conteudos diversos dentro da matematica, em especial os de geometria e dlgebra, que sdo as duas matérias

que se encontram aglutinadas compondo o nome proéprio do aplicativo “Geogebra”.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Mostrar que o uso de softwares no processamento dos conceitos matematicos em Geometria e Algebra

pode minimizar o tempo gasto na aprendizagem e assimilacdo dos contetidos ministrados.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Construir os graficos, as figuras, as superficies e os sélidos de revolugdo que serdo utilizados neste

trabalho, com o software Geogebra;

o Fazer as quadraturas de algumas figuras geométricas regulares pelo método Euclidiano que, utiliza

apenas compasso e régua nao graduada, no Geogebra.

o Fazer a demonstragdo geométrica dos teoremas Pappus Guldin, relacionados a area e volume, e aplica-los

no calculo de algumas figuras;



Apresentacao do Geogebra

Antes de comegarmos a elaborar as construgoes geométricas convém apresentarmos o aplicativo GE-
OGEBRA que sera a nossa ferramenta principal deste trabalho. O Geogebra apresenta quatro janelas de
visualizagdo, quais sejam: a janela de algebra, a janela de visualizacdo, a janela de visualizacao 2D e a janela

de visualizagao 3D.

Figura 2.1: Logomarca do Geogebra

GeoGebra

Fonte: do autor

Figura 2.2: Area de trabalho do Geogebra

o
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
. By
AL D OO < N =2 ¢
» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagao X/ | » Janela de Visualizagdo 3D X
" 20
10
15
8
6 10
4
5 4
2 15
1 5 10
8 6 -4 -2 0 PARRALIRERL ] < 10,
2 I 0
5
-4
-6 -10
-8
15
Entrada:

Fonte: do autor
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2.1 Area de Trabalho

As janelas que iremos nos familiarizar bem estdo exibidas na figura 2.2 que sdo: a janela de algebra, a
de visualizagdo e a janela 3D. Logo no canto superior esquerdo mostra O Geogebra Classic 5 como a versao

do aplicativo que foi utilizado neste trabalho, a barra de menus e, também, a barra de ferramentas.

2.1.1 Sintaxe de Alguns Comandos

Vamos estar fornecendo, junto com as construgoes das figuras geométricas, as sintaxes dos comandos das
sequéncias e das fun¢des matematicas que forem construidas no aplicativo Geogebra, com o fim de auxiliar
o leitor deste trabalho que, de repente, deseje usar o aplicativo e reproduzir as construgoes apresentadas
no mesmo. As figuras podem ser construidas em varias etapas e, cada uma dessas etapas com comandos
diferentes, por exemplo: podemos usar o comando “Fung¢ées” no campo de entrada para fazermos uma funcao;
usamos o comando “Girar” para fazer com que o grafico da fun¢ao se movimente em torno de um ponto ou de
um dos eixos do sistema; em seguida, clicamos com o botao direito do mouse no grafico da funcao na opcao
“habilitar rastro”; e com um clique direito no controle deslizante ativamos a opg¢ao “animar”, para, entao,
gerar uma superficie. Porém, os comandos podem ser aglutinados, ou seja, colocados uns dentro de outros com
a finalidade de se obter uma producao simultdnea das transformacoes geométricas. Para isso vamos utilizar o

comando “Sequéncia” e escolher uma de suas sintaxes do mesmo, posto que alguns comandos possuem varias.
2.1.2 Sintaxe do Comando Sequéncia

Figura 2.3: Comando Sequéncia

Sequéncia( <Valor Final> )
Sequéncia( <Valor Inicial>, <Valor Final> )
Sequéncia( <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Incremento> )

Sequéncia( <Expressdo=>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>
Sequéncia{ <Expressdo>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Incremento> )

Fonte: do autor

Todas as Sintaxes das fungdes, dos comandos e de todos os objetos que estdo expressos na barra de
ferramentas e que sao construidos com simples cliques, podem ser digitadas no campo “Entrada”, que esta
localizado no canto inferior esquerdo da area de trabalho, observada na figura 2.2 e no recorte figura 2.4, o

que reproduzird as construgoes respectivas.

Figura 2.4: Campo de Entrada

| |
Entrada: Sequéncia(§d S EEEE, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final> )

Fonte: do autor

Vamos ao procedimento de aglutinagdo dos comandos tomando uma sintaxe do comando “Sequencia”
como a base da sintaxe; a figura 2.3 apresenta o formato do campo de entrada quando digitamos as primeiras
letras do comando no campo de entrada todas as sintaxes aparecem, o que ocorre com todos os comandos.
Vamos utilizar a sintaxe que aparece selecionada em azul e que possui quatro argumentos entre parénteses
- Sequéncia(<Expressao>, <Varidvel>, <Valor inicial>,<Valor final>) e abrir outro comando dentro do

argumento <Expressao>.
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2.1.3 Estruturas Algébricas e Parametros Légicos

Segue, neste topico, alguns procedimentos sequenciados nas construgdes geométricas. Como vimos ante-
riormente as sintaxes dos comandos sdo as estruturas algébricas com seus pardmetros e os argumentos logicos
do aplicativo; dentre os quais dois, que determinam o dngulo e o incremento, serdo submetidos ao comando

de controles deslizantes para proporcionar a animagao dos objetos.

2.1.3.1 Controles Deslizantes

Figura 2.5: Criando os Controles

[
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

N IE I BSS O) @l FAN | B3 (1K=

» Janela de Algebra X " Janela de Visualizagao X

@® Numero Nome
O Angulo

O Inteiro O Aleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animag&o

min: -5 max: 5 Incremento:

OK Cancelar

Entrada:

Fonte: do autor

O primeiro procedimento é fazer um controle deslizante com a opcao “angulo” para a producdo dos
movimentos denominado, por exemplo, o com tantos graus forem necessarios; em seguida, outro controle
deslizante com a opcao “ntmero” para o incremento, com um ntmero incremental suficiente para preencher
a superficie. Os controles deslizantes sao feitos com a penultima opcao da barra de ferramentas da tela do
Geogebra que pode ser identificada por “a=2”, conforme a tela da figura 2.5. Quando clicada abre-se uma
janelinha sobreposta mostrando todas as opgoes de ajuste para o controle. Observamos que para acessar
essa opgao € preciso clicar dentro da “Janela de Visualizagdo”, pois, ela ndo aparece para as janelas de
visualizagdo 2D ou janela 3D. Vale ressaltar também que quando quisermos trabalhar em uma determinada
janela é necessario clicar dentro da mesma para ativar as ferramentas respectivas — excluindo-se aqui a janela
de algebra.

A préxima tela, a da figura 2.6 composta por dois itens, vai nos mostrar dois controles deslizantes, o
a = 360 que aparece em verde, de angulo, para controlar o deslocamento dos graficos e, o n = 80 de nimeros,
para o preenchimento do espago percorrido pelos gréaficos das fungoes ou de outros objetos, pois, é possivel
fazer qualquer objeto, das trés dimensdes, girar em torno de um centro; e a adlgebra de construgao dos controles
aparece na Janela de Algebra, como toda construgio algébrica construida em qualquer das outras janelas;

como se vé na figura citada anteriormente.
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Figura 2.6: Controles Deslizantes

€F Aglutinagio.ggb - [m} *
Arquwo Ednar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
° - p] c
ol %12 o)l [ |2 NS B > %
» Janela de Algebra o X | ¥ Janela de Visualizagao X
® a=360° L i aC~
® n=80 ® i
a = 360°
4
-2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 i
n =80
s
Entrada: 3 Q@

Fonte: do autor

2.1.3.2 Criacao das Funcgoes

O préximo procedimento é construir as fungoes cujos graficos serao as geratrizes das superficies preten-
didas. Na Caixa de Entrada abrimos o comando “Funcdo(<Fungao>,<Valor inicial de x inicial>,<Valor de

x final>)” e dentro dos parénteses estdo os argumentos, separados por virgula, que ndo devem ser removidas

para nao dar erro de sintaxe.

Figura 2.7: Visualizacdo das Construgoes

€7 Aglutinagao.ggb
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A/)(b-ca@.a:\“ —

» Janela de Algebra ¥ Janela de Vlsuallzagao = X| |+ Janela de Visualizagdo 3D X
® o=359° I e | | ACY D~ @~ i~
® n=80 ® y
®f(x)=V4—x2, (0<x<2) o = 359" i
q
- . -
-2 -1 0 1 2 2 4 o 1 2

n =380

Entrada:

Fonte: do autor
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Nesses argumentos digitamos a fungao e os limites que precisamos determinar para o tamanho necessario

do grafico, conforme a figura recorte 2.8. Agora a tela contem trés itens.

Figura 2.8: Sintaxe da Funcdo f(x)

Entrada: Fungao(sqrt(4-x*2), 0, 2)

Fonte: do autor

Na figura 2.7 temos a fungédo raiz f(z) que compde a tela com os controles deslizantes e que nos fornece
como grafico um quarto de circunferéncia no primeiro quadrante do sistema cartesiano no intervalo fechado
de 0 a 2. Estamos partindo rumo a criacido das primeiras superficies de elementos redondos que séo as esferas

e suas particoes, por exemplo, e isto se torna propicio.

2.1.3.3 Aglutinagao de comandos

Entéo, aberto o comando “Sequéncia(<Expressao>, <Varidvel >, <Valor inicial>,<Valor final>)”, exem-
plificado na figura 2.4, dentro do argumento “Expressao” abrimos o comando Girar e selecionamos a terceira
sintaxe, que por sua vez possui trés argumentos - Girar(<Objeto>,<Angulo>,<Eixo de Rotagdo>) - lem-
brando sempre, durante o preenchimento da sintaxe, de escrever com inicial maitscula a palavra “Eixo” e
digitar a letra que representa o eixo, por exemplo: FiroY. E se o movimento do objeto nao for em torno
de um eixo mas sim de um ponto, deve ser digitado com maiuscula, e apenas, a letra do ponto. Exemplo:
A. A partir dai teremos uma nova sintaxe e mais extensa com sete argumentos, por conta da aglutinacéo
desses dois comando “sequéncia e Girar”; um com quatro argumentos e o outro com trés, cuja sintaxe nos é

apresentada na figura 2.9 a seguir.

Figura 2.9: Aglutinagdo do Comando sequéncia e Girar

Entrada: Sequéncia(Girar([ElelJZ L5 <Angulo>, <Eixo de Rotagio> ), <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final> )

Fonte: do autor

Entao, com vista na tela de construgoes da figura 2.7, vamos preencher a sintaxe da figura 2.9 com os
dados que estdo na janela de édlgebra: digitamos dentro do argumento <Objeto> que aparece selecionado
em azul a letra f da funcdo f(z); e dendro do préximo argumento <Angulo> digitamos as trés varidveis:
a nativa ¢ e os dois controles deslizantes que criamos que sdo fatores de variacdo. Existem varias varidveis
nativas dentro do ambiente do aplicativo Geogebra que sao utilizadas em operagoes especificas, como as letras
x e y em fungdes. No caso de Sequéncias, a varidvel utilizada é a letra ¢ miniscula - multiplicando a variavel
nativa ¢ pela varidvel dngulo que estd sendo regido pelo controle deslizante a, e dividindo pela varidvel n
que é o controle do incremento. O préximo argumento é <Varidvel>, onde digitamos apenas a varidvel i;
depois vem o argumento <Valor Inicial> que vai ser sempre zero e, por ultimo, no argumento <Valor Final>
digitamos a variavel n, que é o controle deslizante responsavel pelo preenchimento da superficie. A préxima

imagem da figura 2.10 mostra a sequéncia aglutinada .

Figura 2.10: Sintaxe da Aglutinacao

Entrada: Sequéncia(Girar(f, i*a/n, EixoY),i,0,n) =

Fonte: do autor

Quando todos os argumentos ja foram preenchidos com os dados das construgoes desejadas, como esta
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na figura 2.10, entéo, é hora de ver o resultado. Clicando enter vai aparecer na Janela de Algebra um quarto
item denominado /1 (lista 1) simultaneamente com a imagem produzida na Janela de Visualiza¢ao 3D e da
mesma cor, conforme se constata na tela da figura 2.11. E esse arco que tem a mesma cor e aparece na Janela

de Visualizacdo é uma secgdo transversal da imagem, pois, essa janela s6é mostra o plano zy.

Figura 2.11: Imagem de Superficie Construida

€2 Aglutinagio.ggh
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

N 55 SN O[S AN B 3 T
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio ~ Janela de Visualizaggo 3D
® a=360° [ liaCy I ACY Dy @v Hv

® n=80 ° i
f(x) = Va—x2, (0<x<2) o = 360°

PR {(t,Se(OétﬁLyﬁ)

®

<

Entrada:‘

o)
‘ @)

Fonte: do autor

Portanto, esses serdo os procedimentos basicos que aplicaremos na produc¢ao das superficies e sélidos de
revolugdo; em algumas figuras vamos precisar usar no lugar de fungées outros objetos como: pontos, circulos,

tridngulos, etc; conforme o formato de cada superficie.



Superficies e Solidos de Revolucao

Neste capitulo vamos tratar da construcao de superficies e sélidos de revolugdo. Muitas formas e figuras
de corpos existentes na natureza podem ser mais bem compreendidas como sendo produtos do movimento,

podendo essas formas serem reproduzidas.
A movimentagao de um elemento geométrico dos mais primitivos, o ponto por exemplo, gera linhas no
plano ou no espago que podem ser: retas, curvas abertas, fechadas, etc; como comenta Andrade (2017).
A linha curva é uma das formas mais bésicas e importantes da matemaética, em torno da
qual se estabelecem inimeras estruturas e relagbes de grande importancia. Poderiamos

descrever a linha curva como uma linha reta que toma algum tipo de desvio em sua reta
de maneira progressiva [...]. (ANDRADE, 2017).

Se o movimento estiver no plano as linhas formarao figuras planas e se estiver no espago formarao as

superficies dos corpos ou de sélidos geométricos, o que ilustra a construcao na figura 3.1.

Figura 3.1: Ilustracdo de superficies de revolucdo

Fonte: do autor

As superficies sdo geradas por segmentos de retas ou curvas longitudinais unidimensionais que rotacionam
em torno de um eixo ou de um ponto percorrendo um angulo maior que zero, cujos rastros correspondem as

superficies de revolucéo.
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3.1 Superficies de Revolugao

3.1.1 A Superficie Esférica

Vamos comecar pela construcdo da geratriz da esfera, que é uma figura espacial elementar de corpo
circular e que possui uma geometria prépria, em que um tridngulo em sua superficie pode ter a soma dos
seus angulos internos entre 180 e 540 graus (SARAIVA, 2012). Ela é classificada entre os objetos geométricos
como corpo redondo, juntamente com cilindro e o cone. Vale ressaltar que corpos geométricos obliquos ou com
a base oval ndo podem ser formados por processo de rotagdo, porque possuem formato assimétrico ou nao
harmonico, e que, por isso, sdo classicados como outros, conforme comenta BrasilEscola (2008). E harmonia
e simetria sdo palavras de ordem quando o assunto é revolugao radial e axial. Em um sistema de revolugao
tudo fica preso ao eixo e cada parte do grafico faz uma varredura radial acarretando uma simetria total em
torno do mesmo.

A superficie da esfera é gerada por uma semicircunferéncia que, por sua vez, é uma curva plana gerada
por um ponto que gira em torno de um eixo ou de outro ponto percorrendo um angulo determinado. Na figura
3.2a e 3.2b o ponto B faz um giro de 180 graus ao redor do ponto A até o ponto B’ a distdncia constante

de um raio e descreve uma curva que representa uma conica ou o grafico de duas fungdes do tipo f(1/z) e
g(—+/z) limitadas no intervalo que se deseje.

Figura 3.2: Exemplo de Construgdo de Geratrizes

(a) Ponto geratriz (b) Gréfico do percurso do ponto B.
A A
II....
.....
%
.
L]
%
.
%
[ ]
]
L]
°
» A - A :
oB = 180° op = 180° .3
[
*
3
3
s
o
0
(J
o®
o
B B o**

Fonte: do autor

3.1.2 Superficie de Calotas polares

Podemos criar varias formas geométricas prontas usando o botao indicado na barra de ferramentas do
Geogebra, mas é conveniente que a construgao seja baseada em conceitos matematicos, que as linhas geratrizes
das superficies sejam graficos de fungbes ou parte destes para que o trabalho nao se limite ao desenho das
formas em si mas seja um aprofundamento na compreensao dos conteudos.

Entao vamos construir a superficie esférica em duas calotas separadas. Os graficos das funcoes raiz f(x)
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e g(x) comporao a geratriz da superficie esférica, construida no intervalo que vai de zero até dois.
flz) =4 —a? e g(x) = =4 — a2

Cada grafico dessas fungbes corresponde a um quarto de circunferéncia que serd a curva geratriz da superficie

de uma calota esférica, conforme as figuras 3.5a e 3.9a.
3.1.2.1 Superficie de Calota Superior

Figura 3.3: Sintaxe da Fungdo Geratriz f(x)

Entrada: Fungao(sqrt(4-x*2), 0, 2)

Fonte: do autor

Figura 3.4: Sintaxe da Calota Superior

Entrada: Sequéncia(Girar(f, i*a/n, EixoY),i,0,n) + J

Fonte: do autor

Figura 3.5: Geratriz e superficie de calota superior

(a) Fungdo geratriz f(z) = V4 — 22 (b) superficie calota superior

A
v y

¥

Fonte: do autor

A figura 3.6 mostra a janela de algebra contendo os protocolos de construgdo das estruturas na opcao
“Ordem de Dependéncia” que é um dos vérios modos de organizar na Janela de Algebra, que agrupa os
itens por “objetos Livres”, “Dependentes” e “Auxiliares”. A sintaxe da figura 3.4 processa as informagoes
provenientes da funcdo e os controles deslizantes para gerar a superficie da calota superior, que corresponde

ao objeto dependente [1 = Sequencia
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Figura 3.6: Ordem de Dependéncia dos Objetos

€2 Aglutinacio.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: do autor

Figura 3.7: Sintaxe da Funcdo Geratriz g(z)

N )

Entrada: Fungéo( - sqrt(4 - x*2),0,2) + @ |

Fonte: do autor

3.1.2.2 Superficie de Calota Inferior

Deve-se atentar para o sinal negativo (—) da fungdo raiz na figura 3.7; é ele que joga o grafico pra baixo

do eixo x - vide figura 3.9a.

Figura 3.8: Sintaxe da Calota Inferior

I Entrada: Sequéncia(Girar(g, i*a/n, EixoY), i, 0, n)

Fonte: do autor

Figura 3.9: Geratriz e superficie de calota inferior

2 (b) Superficie Calota Inferior

Jky Ily

(a) Funcdo geratriz g(z) = —vV4 —

Y=

Fonte: do autor
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E j4 que a drea da superficie de um esfera é dada por A, = 47r? vamos ter do nosso exemplo a 4rea da

calota sendo A, = 27r? = 87 u.a., enquanto que a superficie toda serd A, = 167 u. a.

3.1.3 Superficie da Esfera

Agora que ja temos prontas as geratrizes das calotas formadas pelas fungoes raiz - figuras 3.5a e 3.9a -
e as respectivas superficies das calotas vamos junta-las em um sé grafico para compor a superficie total da
esfera. A necessidade de construir dois graficos separados é para, além de trabalharmos melhor os conceitos
de fungoes como foi mencionado anteriormente, fazer as calotas de cores diferentes e obter maior destaque

visual das construcgoes.

Figura 3.10: Composicao de geratriz e superficie da Esfera

(a) Geratriz formada por duas fungdes
raiz (b) Superficie composta por duas calotas

'}

y y
X X
1 2

-2 -1 1]

Fonte: do autor

Figura 3.11: Tela de Protocolos de construcao
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Entrada:

Fonte: do autor

A tabela de protocolos contém a janela de algebra com os itens das construgoes em que foram feitas
quatro sintaxes: duas para as fungbes geratrizes e duas para as sequéncias que produziram as superficies, e
elas estdao acompanhando as figuras correspondentes apresentadas anteriormente; razao porque nao ha sintaxe

exclusiva para as figuras 3.10a e 3.10b.
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Podemos ainda, gerar uma superficie esférica com o grafico de uma s6 fungdo raiz no intervalo, por
exemplo, de —2 até 2. Nesse exemplo o grafico da funcéo raiz toca o eixo x nos pontos extremos do intervalo;
e o centro da calota vai coincidir com a origem do sistema.

Mas para esta etapa teremos um grafico diferente, que é uma curva construida por pontos para propor-
cionar um novo visual das figuras.

Figura 3.12: Sintaxe da Curva

| Entrada:‘ Sequéncia(Girar(C, i*a / n, EixoZ), i, 0, n)

Figura 3.13: Geratriz formada por pontos

(a) Ponto C gerador (b) Funcao geratriz f(z) = V4 — 22
“y ty
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Fonte: do autor

Olhando para o gréafico da figura 3.13b observa-se que o ponto C fez um percurso & uma distancia
constante de um raio de duas unidades de comprimento em torno da origem do sistema cartesiano, gerando
um arco de meia circunferéncia feita de bolinhas para ser a geratriz de uma superficie estilizada da esfera,
cuja sintaxe de construcdo esta na figura 3.12. O giro do ponto C pode ser dito, também, que estd em torno do
eixo Z, que na ilustragdo nao aparece por estar na posicao horizontal frontal - fato de estarmos trabalhando
em construcdes no Espaco Cartesiano R3.

Agora vamos tomar a sequéncia da curva da figura 3.13b denominada [2, que agora é a geratriz, e lanca-
la dentro de outra sequéncia - no argumento <Objeto> - que vai processar os dados langados no campo de

entrada para a formagao da superficie esférica, como mostra a figura 3.14.

Figura 3.14: Sintaxe da Superficie da Esfera

Entrada: Sequéncia(Girar(l12, i B / n, EixoX), i, 0, n) ¢

Como resultado do processamento das informacgoes contidas na sequéncia da figura 3.14 temos as super-
ficies da esfera e do hemisfério mostradas na figura 3.15a e 3.15b.
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A formacgao dessas duas figuras é feita com a mesma sintaxe - figura 3.14; a diferenca é que na superficie
da esfera o argumento <Angulo>, que é um controle deslizante representado pela letra grega /3, est4 ajustado

em 360 graus e, para o hemisfério vista lateral ajustou-se em 180 graus.

Figura 3.15: Formacéo superficie esférica

(a) Superficie da esfera (b) Hemisfério vista lateral

y

Fonte: do autor

3.1.4 Fuso Esférico

A seguir temos o fuso esférico montado com parte das duas calotas acima. O movimento da geratriz

para o fuso esférico foi um angulo de 30 graus.
Figura 3.16: Formacao superficie Fuso esférico
(a) Geratriz do Gréfico do Fuso (b) Superficie Fuso Esférico

[ [

Fonte: do autor

Passemos agora a parte de calculo da area da superficie do fuso esférico fazendo uma assimilacdo da

formula que d4 a medida da area ocupada pelo fuso. Vamos tomar como base de construcao a férmula que



3.1 Superficies de Revolugao 24

calcula a drea completa da superficie da esférica para fazer uma regra de trés, visto que se trata de grandezas
diretamente proporcionais. Dizendo que a “parte” estd para o “todo” na mesma propor¢ao, podemos dizer
que a area do fuso Ay estd para a area da superficie da esfera 4772, assim como o angulo de fuso « esta para
o angulo de 360° da esfera:

Af «

47r? 360

drria

360

. Substituindo na férmula « igual a 30° e r igual a 2 temos:

Isolando a 4rea do fuso Ay no primeiro membro da equacéo, temos: Ay =

7rr2a

; e, simplificando os valores,

temos a féormula da area do fuso: Ay =

2230 4
Af = 7790 s Ap = 3 Portanto a superficie do fuso corresponde a ?ﬂ- u.a.

3.1.5 Zona Esférica

A zona esférica é uma parte da superficie limitada por duas secc¢bes transversais ao eixo de rotacio,

dessa forma o eixo de rotagdo nao toca a superficie em nenhum ponto.

Figura 3.17: Formagao superficie Zona esférica

(a) Gréfico Geratriz da Zona Esférica (b) Zona Esférica
'y
2 2 ﬂ

Y

Fonte: do autor

Observando o grafico geratriz que é composto pelas fungoes raiz usadas na figura 3.10a nota-se que elas
estdo limitadas no mesmo intervalo. J& neste caso da zona esférica em que a geratriz nao toca o eixo de
rotagdo, essas fungdes estdo em intervalos diferentes, tendo valor de z inicial igual a 1,32 a f(z) e a g(x),
igual a 1,732. Para fazer a alteracdo é sé ir na janela de dlgebra do Geogebra e clicar duas vezes em cima
da funcdo e digitar o valor de z inicial e dar enter; o valor de = final deve permanecer o mesmo nas duas
fungbes. Agora, com a superficie da Zona Esférica pronta, é hora de calcular a drea da sua superficie mas,

antes, vamos fazer uma assimilacdo da formula que faz esse calculo.

3.1.5.1 Fé6rmula da Zona Esférica

Tomaremos a féormula da area completa para fazermos uma assimilagdo da féormula da zona esférica,
conforme a demonstragao de Junior (2013). Pela férmula que calcula a drea completa da superficie de qualquer

esfera (A, = 47 R?) vemos que seu tamanho depende apenas do respectivo raio elevado ao quadrado.
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Figura 3.18: Graficos demonstrativos de relagdes de medidas

(a) Projecdo sobre o eixo (b) Medida do didmetro da Esfera
4 1
2
[ 2
= R,
h H=2R
0 = 2 -
R
g -
i
, FR—Y

Fonte: do autor

Na construcao acima estaremos fazendo uma relacdo entre o didmetro da semicircunferéncia geratriz
da superficie esférica, de medida (H = 2R), e o segmento “agazinho” (h) que é a projecdo ortogonal do

grafico geratriz sobre o eixo de rotagdo, o que estd representado no grafico da figura 3.18a. Igualando as

h
~ . . . ~ z z 7 z
razoes proporcionais teremos a seguinte equagao: 11 Como a area da esfera é calculada pela férmula
€
z

A, = 47 R? e, agazdo H é igual a 2R, substitui-se os valores na equacio R ﬁ; e, agora, € so isolar o
simbolo da drea da zona esférica (A, ) no primeiro membro da equagio e passar todos os valores para o segundo

4t R?h
membro: A, = ———:e simplificando os valores determinamos a férmula que calcula a drea particionada da

superficie de uma esfera denominada Zona Esférica:
A, =27Rh

Apés essa demonstragdo vamos ao calculo da drea da zona esférica da figura 3.17b com as informagoes
tiradas dos gréficos da figura 3.18a e 3.18b com h=2,5 e R=2, lancando os valores na férmula 4, = 272.(2,5)
para obtermos a medida da zona esférica com area de 10.

Cabe, ainda, fazer um raciocinio que nos forneca como resultado uma certa “prova dos nove”, por
exemplo: se é verdade que o segmento h corresponde a superficie da zona esférica, entdao, o segmento agazao
(H=2R) corresponderd a superficie da esfera, como mostra a figura 3.18a e 3.18b. Nesta férmula da zona
esférica (A, = 2w Rh) assimilada no procedimento anterior, vemos que o segmento agazinho (h) sé poderd
existir se ele for minimamente maior que zero (0) e s6 poderd ter tamanho maximo igual ao segmento agazio
(H), que tem a mesma medida de 2R. E, a partir desses argumentos, podemos inferir que, se a parte estiver
para o todo na mesma proporg¢ao, entdo, poderemos calcular a superficie total da esfera com a férmula que
calcula uma se¢do apenas ou uma zona da esfera, vejamos: consideremos que o segmento agazinho (h) atingiu
o seu limite maximo e agora ele tem a mesma medida de agazdo, ou seja, h=H=2R; bem, substituindo-se o
valor de agazinho na férmula, teremos: A, = 27 Rh = 27 R.2R; e operacionalizando a equagio (A4, = 47 R?)
temos que, pelo valor representativo da superficie, a formula da zona esférica convergiu para a férmula da
esfera, ou ainda, que a area calculada como uma parte de um todo corresponde, na verdade, a area total do

objeto. Portanto, a constatacdo de que A, = A, = 47 R? cumpre o propésito da nossa “prova dos nove”.



3.1 Superficies de Revolugao 26

E, também, a titulo de curiosidade sobre a zona esférica, vale observar que, sendo o tamanho do segmento
que determina a extensao da superficie, ndo importara a posicao da superficie da zona em relagdo ao didmetro
da geratriz - se estiver centralizado ou uma das suas extremidades estd mais préxima de um dos polos do
que a outra - vide figura 3.19a e 3.19b. Diante disso podemos dizer que qualquer que seja a localizagdo da
zona esférica ela terd a mesma &rea se a projecdo agazinho (h) tiver o mesmo tamanho; vejamos a préxima

construgao:
Figura 3.19: Graficos demonstrativos

(a) Gréfico Geratriz das Zonas duplas (b) Zonas duplas
)

M

Fonte: do autor

Temos duas zonas na mesma esfera em regioes diferentes e que projetam sobre o eixo dois segmentos
de tamanho igual. Vamos lancar o valor de agazinho (h=1) na férmula sabendo que o raio da esfera vale 2:
A, =27Rh <= A, = 272.1 <= A, = 47n. Como o raio mede duas unidades ao somarmos as duas zonas
de uma unidade cada veremos que elas correspondem a uma calota inteira, que mede 8m; por conseguinte,
as duas calotas medem 167 e montam uma esfera completa cuja superficie, pela formula (A, = 47R?), tem
area de 167 u. a.

Portanto, pelas construcoes gréficas e pela prépria férmula da drea (A, = 2rRh), fica demonstrado que
duas superficies com formatos diferentes, como a zona e a calota esférica da figura em destaque, tém a mesma

area; curiosamente.

3.1.5.2 Dedugdo da Férmula de Superficie da Esfera a partir do Volume (Intuitivamente)

Vamos registrar neste trabalho uma assimilacdo para a férmula da esfera que é muito interessante pela
sua beleza intuitiva, que vai assimilar a féormula que calcula a area da superficie de uma esfera a partir
da férmula que calcula o seu volume (MELO, 2021). Na construgdo que vem a seguir teremos os graficos
que ilustram essa ideia, vejamos: (ja existem exemplos de sintaxes nas figuras 3.12 e 3.14 para as préximas
construgoes )

O gréfico da figura 3.20a representa uma se¢do diametral de duas esferas concéntricas onde se tem um
segmento errezdo (R) sendo o raio da se¢do externa, e o segmento dezinho (d) sendo a diferenca entre o raio
da secdo externa e o da interna. O procedimento inicial é efetuar o célculo do volume compreendido entre as
duas esferas do gabarito das figuras acima, ou seja, o volume que existe entre as superficies das duas esferas

concéntricas.
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Figura 3.20: Graficos Demonstrativos

(a) Secdo Central Esferas concéntricas (b) Visualizacdo Esférica
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Fonte: do autor

Na verdade, o que nos interessa, mesmo, nao é propriamente o volume em termos numéricos mas,
uma expressao algébrica que represente esse volume; entdao se pudermos retirar o volume da esfera interna
restard apenas o volume da diferenca entre elas, é o que queremos. Usando a férmula que calcula o volume
(Ve = §7rR3 ) vamos fazer a subtracao entre elas tomando as informagoes contidas nos graficos. Definindo V4
como o volume da esfera interna e V5 como o volume da externa e V'’ como o volume resultante da diferenca

4
podemos escrever a seguinte expressdo: V' = V5 — V;. Os valores correspondentes para V, é (V5 = §7TR3)

4
pois, o raio da esfera maior vale R, por isso, a férmula ndo muda ; para V; é (V4 = gT((R —d)?) e, trocando
na expressao os termos representativos pelos valores da férmula, temos:
4 4
V=R~ —n(R—d)?
resolvendo o cubo da diferenga no parénteses e ajustando ao denominador comum podemos simplificar os

valores assimétricos da expressao:

3_ap2 2 _ g3 3_ 3 27 2 3
V'Z%WR?’— 4w (R® — 3R dg+ 3Rd* — d?) ey 47 R° — 4nR +127T.§ d — 12w Rd* + 4nd

e fazendo as devidas simplificagao dos valores a expressao ficara com a seguinte forma:
V- 127 R?*d — 12 Rd? + 4Awd®

= 3 :
avancar no procedimento: V' = 47rR%d — 4nRd? + —7nd®. Essa expressdo representa a diferenca entre os

; e efetuada a divisdo, normalmente, do segundo termo da equacao para

dois volumes, entao, temos alcancado uma parte da meta que era formatar uma expressao que representasse
esse volume determinado pelo segmento dezinho (d) entre as segoes esféricas da figura 3.20a. Entretanto, o
objetivo é chegar a uma assimilagdo para a férmula da superficie da esfera; e, olhando para essa expressao
(V' = 47R%d — 47 Rd* + é7rd3 ) j& podemos vislumbrar esse valor ( 4mR2d) entre as parcelas do segundo
termo - s6 o dezinho que atrapalha, por enquanto. Vamos fazer um teste com essa expressao algébrica que,

pretensamente, calcula um volume interposto de duas esferas: se é verdade que ela pode calcular o volume
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determinado por um pedacinho do raio - dezinho (d) - entéo ela poderé calcular o volume determinado pelo
raio inteiro

Pois bem, vamos calcular o volume total da esfera considerando que dentro desta expressao ( V' =

4
4T R?d — Aw Rd? + §7Td3 ) a varidvel dezinho (d) atingird o seu tamanho méximo e terd o mesmo tamanho do
4
raio (d = R). Substituindo o novo valor de dezinho na férmula, teremos: ( V' = 4rR?R—4rRR? + §7TR3 =
4
V' = 47R® — 47 R3 + §7TR3 ); e simplificando as duas parcelas assimétricas na equagdo ficaremos com a

4
expressao que podemos chamar de “férmula do volume da esfera”: V' =V, = §7TR3.

Figura 3.21: Superficies Esferas concéntricas

Fonte: do autor

Agora faremos o processo inverso para ver onde esse raciocinio nos levard em nossa busca; ja fizemos
0 segmento crescer ao seu limite méaximo e chegamos ao volume total da esfera; desta feita iremos reduzi-lo
ao minimo, até que nao haja mais volume ou que o volume seja zero ou bem proximo de zero. Imagine-se a
situagdo em que a distancia d sera tao insignificante ao ponto de as superficies das duas esferas coincidirem no
mesmo espaco. E isso nao é impossivel pelo fato - conhecidamente na matematica - da superficie ndo possuir
espessura. Vamos fazer o seguinte raciocinio: o volume representado nesta expressio V' = 4rR?d — 4w Rd? +
é7rd3 foi produzido pela multiplicagao de dezinho (d) em todas as parcelas de valores da expressao; portanto,

para desfazer o resultado dessa multiplicagao aplicaremos a operacao inversa - a divisao - pelo mesmo fator

V' 4nR?*d  4AnRd®>  4wd? ! drd?
dezinho (d) em toda a expressao, vejamos: — = - + = — =47R?> —4nRd + ——;
@ P N d d d 3d d 3
vamos olhar para esta razdo | — | e entender o que aconteceu com ela; ela representa um valor numérico

d
que foi multiplicado por (d) mas, agora, estd sendo dividido por (d), conclusdo intuitiva: toda a espessura foi
retirada e sé restou algo que néo possui espessura, ou seja, a superficie da esfera. Entdo, devemos pensar em
/

termos de area, e admitir que a razao (d) de volume convergiu para drea de superficie (Ay) e, agora, formam

4 4md?
a igualdade i A,; portanto, podemos compor a expressio da seguinte forma: A, = 47 R? — 47w Rd + WT

Observa-se que o valor da area (4mR?) ji aparece livre da varidvel (d) no segundo termo; e, agora, s6
precisamos eliminar da expressao as outras duas parcelas que contém a varidvel (d) e, faremos isso aplicando
o conceito de limites fazendo (d) tender a zero; e, como essa estrutura algébrica é uma funcdo polinomial

de segundo grau e ndo ha nenhuma restrigdo para a varidvel (d) podemos calcular o limite pelo método da
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el e~ . 2 4rd? . 2 470> 2 o . ~
substituicao: Ulllrr(l) 47 R* — AnRd + 5 & élm 47t R* — 4w RO + 5 )= 47 R*; e o limite da expressao
—

—0
quando d tende a zero é (47 R?). Portanto, podemos escrever a expressdo, com o valor do limite obtido, como

uma assimilacao da féormula da area da superficie esférica, o que cumpre a nossa tarefa.

A, = 47 R?

3.1.6 Superficie do Segmento Esférico

E a parte da superficie da esfera limitada por duas seccoes transversais separadas entre si por um arco
de circunferéncia que gira 360 graus em torno do eixo de simetria, inclusive as respectivas segdes, como

demonstra Costa (2020); conforme as figuras 3.22a e 3.22b abaixo.

Figura 3.22: Geratrizes de Segmento esférico

(a) Geratriz do Segmento (b) Secdes Transversais

i
y y

Fonte: do autor

As duas secgbes transversais ao eixo de rotagdo sdo geradas por segmentos de retas que podem ser
funcdes constantes, dados os devidos intervalos para que os seus extremos coincidam com os extremos do
arco lateral, como mostra a figura 3.22a; formando esta composicao de dois segmentos paralelos e uma curva
que é a geratriz lateral da superficie do segmento esférico. Logo ao lado, a imagem da figura 3.22b mostra
as duas segoes ja produzidas entre o arco lateral, proporcionando uma visdo interna das estruturas graficas
que formam as superficies do segmento esférico; e como ja sabemos que a superficie lateral trata-se de uma
zona esférica e ja temos a formula que calcula a sua drea (A, = 2w Rh) e que, as segdes sdo dois circulos com
raios diferentes - que vamos chamar de circulo (a) e circulo (b) - cuja férmula é (A, = mr?), entdo, a drea do
segmento serd a soma das trés dreas, drea do segmento esférico (As.) = drea da zona (A,) + drea do circulo
a (Aeq) + drea do circulo b (Aw): Ase = Ay + Aca + Ay = Age = 2nRh + 7r2 + 7r}. Agora precisamos
fazer um ajuste nessa expressao a respeito da varidvel errezinho (r) que relaciona os dois circulos com raios
de tamanhos diferentes e ndo devem ser representados, logicamente, pela mesma varidvel (r); vamos, entao,
trocar a letra dessa varidvel e, aproveitando o denominativo que demos aos circulos, substituiremos errezinho
(r) por (a), na drea do circulo a, e por (b), na drea do circulo b; apds a troca das letras nesta expressio

(Ase = 2mrRh + mr? + 777‘2) <=> A, = 2rRh + ma® + 7b? poderemos por em evidencia o termo comum para
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compactar a férmula: Ag. = 7(2rh + a® + b?). Agora, vamos tirar os os valores do grafico da figura 3.23a e
lancé-los na férmula:
Age = T(2Rh + a® +b?)

onde R é o raio da circunferéncia, h é a distancia entre os dois segmentos de retas que interceptam o semicirculo
nos pontos E e F, a é o raio da sec¢do maior e b é o raio da secgdo menor. Do grafico temos que: R=2; h=2.5;
a= v/3; e b=1.323. Langados na férmula A,. = 7(2.2.(2,5) + (v/3)? + (1.323)?) <=> A,. = 7(10 + 3+ 1,75)
=> Az, = 14,757 mostram que a superficie do segmento esférico tem area de 14, 75w

Figura 3.23: Grafico e Superficie Lateral

(a) Graficos das Fungdes Geratrizes (b) Superficie Lateral do Segmento
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Fonte: do autor

E em seguida, temos a montagem das superficies do segmento: as duas se¢Oes circulares e a zona super-

ficial lateral completando, assim, o corpo do objeto.
Figura 3.24: Superficies Montadas do Segmento

(a) Segmento Aberto (b) Segmento Completo

Fonte: do autor

Falando, agora, sobre as construgoes das imagens, com relagdo a letra (a), que aparece na sintaxe das
segoes a e b entre parénteses nas figuras 3.26 e 3.27, trata-se da varidvel nativa do Geogebra usada no comando
- Pontos Underline - que é colocada no primeiro argumento da sequéncia ao lado de um valor que, juntos,

estéo representando um par ordenado (z,y), com y constante.
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Figura 3.25: Sintaxe da semicircunferéncia

I Entrada: Sequéncia(Girar(D, i B / n, Eixo2), i, 0, n) +

Figura 3.26: Sintaxe do Segmento Secdo a

I Entrada: Pontos_1=Sequéncia( (a,1), a, 0, sqrt(3), 0.12) =+

Figura 3.27: Sintaxe do Segmento Secao b

I Entrada: Pontos_2=Sequéncia( (a,-1.5), a, 0, 1.323, 0.12) =+

As construgoes graficas da figura 3.23a, no Geogebra, comegam com a cria¢io de uma semicircunferéncia
sobre o eixo de rotagdo, eixo y; em seguida, duas retas (y) paralelas (com valores: y = 1 e y = —1.5) entre
si e ortogonais ao eixo y, como suporte para os segmentos das segdes da tampa do segmento, e marca-se
as intersecgbes com o arco; apds isso oculta-se as retas e também o semicirculo (obs: oculta-se qualquer
construcao desmarcando seu protocolo na janela de &dlgebra); agora, para termos um arco produzido de
bolinhas vamos fazer uma sequéncia de movimento giratério (figura 3.25), e outras duas, de movimento linear
(figuras 3.26 e 3.27), para criar os segmentos; observando-se nas sintaxes dos segmentos que o movimento
comeca em x igual a zero, partindo do eixo y, e vai até aos pontos de interseccao E e F'; atentando no detalhe

que é o “valor” do ponto que vai na sintaxe e ndo a letra, conforme mostra a figura da sintaxe 3.27.

Figura 3.28: Graficos de Montagem

(a) Gréfico Suporte (b) Gréfico Geratriz
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Fonte: do autor
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3.1.7 Superficie do cone

As duas linhas poligonais sao os graficos das fungoes f(z) e g(z). A funcdo f(x) é geratriz da lateral do
cone, e a g(x) da base, que ligadas ao eixo correspondem a um tridngulo retdngulo que vai gerar a superficie
completa de um cone reto. Em resumo a superficie do cone é gerada por um tridngulo que gira em torno de

um de seus catetos.
Figura 3.29: Geratriz de cone e superficie Aberta

(a) Geratriz do cone (b) Visual Interior
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Fonte: do autor

Figura 3.30: Comandos Criadores dos Segmentos

(a) Sintaxe do segmento lateral (b) Sintaxe do Segmento da Base

I Entrada: Pontos_1=Sequéncia((a,-3/2a +3), a, 0, 2,0.06) : | Entrada: Pontos_2=Sequéncia((a,0), a, 0, 2,0.09) +

Figura 3.31: Comandos Criadores das Superficies do Cone

(a) Sintaxe da Superficie Lateral (b) Sintaxe da Superficie da Base

a

I Entrada: Sequéncia( Girar(Pontos_1, i a / b, EixoY), i, 0, b) v I Entrada: Sequéncia( Girar(Pontos_2, i a / b, EixoY), i, 0, b)

As sintaxes da construcdo das estruturas do cone sdo as duas sequéncias de movimentos lineares para
formar os graficos das geratrizes e outras duas, de movimentos circulares, para fazer os graficos girarem em
torno do eixo de simetria. Ressaltamos que os segmentos geratrizes produzidos nos comandos do aplicativo
sao fungbes de primeiro grau; o segmento da base do cone é uma fungao constante y = 0, e a geratriz lateral
é uma fungao y = —%x + 3, ambas contidas no intervalo fechado que vai de zero 0 a 2. Observe-se que o
coeficiente da fungdo aparece no primeiro argumento da sintaxe da figura 3.30a na posicao da coordenada
y, 1o mesmo parénteses com a varidvel (a), apdés a virgula. E os valores decimais que aparecem no ultimo
argumento das sintaxes da figura 3.30a e 3.30b apds a ultima virgula, s@o os incrementos necessarios para o

preenchimento de bolinhas do segmento.
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3.1.8 Tronco de Cone

Aproveitando o material da figura anterior vamos cortar a ponta do cone e construir uma se¢do superior
e deixar sé o tronco, para fazermos a medicao da area da superficie do tronco do cone, que é um tipo de corpo

geométrico bem explorado em contetidos matematicos, na assimilagdo dos conceitos de medidas de areas e

de volumes.
Figura 3.32: Geratriz e Tronco de Cone
(a) Geratriz (b) Superficie do Tronco
3 3
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Fonte: do autor

Figura 3.33: Comandos de Segmentos do Tronco de Cone

(a) Sintaxe Seg. Base Superior (b) Sintaxe Seg. Lateral

I Entrada: Pontos_4=Sequéncia((a, 1.5), a, 0, 1, 0.08) * I Entrada: Pontos_3=Sequéncia((a, -3/2a+3),a,1, 2, 0.06) +

Figura 3.34: Comandos de Superficies do Tronco de Cone

(a) Sintaxe Sup. Base Superior (b) Sintaxe Superficie Lateral

Entrada: Sequéncia(Girar(Pontos_4, i a/b, EixoY), i, 0, b’ +| | Entrada: Sequéncia(Girar(Pontos_3, i a/b, EixoY), i, 0, b) *

Agora vamos proceder ao célculo das superficies desses dois corpos simétricos - o cone e o tronco de
cone. Obter a area total do cone significa somar a drea da base circular com a drea lateral do objeto, o que
em termos simbolicos teremos: A, = A, + A;. Para isso, vamos fazer uma relagdo entre drea de circulos
e comprimento de circunferéncias, pelo fato de que a lateral do cone aberta é um setor circular, portanto,
faremos uma regra de trés para assimilarmos a férmula da area lateral, como demonstra Itallo (2018). Entdo,
olhando para a figura 3.35 temos o circulo da base e um setor circular que é a lateral aberta do cone, e vamos
chamar de g ao raio do setor e de r ao raio do circulo da base do cone; e fazendo a correspondéncia podemos
dizer que a éarea lateral (A;) do cone estd para a drea do circulo de raio igual a geratriz (A4,), assim como

comprimento do setor circular, que define a area lateral do cone, estd para o comprimento da circunferéncia
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A

) . . 1 G . o N
de raio g. Portanto, podemos montar a seguinte equagao: 1 = C—’; e em seguida, substituiremos na equacao
g g
) . . ) : A 2rr -
as formulas ja conhecidas para circulos e circunferéncias; — = 9ma © isolamos A; no primeiro termo e
g g
. . 2rr ng
simplificamos os valores para termos: A; = % <~ A; =7rg.
g

Figura 3.35: Grafico de Demonstragao

Fonte: do autor

Retomando a equagéo da drea total do cone ( A, = Ap+A; ) vamos substituir os simbolos pelas férmulas,
pois, ja temos as mesmas (A, = 7r? +7rg) e lancar os valores de (r) - que é a media do segmento geratriz da
base - e de (g), a medida da geratriz lateral: A, = 722 + 72.(3,6) = A, = 47 + 77,2 <= A, = 47 + 77, 2;
e, entdo, a superficie total do cone tem area de 11,27 u. a.

Para o cédlculo da édrea do tronco do cone usaremos uma férmula parecida (DOLCE; POMPEO, 2013a, p.
275) a do cone mas, com outra férmula para a lateral e, devemos acrescentar uma parcela para a drea da
segunda base, pois, o tronco de cone tem duas bases; Ay = Ag + Ap + Aj = Ao = TRZ+ 7102 + 1g(R+7).
Em se tratando do tronco do cone anterior ji temos a medida do raio errezao (R=2) da base maior, o da
base menor errezinho (r=1), e a medida da geratriz (¢ = 1,8); substituindo na férmula, teremos: A;. =
TRZ 4+ 2 + mg(R+7) &= Ape = 722 + 7112+ 7(1,8)(2+ 1) = Ao = 47+ 7+ 5,47 => tc = 10,4 7; e,

entao, a superficie total do tronco de cone tem area de 10,4 7 u. a.

3.1.9 Superficie do Cilindro

Essa figura geométrica espacial, que pode ter suas dimensoes calculadas até de forma simples, foi utilizada
pelo grande matemaético e gedmetra Arquimedes para calcular as dimensoes mais complexas de outros corpos,
quando ele elaborou métodos simples, porém, bem sofisticados, para obter area e volume da esfera tendo como
ponto de partida o cilindro, como explica Lino (2021).

Em nosso exemplo (figura 3.36b), a geratriz da superficie do cilindro sdo 3 poligonos, como graficos de
duas fungdes constantes: y = 0 e y = 4, contidas no intervalo fechado que vai de 0 até 2 e, um segmento de reta
paralelo ao eixo y a distdncia de duas unidades e medindo 4 unidades de comprimento, fazendo intersecgao
com os dois segmentos das duas fungoes constantes .

A superficie do cilindro nao estd fechada com o fim de se visualizar o interior do mesmo. A &drea da
superficie total do cilindro é dada pela soma das areas das duas bases circulares com a area lateral; as duas

bases tém a mesma medida e cada uma se obtém pela férmula A, = 7r?; a lateral planificada é uma figura
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retangular cuja area se obtém com a mesma férmula do retdngulo, que é o produto do comprimento pela
altura do cilindro; e o comprimento da lateral corresponde ao da circunferéncia da base. Entao, os elementos
componentes da férmula da drea lateral sdo a circunferéncia da base (27r) e a altura (h): A; = 27rh u.a.
E somando as férmulas das duas bases e juntando com a da lateral, fica assim: A, = 2772 4 27rh. E como
temos as medidas colocaremos na férmula A, = 2712 + 2nrh <= A, = 2722 4+ 272 - 4; e o resultado nos da

que a area da superficie do cilindro mede 24w
Figura 3.36: Geratriz e Superficies do cilindro

(a) Geratriz do cilindro (b) Superficie do cilindro
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Fonte: do autor

Figura 3.37: Comandos geradores Bases do cilindro

(a) Sintaxe da Base Superior (b) Sintaxe da Base Inferior

I Entrada:‘Sequéncia(Circqu(((l,(l), 0.1 %, EixoX), i,1,20) *

I Entrada:‘Sequéncia(Circqu((4,0), 0.1 *i, EixoX), i, 1, 20) *

Figura 3.38: Comandos geradores de Superficie do Cilindro

(a) Sintaxe da geratriz lateral (b) Sintaxe da Superficie Lateral

I Entrada:‘PontosJ =Sequéncia((a, 2), a, 0, 4, 0.12) + I Entrada:|Sequéncia(Girar(Pontos_1, iy/k, EixoX),i, 0, k) +
— —

3.1.9.1 Curiosidade

Vamos matar uma curiosidade entre o cilindro e a esfera com relacdo as dimensoes das suas superficies
(DOLCE; POMPEO, 2013a), através de um confronto com as férmulas de célculo das respectivas areas.
Temos a férmula da area do cilindro: [A. = 27rh + (277?)]; para a esfera ndo vamos usar a sua férmula
convencional da area (A. = 47r?); em substituicio vamos usar a férmula da 4rea do segmento esférico:
[Ase = 2mrh + (ma® + wb?)] por questdo de conveniéncia, dado o aspecto semelhante dos objetos - Ambos
possuem duas segoes circulares - e as equagoes das férmulas também se assemelham. Mas essa formula pode
dar a area total da esfera? Para suprir essa objecdo deveremos destacar as trés varidveis da férmula: h , a
e b; a variavel h é livre, ela subsiste sem as outras duas. E se nesta equagdo [A,. = 27rh + (ma? + 7b?)] as
variaveis a e b forem zero, entdo as duas se¢bes do segmento nao existem e a férmula perde a parcela das
segdes, ficando assim: [A;. = 27wrh]. Nessa situagdo a varidvel h chegou ao tamanho do didmetro e vale agora
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(h = 2r); e trocando o h por 2r na férmula, temos: [Ase = 277.2r] => [Az. = 47mr?]; e assim, a féormula
do segmento esférico convergiu para o formato convencional da férmula da area da esfera; eis porque foi
gerada, intuitivamente, uma superficie de segmento esférico sem se¢do - o que devemos convir que se trata
da superficie plena da esfera. Portanto, suprida a objecao, vamos ao confronto das equagoes das formulas.
Observando nestas duas equagoes, [As. = 2nrh + (ma® + 762)] e [A. = 27rh + (277?)], vemos que as
parcelas entre paréntesis correspondem as secOes circulares nos dois objetos e, que podemos retird-las das
equagoes, permanecendo, em cada equacdo, a mesma parcela 27rh que mede a area de superficie lateral com
formatos diferentes: a lateral do cilindro e a do segmento esférico; mas, o que seria a lateral de um segmento
esférico sem as segoes circulares? Apenas a zona esférica, cuja formula é composta pela parcela 27rh; e isso
nos leva a uma férmula unificada para as duas figuras. A area da zona esférica é iguaa & area lateral do
cilindro que é igual a 27rh < A,. = A. = 27xrh (LINO, 2021). Dessa forma, podemos imaginar que dado
um cilindro de papel, ou tecido, cuja altura tenha valor do didmetro de uma esfera, e a base do cilindro
também tem didmetro igual ao da esfera'; sua area embrulha a esfera! Construimos uma visualizacio para

ilustrar essa ideia:
Figura 3.39: Comandos geradores de Segmento e Curvas

(a) Sintaxe Seg. Lateral do Cilindro (b) Sintaxe Arco da Esfera

Entrada: Pontos_1=Sequéncia((a, 2), a, -2, 2, 0.12) * I Entrada:‘Sequéncia(Girar(C, ia/n, EixoZ),i,0,n) *

Figura 3.40: Comandos geradores das Superficies

(a) Sintaxe Superficie do Cilindro (b) Sintaxe Superficie Esfera

| Entrada:|Sequéncia(Girar(Pontos_1, iy/k, EixoX),i, 0, k) * I Entrada:|Sequéncia(Girar(I2, iB/n, EixoX),i,0,n) *

Figura 3.41: Superficies Correspondentes de Corpos Diferentes

(a) Superficie Lateral do Cilindro (b) Esfera Inscrita no Cilindro

Fonte: do autor

1Esse cilindro tem nome de cilindro reto equilatero.
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3.2 Solidos de Revolugao

Sélidos geométricos sdo os objetos tridimensionais definidos no espago. O conjunto de todos os sélidos
geométricos costuma ser dividido em trés grandes grupos: poliedros, corpos redondos e outros.

Poliedros séo sdlidos geométricos limitados por faces que, por sua vez, sdo poligonos. Assim, qualquer
sOlido geométrico cuja superficie seja formada somente por poligonos é um poliedro e, portanto, eles estao
fora deste estudo por que nao podem ser gerados por movimento rotativo.

Os solidos geométricos que nao se enquadram nas duas categorias anteriores sdo o que chamamos de
“outros”. Geralmente sdo solidos que possuem uma “face” redonda e outras, poligonais (BRASILESCOLA,
2008).

Os corpos redondos sdo aqueles solidos nos quais as curvas simétricas sdo predominantes no seu formato
e, se colocados sobre uma superficie plana levemente inclinada, rolam. Sdo exemplos de corpos redondos:
cones, cilindros e esferas.

Esses corpos espaciais sao gerados por objetos bidimensionais que, portanto, possuem area, e que giram
em torno de um eixo de simetria percorrendo um angulo maior que zero. Isso nos permite dizer que os s6lidos
geométricos sdo produto do movimento. Este movimento particular recebe o nome de revolucao e os solidos
por ele gerados sdo chamados corpos ou sélidos de revolugao - o assunto em pauta.

Vamos construir a visualizacao de alguns desses sélidos, enfatizando que a nossa ferramenta de trabalhos

graficos é o nosso grande Geogebra.

3.2.1 Esfera

Entao vamos comecar pela esfera, que é uma figura geométrica elementar, de corpo circular, e que
possui uma geometria propria. Os seus elementos bésicos sdo: centro, superficie, raio e volume, e a férmula
que calcula seu volume depende apenas do raio: V, = §7TT3

Vamos calcular o volume da esfera produzida na figura 3.42b; a partir dos dados colhidos do eixo de
simetria da geratriz da esfera, que esta na figura 3.42a, que nos da a medida de duas unidades de comprimento
para o raio da esfera, o que é tudo o que precisamos para o calculo do volume da mesma; e lancando o valor

2
na férmula, temos: V, = §7r23 =V, = §7r87 portanto, o volume da esfera é: ?W u. v.

Figura 3.42: Geratriz da esfera e a prépria, a partir de sua geratriz
(a) Semicirculo Geratriz (b) Esfera

»
»* s

Fonte: do autor
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As construgoes das imagens estao em estilo arrojado para ressaltar a beleza dos objetos; e as superficies

estdo em alto relevo mas, sabemos que as superficies ndo possuem espessura.

Figura 3.43: Comandos geradores do Semicirculo

(a) Sintaxe Semicirculo Geratriz (b) Sintaxe do Semicirculo

ar

I Entrada: Sequéncia(Girar((2, 0), i * w /n, (0, 0)), i, 0, n) s I Entrada: Poligono(L_1)

Figura 3.44: Comandos geradores da Esfera
(a) Sintaxe (a) (b) Sintaxe (b)

I Entrada: Sequéncia(Girar(l1, i  n, EixoX), i, 0, n) + I Entrada: Sequéncia(Girar(pol, i B / b, EixoX), i, 0, b) *

3.2.2 Cunha esférica

Figura 3.45: Geratriz e Cunha Esférica

(a) Semicirculo Geratriz (b) Cunha Esférica

jui

e

Fonte: do autor

Os comandos das construgdes desses graficos estdo nas sintaxes da figura 3.42a e 3.42b, com a diferenga
de dngulos; a cunha esférica s6 faz 30 graus de giro, que é ajustado no controle deslizante de angulo.

Em se tratando da cunha esférica podemos comparar o seu formato como o de um gume de laranja,
ou um fatia de melancia, pois, sdo partes de objetos redondos, assemelhados a esfera. O volume da cunha
esférica é calculado levando-se em conta o 4ngulo do movimento da geratriz e o raio, podendo esse dngulo ser
denotado por «; entdo, tendo as medidas da cunha esférica, mostradas no grafico da figura, podemos fazer a

equagao da proporgao:

= s _ 7300 _ 24
e obter V., = 270r <—V = 5702 = 277r u. v.

3.2.3 Volume da Calota Esférica

As partes cortadas de uma esfera, de forma fatiada paralelamente, sdo definidas como segmentos esféricos,
podendo ter duas se¢des planas ou apenas uma, como é o caso da calota; e quando o assunto é segmento

esférico a palavra de ordem é volume, ou seja, o quanto de espago o objeto ocupa no ambiente.
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A calota, objeto deste exemplo, é um hemisfério, portanto, a altura (h) tem o mesmo comprimento

do raio (r) que é de duas unidades de comprimento - informacao necessaria e suficiente para obtermos o

1 1
seu voluma; entdo, vamos lancar esses valores na férmula: V, = gwh2(3r —h)=>V,= 5%22(3.2 —-2) =>

1 16 16
V.= §7T4(4) = V.= 371'; e, temos que o volume dessa calota esférica é Ew.

Figura 3.46: Geratriz e Calota Esférica

(a) Semicirculo Geratriz (b) Calota Esférica

Fonte: do autor

Figura 3.47: Comandos geradores das imagens

(a) Sintaxe Arco de Pontos (b) Sintaxe da Calota

I Entrada: Sequéncia(Girar((2, 0), i * w /n, (0, 0)), i, 0, n) 4 I Entrada: Sequéncia(Girar(pol1, i B / b, EixoX), i, 0, b) +

Figura 3.48: Sintaxe do Semicirculo

I Entrada: Poligono(L_1) s

A ordem das construgoes referentes a calota esférica comega na sequéncia que gera o arco de pontos -
sintaxe da figura 3.47a - que gera uma lista de pontos denominada (L;); em seguida, vem o poligono, que é
gerado langando-se o nome da lista (L) dentro do argumento do comando Poligonos - sintaxe da figura 3.48;
e, depois, vem a sequéncia da criacao do sélido da calota da figura 3.47b, que é feita com o poligono gerado
e denominado poll, do modo que estd na sintaxe mostrada no figura 3.47b. Todos esses comandos devem ser

digitados dentro da caixa de entrada do aplicativo.

3.2.3.1 Assimilagdo da Formula do Volume da Calota Esférica

Vamos enunciar a demonstracao da férmula para o volume da calota esférica pelo método utilizado para
a da esfera, por meio de integrais Kilhian (2010). Para isso precisaremos formatar a fungio f(z) proveniente
da equacdo da esfera, que se estrutura com a equagao da circunferéncia, neste exemplo, com centro na origem
dos eixos: y = v/r2 — 2. Agora vamos determinar o limite da integral pela simulacdo nos graficos da figura
seguinte, que vai de 7 — h até r. Nesta simulacao da figura 3.49 estamos admitindo uma calota esférica de
altura h formada por infinitos cilindros de alturas infinitesimais dx e raios y, em que y é variavel de altura

para as pequenas partigoes.
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E, se estamos considerando as se¢ées como cilindricas, entdo, vamos utilizar a férmula do volume do

cilindro:

Acilind = Abh <=> Acilind = 7Ty2'h

Figura 3.49: Grafico Demonstrativo

. Iy

T r-h

- - - —o

Fonte: do autor
Temos que ajustar a fungdo para procedermos com a integracao substituindo o h pelo dz:
Aciting = Ty*.d
cilind = TY .4T

A soma destes infinitos cilindros de alturas infinitesimais forma a calota esférica, nos limites (r — h e 1), da

V= / my? dx
r—h

Colocando a constante m para a frente da integral:

V:ﬂ/ y? dx
r—h

E agora lancamos a fungao de y na integral: y = v/r2 — x2.

T 2
V= 7r/ ( r2 — x2> dx
r—h

seguinte integral que fornece o seu volume:

resolvendo a algebra:

Agora vamos integrar em relagdo a x:
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Vamos aplicar os limites da integracao:

v :W[<r27“— i) ~ (r%«_ B (7“—3h)3)]

Operacionalizamos a algebra da expressao:

VZW[(T?)—TB) — (rg—rzh_ r3_37”2h+37“h2—h3>:|
3 3

[(37“3 —r3> 3 <3r3 —3r%h — 13 4+ 3r2h — 3rh? +h3>}
3 3

V =

3

V= 7;(37"3 - r3) — <3r3 —3r%h — r® + 3r%h — 3rh? + h3>

V= 5 (305 3 3 i s - )

( 1
V= g<3rh2 - h3> <=>V= gwiﬁ (3r — h)

Portanto, estd demonstrada e referendada a férmula da calota esférica.
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Quadraturas

4.1 Conceitos do Termo

A sua terminologia é o ato ou efeito de quadrar; reduzir uma figura geométrica a um quadrado. O termo
se aplica a varias areas do conhecimento e da arte, como: na matematica, na astronomia e na musica. E aqui
trataremos da sua aplicagdo em geometria plana, no que tange a quadratura de poligonos e, também, a do
circulo; que é um processo que busca transformar a area de figuras, de variados formatos, em um quadrado
de mesma drea (PORTO, 2023).

”Esse processo de transformar uma regido poligonal em um quadrado equivalente é co-
nhecido como “quadratura de uma regido poligonal”. Foi dai que surgiu a expressdo “fazer
a quadratura do circulo”, dos trés problemas classicos dos gregos, o mais fascinante”|...].
(DIAS, 2014)

Em meio a pesquisa para o desenvolvimento deste trabalho nos deparamos com os trés problemas classicos
da geometria grega: a Duplicacdao do Cubo, a Trisseccio do Angulo e a Quadratura do Circulo (PERPETUA,
2011). Um dilema para os gregos, que consideravam como algo impossivel de ser feito com apenas compasso e
régua nao graduada. Existem muitos tralhos que enunciam solugbes estimadas para a quadratura do circulo,
incluindo grandes vultos da matemética como Descartes (CRIPPA, 2010). Entao surgiu o desafio de tentarmos
elaborar algo nesse sentido, também.

Para esta tarefa nos langcamos ao trabalho para desenvolver uma construgao grafica que pudesse nos for-
necer uma precisao, ainda que modesta, em face de outras que ja existem, para a retificacdo da circunferéncia;
visto que, diante de ntimeros gigantescos ja auferidos por super computadores que chegaram a 62,8 trilhdes de
casas decimais para o nimero 7 (ONODY, 2021), os métodos geométricos sdo bem singelos. Alguns dos mé-
todos ja existentes, encontrados em nossa busca, conseguiram chegar até seis casas decimais de aproximagao
- 0 processo de Specht, o de Terquem ou de Kochansky, o de Arquimedes, e etc (VVIKIPEDIA7 2017). Entao,
inspirados nessas grandes ideais desenvolvemos uma construcdao geométrica para retificar a circunferéncia,
baseada nos critérios Euclidianos, isto é, usando apenas compasso e régua nao graduada - mas isso, “dentro
do ambiente” do aplicativo Geogebra.

Mas, primeiramente, vamos fazer algumas quadraduras de poligonos, o que é mais trivial, para vermos

se ocorre algum procedimento padrao durante o processo.

4.2 Poligonos - Definicoes Basicas

Uma regiao do plano formada pela unido de segmentos de retas nao colineares que nao se cruzam e,

que sejam fechadas entre si - é a definicdo geométrica para “Poligono”. Além disso, o poligono também é
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constituido por todos os pontos no interior dessas linhas, ou seja, a area contida por elas. Diante desta
definicdo podemos constatar que um circulo ou disco, por exemplo, ndo pode ser definido como um poligono.
Dentre todos os poligonos convexos os que tenham as seguintes caracteristicas serdo denominados Poligonos
Convexos Regulares (NUNES, 2023):

« todos os seus lados sdo congruentes (tém a mesma medida);

 todos os seus dngulos internos sdo congruentes (tém a mesma amplitude);

¢ A amplitude de cada dngulo externo, pode ser calculada dividindo 360° pelo niimero de lados;

e Se o numero de lados for impar, entdo nenhuma das suas diagonais passa pelo centro do poligono;

¢ Se o nimero de lados for par, entdo o nimero de diagonais que passam pelo centro do poligono é igual

a metade do nimero de lados.

”Um poligono é irregular quando seus lados ndo sdo todos iguais e seus dngulos internos
nao tem a mesma medida. Na geometria plana existem diferentes tipos de poligonos
irregulares. Para muitos deles, h4 uma férmula matemética para se calcular sua éarea,
outros requerem um método diferente”. (SILVA, 2015).

Inicialmente, enunciaremos as quadraturas de algumas figuras planas irregulares, mas, predominantemente,

o tratamento serda com poligonos regulares.

4.3 Média Geométrica

Vamos utilizar uma ja conhecida construgao grafica que calcula a raiz geométrica entre segmentos de
retas. A média geométrica de dois nimeros positivos é a representagao geométrica da raiz quadrada aritmética
desses ntimeros; é o segmento de medida igual a raiz quadrada do produto desses dois segmentos (COUTO,
2017). E por esse processo podemos obter os segmentos que precisamos para a quadratura de todas as figuras

planas regulares.

Figura 4.1: Gréfico da Raiz Geométrica

Fonte: do autor

Vamos evocar as relacoes métricas do tridngulo retangulo, figura 4.2, para justificar a medida do segmento
h no gréfico da raiz geométrica - figura 4.1.

Fazendo a relagio dos segmentos m, n e h temos a quarta relacio da tabela, que vale (h? = m x n), o
que pode ser reescrito, como: h = \/m X n, isto é, o segmento h é a raiz geométrica do produto m x n. E,
também, pela propriedade, todo tridngulo retdngulo inscrito na circunferéncia a sua hipotenusa corresponde

ao didmetro e todos os seus vértices estdo sobre ela, como demonstra Ferretto (2019).
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Figura 4.2: Construgoes Demonstrativas

(a) Gréfico das Relagdes Métricas (b) Tabelas Numérica

Fonte: do autor

E como mostra a figura 4.3 o arco de circunferéncia inscreve o tridngulo retdngulo e o intersecta no
angulo reto (0 = 90) e nos extremos do didmetro, isso cumpre a propriedade e, portanto, justifica o segmento

h como “média geométrica” dos segmentos m e n; o que, também, valida o gréfico.

Figura 4.3: Tridngulo Inscrito no Semicirculo

m n

Fonte: do autor

4.4 Procedimentos de Construcoes das Quadraturas no Geogebra

Na Janela de Visualizacao do Geogebra fazemos um ponto A e um outro B sobre o eixo horizontal e,
com o mouse na barra de ferramentas, acionamos “Poligono Regular” e com cliques nos dois pontos abre-se
automaticamente uma janela para digitar o nimero de vértices do poligono desejado, e digitamos 3 - neste

exemplo trabalharemos com um tridngulo.

Figura 4.4: Construgdo dos Objetos Base

C

poll

Fonte: do autor

E com o poligono pronto, traca-se uma reta perpendicular & base AB a partir do ponto C , e clica-se

na interseccdo criando o ponto G; oculta-se a reta e traga-se nesses pontos o segmento h que determina a
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altura do poligono. Digitamos na caixa de entrada o comando: Segmento( <Ponto>, <Comprimento> ) e, no
argumento “Ponto” entra o ponto B, e no argumento “Comprimento”, entra a letra h do item que representa a
altura do poligono, e usamos sé a metade do mesmo (Ex: h/2), porque o segmento deve ter metade da altura,
e tecla Enter - e estd pronto o primeiro segmento. E, agora, repete-se o procedimento para fazer o outro
segmento do mesmo comprimento da base do poligono. Feito isso, acionando a ferramenta “Semicirculo”,
clica-se nos pontos B e E, para formar o arco da raiz geométrica.

Em seguida traga-se uma reta perpendicular ao didmetro no ponto de encontro dos dois segmentos -
acionando-se “Reta Perpendicular” na barra de ferramentas - e cria-se, com o mouse, o ponto de intersecc¢do da
reta com o arco, e oculta-se a reta; e nesses dois pontos, o de intersecgao D e o ponto F traga-se o segmento
FD, que é o segmento gerado para a quadratura do objeto. Agora é sé acionar a ferramenta “Poligonos
Regulares” e colocar quatro para os vértices e serd gerado um quadrado com area de mesma medida do

pligono original, conforme figura 4.5

Figura 4.5: Construcdo da Quadratura

C

pol1

A G B D E
T hi2

Fonte: do autor

Esses sao, portanto, os procedimentos basicos das quadraturas, outros pormenores serao acrescentados

ao comando das figuras pertinentes.
4.5 Quadratura de um triangulo

Figura 4.6: Construgdes Demonstrativas 4

(a) Triangulo das Relagdes Métricas (b) Raiz Geométrica

Fonte: do autor

Ja que num tridngulo retangulo temos que a altura h é média geométrica das projecdes dos catetos
sobre a hipotenusa (h = y/m - n), podemos encontrar, geometricamente, a drea de um tridngulo retdngulo
qualquer sendo conhecidas a altura e a medida da hipotenusa. Consideremos a figura 4.6a. Colando em uma
reta as medidas h/2 e a, e depois, encontrando o ponto-médio desse segmento, podemos construir a semi-

circunferéncia cujo didmetro é h/2 4+ a. E partindo da extremidade interna de h/2 a perpendicular, até ela
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tocar na semicircunferéncia, determinando a altura r de um tridngulo retangulo. Dai teremos, pela relagao
métrica discutida aqui, que 72 = a - % Isto é, o quadrado do comprimento r é a area do tridngulo original!
Dessa forma podemos expandir esse raciocinio a fim de, para qualquer tridngulo, obter sua area! Consi-
deremos o tridngulo da figura 4.6a, sendo conhecidas as medidas da altura h e da base a. Para encontrarmos
geometricamente a area desse tridangulo, basta-nos tomar a metade dessa altura e juntar a medida da base a
num segmento, e seguir a constru¢do como feita no paragrafo anterior. A medida r dessa construgao sera o

tamanho do lado do quadrado, cuja area ¢é a do tridngulo considerado!

4.6 Quadratura do Losango

O losango é um quadrildtero (poligono de quatro lados) convexo cuja medida de seus lados sdo iguais.

Além disso, possui os dngulos opostos iguais.

Figura 4.7: Losango

ql = 16

Fonte: do autor

Figura 4.8: Ilustracdo da Quadratura do Losango

(a) Formato Losango 1 (b) Formato Losango 2
U U
polt _ poll
al =16 =102.35718"
ql = 16
poll \ 16 qt poll\= 16
q1 o= 126:8699°
D=8 d=

D=8 d=4 Y T v T
¥ =53,1301° 6 =53.1301° y = 42.0782 6 = 62.68339"

=152.94123°

Fonte: do autor

Construimos, nas imagens da figura 4.8a e 4.8b dois poligonos: um losango, dentro do rigor das suas
definic¢bes, e o outro, um poligono quadrilatero, de formato “parecido” com o losango, para um experimento:
ver se os dois objetos poderiam ter suas quadraturas feitas pelo mesmo método. Para isso, asseguramos para
os dois objetos as mesmas medidas das diagonais - que sdo elas as varidveis da equacdo da férmula que calcula

a area do losango. Na construcao dessas figuras existe um encadeamento, com o grafico da raiz geométrica,
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para garantir que qualquer alteragao nas dimensoes do poligono a quadratura seja corrigida simultaneamente.
E o que verificamos é que o movimento da diagonal menor, na direcdo vertical ou na horizontal, deforma o
losango, porém, a medida da drea continua a mesma; o quadrado (poll=16) se mantém intacto, imével, do
mesmo tamanho. E esse experimento mostra, em relagao aos quadrilateros desses formatos, que o fator que
determina o tamanho das suas dreas ndo é o formato mas, a medida das suas diagonais.

Construgao:

Do losango tomamos a diagonal maior com 8 unidades de comprimento e a metade da diagonal menor com
4 unidades (4/2), dois segmentos para compor o didmetro da semicircunferéncia: um de tamanho 8 e o outro
de tamanho 2. O segmento UV é gerado no grafico, partindo do ponto V, perpendicular ao didmetro até
tocar no arco - esse segmento é a raiz geométrica procurada, que resulta do produto dos dois segmentos do
didmetro - é o lado do quadrado da quadratura.

Confirmagio algébrica: Area do losango: A; = (D x d)/2 = (8 x 2) = 16.

Area do quadrado: A, = > = 4% = 16.

4.7 Quadratura do Retangulo

Esse caso é simples! Tomamos um dos lados como base, e concatenamos ele com o segmento de com-
primento da altura do retdngulo. Do ponto-médio desse segmento construimos a semicircunferéncia com
diametro tal segmento. A partir da extremidade da base tragamos a perpendicular, que delimitard a altura
na interseccao com a semi-circunferéncia. Novamente, tal medida compreenderd o lado do quadrado cuja area

sera a do retangulo.

Figura 4.9: Retangulo

W L
\4 Z B E
ql = 25
pol
c © D

Fonte: do autor

Construgao:

Na construgao ilustrada na figura 4.9 temos duas medidas do retdngulo cuja area é gl, ou seja, a base
e a altura, compdem o didmetro da semicircunferéncia; sendo o segmento ZL = ZB. E o segmento ZC,
perpendicular ao didmetro no ponto Z, é a raiz geométrica do produto VZ x ZB. Pela férmula da &rea
temos, que %2 =VZ x ZB.
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4.8 Quadratura do Pentagono

Nas quadraturas anteriores, trabalhamos com a medida da base da figura e a média da sua altura - para
tridngulos e losangos, e com a base e altura inteira da figura - para os retdngulos. Agora, a partir do poligono
pentidgono, as medidas das figuras implicadas no processo serdo: o apétema tomado a paritr do centro de
gravidade do poligono (centro da circunferéncia que circunscreve o poligono) até o ponto médio de um lado; e
o semi-perimetro da figura. Ou seja, em qualquer poligono regular vale A = a-§ (DOLCE; POMPEO, 2013b).
O ponto Médio ou o centro de gravidade pode ser obtido acionando a ferramenta Ponto Médio, ou com o
comando “CentroDeGravidade(<Poligono>)”, no Campo de Entrada do aplicativo, entrando com o nome da
figura no argumento do comando. A construcao geométrica baseia-se entdo na determinacao de um tridngulo
retangulo cuja altura é media geométrica de a e £. Isso é conseguido colocando-se essas medidas concatenadas,
tirado o ponto-médio do segmento total e tragada a semicircunferéncia; e em seguida tragando-se a altura na

extremidade do segmento representando o apétema.

Figura 4.10: Ilustracdo da quadratura do pentdgono

D &
Area de pol1 = 6.882
e Area de pol2 = 6.882
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1.376
G B H K
1
AB=2 BH=1.376 Hi=5

Fonte: do autor

Como queremos formatar dois segmentos, para como eles compor o didmetro da circunferéncia, tomamos
a metade da medida do perimetro do pentdgono (p/2) mais a medida do apétema (a). O pentdgono reine
em sua volta cinco segmentos de medida 2, que sdo as cinco bases dos tridngulos isésceles que compdem o
pentdgono; e o fato de se somar as cinco bases e dividir por dois e multiplicar pelo ap6tema (altura) para
calcular a drea, na pratica, é o mesmo raciocinio utilizado na férmula do tridngulo, com a diferenca de se usar
a base toda e metade da altura, o que ¢é indiferente. Entao, vamos calcular a area do pentdgono e, também,
a area do quadrado pra vermos se houve a conversao:
Pentagono: A = (10 x 1,376)/2 = 6,88
Quadrado: A = (2,623)? = 6,88

Temos a quadratura confirmada pelos resultados.

4.9 Quadratura do Hexagono

Este belo poligono - o hexdgono - possui uma simetria interessante, é composto por 6 triangulos equiléate-
ros com angulos e lados iguais e todos os seus vértices estao equidistantes. Dentro da categoria dos poligonos

86 existem dois, formados por tridngulo equildtero: o hexagono e o préprio tridngulo equilatero.

302/3 /3

5 = 30 - 5 E ja que o hexagono é

formado por 6 tridngulos equilateros, entdo a tltima expressdo pode ser interpretada como sendo do produto

Sabemos que a férmula da drea do hexdgono é dada por A =
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do semiperimetro do hexdgono, pela medida da altura do tridngulo equildtero responsavel pelo hexagono
(ou simplesmente apdétema do hexdgono). Dessa forma a quadratura é obtida tomando-se essas medidas num
segmento que definira o didmetro da semicircunferéncia da determinagao para a média geométrica trabalhada

em todos 0s nossos casos anteiores.

Figura 4.11: Ilustragdo da quadratura do Hexagono
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PQ=2 Qz=1732 ZA=6
Fonte: do autor

Por exemplo, consideremos um hexagono de comprimento de lado £ = 2. Logo A = (3 x [2 x \/3)/ 2.
Consequentemente temos que o segmento Q7 estd representando o valor numérico v/3; e o segmento ZA
é a metade do perimetro do hexdgono e estd representando o valor numérico 6, e a média geométrica é o
segmento BZ = 3, 224. Portanto, o segmento BZ é o lado do quadrado pol4 de area igual a do hexagono

pol3.

4.10 Quadratura do Heptagono

O heptédgono é um poligono regular formado internamente por sete tridngulos isésceles.
Nesta construgdo usamos o apétema do tridngulo e metade do perimetro da figura pol8 para formar o
didmetro do gréfico, e obtivemos o comprimento do segmento SQ como a raiz geométrica - lado da figura

quadrada pol9 de area igual.

Figura 4.12: Ilustragdo da quadratura do heptagono

Area de pol8 = 14.536

Area de pol9 = 14.536

pol8.

sQ=3813 pols

MN =2 PQ=2077 QR=7

Fonte: do autor

Agora ja podemos observar a repeticao do mesmo procedimento nas quadraturas dos poligonos regulares
compostas por tridngulos: a conversdo das suas medidas bésicas em um produto de duas parcelas (apdtema x
p/2), formando os dois segmentos para o didmetro. E a raiz geométrica desses dois segmentos serd, portanto,

a medida do lado do quadrado procurado.
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Figura 4.13: Ilustracdo da Convergéncia dos Poligonos

ee e ee o
3 4 5 6 7 20 = Icosdagono

Fonte: do autor

A figura 4.13 é a elaboracdo de uma sequéncia de poligonos regulares com o destaque para os triangulos
que compdem as mesmas e, estdo realcados em azul. A titulo de informacéo: todos eles tém origem no centro
de massa do poligono. Olhando para as figuras € facil observar que, a partir do primeiro poligono, os tridngulos
azuis vao mudando as suas dimensoes, por exemplo: o vértice oposto a base vai se distanciando, ao passo
que a base vai diminuindo em relacdo aos lados. Com relagdo as medidas dos lados é facil ver, também,
que predomina o tridngulo do tipo isésceles - que tem dois lados congruentes. E podemos constatar, ja de
forma empirica que, a medida que entram mais tridngulos na composicao os lados se aproximam um do outro
e, relativamente, a base diminui; e, seguindo esse fluxo de formacao, os lados do tridngulo vao ficando tao
préximos que a base tende a ficar quase insignificante, no entanto, ela nunca desaparecera. Podemos afirmar
isso baseados no primeiro item de definicdo de poligonos, dentre os cinco que estdo apresentados no inicio
deste t6pico (4.2), que diz: Todos os seus lados sdo congruentes (tém a mesma medida). Ou seja, esses lados
sao as bases dos tridngulos componentes do poligono. E os outros itens ainda dizem que os poligonos tém
angulos internos e externos; nos que tém niimero de lados impar nenhuma das suas diagonais passa pelo centro
do poligono; Se o ntmero de lados for par, entdo o niimero de diagonais que passam pelo centro do poligono
é igual a metade do nimero de lados. Portanto, ainda que um poligono se aproxime, em extremo, do formato
do circulo, essas definicbes garantem que os poligonos regulares manterdao, sempre, as suas caracteristicas

fundamentais. E que exclui, terminantemente, o circulo ou disco, da classificagdo de poligono.

4.11 Quadratura do Circulo

Agora vamos proceder a quadratura mais importante mediante o método de Euclides, obedecendo rigo-
rosamente aos critérios estabelecidos para o processo de quadratura que permite usar, apenas, compasso e
régua nao graduada. Pra isso contamos com a capacidade do nosso aplicativo Geogebra.

Segundo Arquimedes

Proposicao 1: “A area de qualquer circulo é igual a um tridngulo retangulo no qual um
dos lados ao redor do dngulo reto é igual ao raio, e o outro [lado é igual] & circunferéncia
do circulo”. (ASSIS, 2019)

Mas, a nossa missao aqui € construir, da area de um circulo, um quadrado e ndo um tridngulo; entretanto,
essa importante afirmacdo serd a nossa premissa.

Nas quadraturas ja desenvolvidas neste trabalho observamos que nos poligonos retangulares (quadrado
e retdngulo) as dimensoes usadas na férmula de cdlculo das dreas sdo as medidas de dois lados adjacentes;
todavia, se nos quadrildteros - convexos - forem consideradas as dimensdes diagonais, entao, a formula sera

a mesma, usada para tridngulos - tomando-se uma diagonal por base e a outra por altura e dividindo por
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dois (como fizemos na se¢ao 4.6 e ilustrada da figura 4.8a). E nos demais poligonos regulares, a partir do
pentdgono, as dimensoes usadas sdo o apotema e o semi-perimetro.

Para o processamento da area do circulo vamos partir da premissa de Arquimedes e tratar a drea do

circulo no formato triangular, e usar o mesmo critério da férmula: A; = % A base do circulo é o seu
perimetro, portanto, (27r) e a altura, é o raio: A; = 2”2# <= A, = mr?. Mas, atentemos para o detalhe

que precisamos separar o 2 no produto, desta forma: A; = r - 7r. Podemos, aqui, mudar a nomenclatura da
férmula e chamar de drea do circulo: A, = r - 7r. Entdo, um dos segmentos é o raio (r) e o outro é a metade
da circunferéncia (7r). Bem, o raio j4 vem no formato adequado mas, a semicircunferéncia nao é tao simples
de formatar, fazer uma curva virar um segmento de reta; para isso precisaremos proceder com um processo

de retificagdo do arco.

4.11.1 Retificacao da Circunferéncia

A figura 4.14 a seguir mostra uma construgao grafica que elaboramos para fazer a retificacdo do arco de
circunferéncia. Este grafico foi construido dentro do ambiente do aplicativo Geogebra obedecendo as regras
do método de Euclides, de sorte que, ele pode ser reproduzido, manualmente, com compasso e régua nao

graduada.

Figura 4.14: Retificacdo da circunferéncia

Fonte: do autor

Sendo conhecida a semicircunferéncia de centro em A e arco G, B e C, com raio r, tragamos o ponto
D dividindo o arco BC pela metade. A partir de D tracamos a circunferéncia de mesmo raio r, que ao tocar
a semireta GA determina um ponto E. Ao se tomar um raio 7’ sendo da circunferéncia de centro em E que
passa pelo ponto B, marcamos o ponto F. Vamos provar que o comprimento AF é uma aproximacio do
comprimento da semicircunferéncia dada.

Inicialmente notemos que AE é hipotenusa do tridngulo retdngulo ADE j4 que E foi obtido a partir
de D dividindo o arco BC' pela metade, caracterizando CAD = 45°, ¢ DE = AD = r. Consequentemente,
AE =1rV/2.

Agora deveremos determinar qual o valor de ' = EF = BE. Vamos tomar como recurso a geometria
analitica! Consideremos que A(0,0), B(0,7), E(z.,0) e D(z4,y4). J& que E foi obtido pela circunferéncia
centrada em D com raio r, entdo satisfaz & equacdo (r—x4)?+(y—yq)? = r?. Mas, como D pertence & bissetriz
dos quadrantes impares, teremos que x4 = Y4, que nos permite dizer entdo que (z. — z4)? + 2% = r?, ou que
Te = \/m +xq= \/E +x4 = 2x4'; obtida a pentltima igualdade pelo uso da equacio da circunferéncia
z? 4+ y2 =72 que caracteriza a circunferéncia centrada em A, raio r e que contém D. Consequentemente a

distancia de E a B serd BE = \/xg +7r2 = \/4x3 + 72, Mas, novamente por z2 + y2 = r2, com x4 = yq

L Assumindo que D estd no primeiro quadrante,\/gg = |ya| = ya
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substituidos nela, chegamos a :c?l = é Logo EF = BE = /3. Portanto
AF=AE+EF =r (\/§+\/§) ~ 1 - 3,14626437

Se 7 = 1 apresentamos entao uma aproximacao do 7 com duas casa decimais, mas existem muitas outras
aproximacoes. Uma com 4 casas decimais e outra com 6 estdo descritas em Kumayama (1992). Reparemos
no entanto que a aproximacao obtida aqui é por excesso, e consequentemente o cdlculo da quadratura por

essa medida retratard uma area do circulo superior que a area real.

4.11.2 Quadratura do Circulo

Agora, ja de posse do arco retilineo vamos inserir os segmentos nessa importante ferramenta, em destaque

na producido de quadraturas neste TCC e que é um poderoso algoritmo geométrico.

Figura 4.15: Quadratura do circulo com o comprimento retificado da semicircunferéncia

a

Fonte: do autor

Recordando que a quadratura remonta a férmula da média geométrica h = /m - n, teremos na figura
4.15 o segmento m = r = AG, o raio do circulo, e n = mr = AF o semiperimetro do circulo. Portanto, o
quadrado de lado (AH) retrata a quadratura da drea do circulo com a precisdo de duas casas decimais.



Teoremas de Pappus-Guldin

Sao teoremas que calculam &dreas de superficies e volumes de sélidos de revolugdo com método nao
convencional. Teorema este que precisa da determinacao do centréide ou centro de gravidade do objeto para

efetuar o célculo da 4rea e do volume.

Esses teoremas teriam sido descobertos por Pappus de Alexandria que viveu em torno do
ano 300 D.C, os quais foram retomados pelo matematico suico Paul Guldin (1577-1642),
por volta de 1600, por isso o nome de Teorema de Pappus-Guldin (TREVISAN, 2017).

5.1 Centrodide

O Centroide é o centro de gravidade ou ponto de inércia de um objeto com densidade uniforme. Para
um objeto unidimensional uniforme de comprimento L o centréide é o ponto médio do segmento de linha.
Para um tridngulo o centréide é o ponto de intersec¢do de suas trés medianas - o baricentro. O centréide
de uma figura geométrica é o seu centro da simetria. Para qualquer outro objeto de forma irregular de duas
dimensoes o centrdide é o ponto em que um suporte simples pode equilibrar esse objeto na horizontal. Em
geral o centrdide de um objeto bidimensional ou tridimensional pode ser obtido por integrais duplas ou triplas
(ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).

5.2 Demonstracao Geométrica dos Teoremas

5.2.1 Teorema da Area

E o primeiro teorema; que determina que a drea de uma superficie de revolugdo é obtida pelo produto
do comprimento da curva geratriz pela distdncia do caminho percorrido pelo centréide dessa mesma curva

ao longo do angulo que gera a superficie, Ou seja:

A=0zxL (5.1)
sendo:
f: angulo do movimento em torno do eixo de rotagio;

z: distancia do centrdide ao eixo de rotacao;

L: extensao longitudinal da curva geratriz da superficie.
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5.2.2 Geratrizes Retilineas

Dado um segmento AB podemos constitui-lo geratriz para uma variedade de superficies, dependendo da
sua posicdo em relacio ao eixo de rotacio. Vamos fazer alguns exemplos usando o mesmo segmento AB = 2
em posicoes diferentes com o eixo central, mas obrigatoriamente no mesmo x. Vamos também fazer uma
troca de nomenclatura dentro da férmula do Teorema, do T por 7, pelo fato de termos colocado nos graficos
uma circunferéncia como caminho do giro do centréide, e o seu raio ja determina, portanto, a distancia ao
eixo. Trocaremos também o (L) de longitude pelo (C) de comprimento, pois ambos os termos representam o
tamanho da linha ou da curva geratriz. E vamos substituir o &ngulo 8 por 27, posto que os giros dos centrédides

serdo completos. E, finalmente, a férmula ficard com a seguinte nomenclatura: A = 0zL <= A = 2xrC.

Exemplo 1 (Com o segmento sendo paralelo a um eixo). Area da superficie gerada: modo convencional:
A =2nrh =27 x1x2=4n. Pelo teorema: A =27rC =2r x1x2=A=4dr

Figura 5.1: Ilustracdo da Construgdo do cilindro.

(a) Gréfico da Geratriz Lateral) (b) Superficie Lateral Gerada)
y Y
) B
'
1
A
C X
//_—T € - 4-2—\! I ’
2 T—l 2 S
A
1 B

Fonte: do autor

Exemplo 2 (Com segmento inclinado em relacio a um eixo.). Area da superficie gerada:
modo convencional: A=7-g(r+ R)=7-2(05+15)=A=4mx;
Pelo teorema: A =2m1rC = 21 x 1 x 2= A =4 7. Atente-se que AB ainda é 2!

Figura 5.2: Ilustracdo de geratriz de Tronco de Cone

(a) Geratriz da Lateral ) (b) Superficie Lateral do Tronco)

14

/T

zs Q
14

Fonte: do autor
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Exemplo 3 (Com segmento ortogonal a um eixo). Area da superficie gerada:
modo convencional: A=1-1?>=71-22=71-4= A=47.
Pelo teorema: A =2mrC = 2r x 1 x2=A=4r

Figura 5.3: Ilustragdo da Construgdo do Circulo

(a) Geratriz ) (b) Circulo Gerado)

Fonte: do autor

Observando o comportamento do segmento geratriz nos trés exemplos nota-se um detalhe interessante:
a posicdo do segmento AB mudou, o formato da figura mudou, mas, a idrea ndo mudou. As construgoes
das préximas imagens nos mostrarao os fatores que realmente determinam e mantém a mesma area nas

superficies.

5.2.2.1 Planificacao da area

Vamos elaborar a planificacao da superficie para vermos o que acontece no processo; saberemos, intuiti-
vamente apenas, porque o comprimento da area corresponde a extensao do caminho percorrido pelo centroéide;

e saberemos também, porque as variaveis implicadas é que determinam o tamanho da &rea.

Figura 5.4: Planificacdo

2m X

Fonte: do autor

Temos entdo na figura 5.4, a planificagdo da superficie lateral do cilindro mostrado no exemplo 1 (figura
5.1b). E um retangulo que tem a sua largura do mesmo tamanho do segmento AB = 2; e tem o comprimento
da circunferéncia de raio 1 percorrida pelo centréide, ou seja, 2w. E a drea dos retangulos tem uma férmula

simples: o produto da base pela altura; e a superficie planificada mede: A =27 -2 = A = 4x.
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Nos trés exemplos observamos que a posi¢ao da geratriz nao alterou o tamanho da area da figura. Na
construgdo seguinte temos a ilustracdo do que acontece com a superficie. A imagem da figura 5.5 é formada
por pequenos retadngulos unidos por uma corda preta esticada que passa pelos centroides dos segmentos,

dando forma a um retangulo.

Figura 5.5: Formagao retangular

Fonte: do autor

Agora vamos unir as pontas da corda no formato circular com toda a superficie no mesmo plano. E na
imagem da figura 5.6a a corda agora é uma curva fechada circunférica que converge a superficie para uma
coroa circular. Mas vemos que a superficie ndao é continua, que ha pequenas brechas partindo do centréide
para as bordas externas. No entanto, devemos ver também que existe uma aglutinacao de superficies a partir

do centréide para a borda interna da figura, o que podemos presumir, vai compensar 0s eSpagos vazios.
Figura 5.6: Demonstragdo da Funciao do Centréide

(a) Circulo Formado por Retangulos (b) Detalhe da Area Sobreposta

Fonte: do autor

Na figura 5.6b detalhe podemos ver que a superficie que esta sobreposta pode corresponder a que falta.
Posto que temos o ponto M como o centréide da superficie, entao, ele também é o ponto médio dos segmentos
(AE e CD) e, também ele denota dois angulos opostos pelo vértice, o que garante que os tridngulos (AMC
e MDE) sdo congruentes e, portanto, correspondem as dreas de mesma medida. Concluimos, entdo, que
o caminho do centréide é o ponto de equilibrio da quantidade de massa do objeto; que independente da
trajetéria ser retilinea ou uma curva, havera sempre a mesma quantidade de superficie de um lado e de outro,

dela; que o centrdide tem funcéo importantissima quando o assunto é medida de superficie.

5.2.3 Geratrizes Curvilineas

Seguindo o mesmo procedimento anterior vamos utilizar linhas curvas como geratrizes das superficies.
Vamos usar uma curva fechada como geratriz de uma superficie, a circunferéncia cujo centroéide é facilmente

encontrado que é o seu centro.
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Figura 5.7: Geratriz do Touro de revolugdo

Fonte: do autor

A circunferéncia t de raio 1 estd no plano XY e vai rotacionar em torno do eixo Y no sentido anti-horério
e, o seu centréide C' vai percorrer um angulo de 250 graus pela circunferéncia v de centro (0,0,0) e de raio
1, que estd em posicao transversal ao plano XY | gerando uma superficie aberta, portanto parcial, do toréide

de revolugao.

Figura 5.8: Secdo da Superficie do toréide de revolugao

Fonte: do autor

Esta imagem sanfonada da figura 5.9 é a superficie parcial do tordide de revolugdo vista de cima, na
qual podemos ver que hd uma concentragdo ou superposi¢cao de superficies a partir da circunferéncia para o

interior, o que acarreta sobras na mesma quantidade que falta da metade até a borda externa.

Figura 5.9: Secdo do tordide de revolugiao — Vista de Cima

Fonte: do autor
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A construcdo da figura 5.10 mostra dois objetos geométricos gerados por circunferéncias de mesmo
comprimento mas, com movimentos diferentes: na parte cinza o centréide, que é o centro da circunferéncia
geratriz, faz o movimento sobre o seu eixo de simetria - que é outra circunferéncia, portanto, esse movimento
é circular; ja na parte alaranjada a circunferéncia percorre um eixo retilineo, centrado no seu interior.

Entao, se a geratriz fizer um movimento com o mesmo comprimento, sobre seus eixos de simetria, nao
importa a direcado do movimento, ela produzird superficies com a mesma medida em outros formatos. No
grafico desta figura estdo a superficie parcial de um toro de revolugéo e, a da lateral de um cilindro, objetos
diferentes. E o que é muito interessante, é que o calculo da area dessas superficies de formatos diferentes é

feito por uma férmula tnica - o Teorema da area.

Figura 5.10: Superficies conjugadas

Fonte: do autor

As préximas construgoes mostram outros exemplos interessantes, agora, de contrastes de objetos. Uma
mesma geratriz gera uma superficie insana, pelo simples fato de estar posicionada diferentemente em relagao
ao eixo de rotacdo. No grafico da figura 5.11a temos a geratriz da superficie da esfera, que é um arco de
circunferéncia que toca o eixo de rotagdo com seus dois extremos; e a circunferéncia centrada na origem dos

eixos e passando pelo ponto E - este ponto é o centréide do arco geratriz.

Figura 5.11: Formacdo da Superficie da Esfera

(a) Geratriz da Superficie (b) Superficie Normal Esfera

A

.|||III||| ll"
it |
'|I'|'\|m|‘ l|“ I —
I
I
i

Fonte: do autor

O célculo da 4rea dessa figura é bem simplério, 47r2; pelo grafico temos que o raio é de uma unidade,
entdo, a conta fica facil: &rea = 47w . Mas, a proxima imagem tem uma superficie um pouco fora da curva,
ou fora do eixo, digamos assim. Nesta imagem da figura 5.12a temos o mesmo grafico da figura anterior, o

mesmo caminho do centréide, que é a circunferéncia central em alaranjado e, o mesmo centréide no ponto E,
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e, também, um arco de circunferéncia com a mesma longitude do arco da imagem anterior, contudo, ele esta
invertido, de costas para o eixo. Aqui o trabalho de calcular a drea dessa superficie do modo convencional
parece ficar mais complicada. E agora que entra em cena o Teorema da rea de Pappus-Guldin (CARDOSO,
2020), que requer o conhecimento de algumas informagoes bésicas sobre o objeto, como: o centréide da
geratriz, a que distancia ele estd do eixo e, o comprimento da curva. No caso de uma semicircunferéncia (néo
confundir com semicirculo) o centréide é obtido por 2?7", sendo 7 o raio da semicircunferéncia, localizado sobre

o raio ortogonal ao didmetro, vide ponto E figura 5.11a.
Figura 5.12: Superficie Reversa da Esfera

(a) Arco invertido ao Eixo) (b) Superficie Reversa

A

Fonte: do autor

E, entéo, esta bela superficie da figura 5.12b ja sabemos que tem &rea igual a da esfera mostrada na
figura 5.11b, pelo fato de que o movimento do grafico em torno do seu centréide ndo afeta o tamanho da
superficie, muito embora deforme por completo o formato do objeto. Mas, vamos utilizar o Teorema da &area
e mostrar a precisao desse algoritmo: A = 27xC. Vamos usar os valores de x e de ', que sao as varidveis
da equagdo. O z é o raio da circunferéncia centrada no eixo passando no centréide - o ponto E. O seu valor
numérico com quatro casas decimais é 27{ = 0,6366, e o valor de C' é 7, que é o comprimento do arco de
circunferéncia de raio 1; e, colocados na férmula A = 27(0,636)(7) temos a medida da superficie reversa da
esfera com area de 47 u. a.

Mas podemos melhorar a organizacao dos valores na férmula para termos um resultado bem compacto;

retirando o valor numérico e colocando o valor simbdlico correspondente ( = % = 0,6366...), teremos:
2. 2r.m 2r.2.1.m
A = ——— e colocando o valor 1 para o raio, fica: A = —— =>A =4n
™ ™

5.3 Teorema do Volume

O segundo teorema define que o volume de um sélido de revolugdo é igual ao produto da area da
superficie geratriz pelo comprimento do caminho percorrido pelo centroide dessa mesma superficie ao longo
do angulo que gera o volume (CARDOSO, 2020).

Sendo () o 4ngulo de revolugdo, (Z) a distancia do centréide ao eixo de simetria e (A) a drea da superficie

geratriz, temos a seguinte nomenclatura para a formula do volume:

V =0zA
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5.3.1 Volume do Segmento Esférico

O segmento esférico é uma parte intermediaria da esfera em que foram cortadas as duas calotas polares
transversais ao didmetro considerado, ficando uma parte do corpo da esfera limitada por duas se¢oes planas
e paralelas entre si; isto porque, no caso de um segmento esférico gerado em processo de revolucao, a lateral
sempre serd uma zona esférica de mesma largura em torno do didmetro, acarretando a formacao de secgoes

sempre paralelas e jamais, inclinadas. A proxima construgdao mostrarda uma ilustracido desses detalhes.

Figura 5.13: Graficos Demonstrativos Segmentos Esféricos

(a) Gréficos das Secdes (b) Segmento Seccionados

Fonte: do autor
Vamos apresentar a construgdo por revolucdo de um segmento esférico, e o célculo do seu volume por
dois métodos diferentes.

Figura 5.14: Construgdo de Segmento Esférico

(a) Geratrizes (b) Segmento Esférico
[

-

Area
1

eg Circular = 0,5706

BA =1.1679
B Jh A JK

JK=10,4142

Fonte: do autor

Figura 5.15: Comandos geradores dos Graficos

(a) Sintaxe sequéncia do Arco (b) Sintaxe do Setor Circular

Entrada: Sequéncia(Girar{(-1,1),1a/n, (0, 0)),i,0,n) + Entrada: p0|igon0(|_ 1) s

Consideremos o sélido da figura 5.14b cuja camada externa em verde tem sua sintaxe na figura 5.16a.
Internamente temos o cilindro cuja férmula do volume é V, = 712 - h, ou seja, o produto da 4rea da base pela
altura do cilindro; lancando as medidas que estdo no grafico, temos: V, = 712 - 2 =V, = 2.
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Figura 5.16: Comandos geradores dos Volumes

(a) Sintaxe Volume do Segmento Circular (b) Sintaxe Volume do Cilindro

I Entrada: Sequéncia(Girar(pol1, i y / n, EixoY), i,0,n) * I Entrada: Sequéncia(Girar(q1, i B/n, EixoY), i, 0, n)

Agora vamos calcular o volume da camada verde gerada pelo segmento circular, que tem a mesma altura do
cilindro mas, desta vez, vamos utilizar a férmula de Pappus Guldin para volume (Vyey = §24) (CARDOSO,
2020); onde 6 é o dngulo do movimento, (z) ¢é a distdncia do centréide da geratriz ao eixo de rotacao, e (A) é
a area da geratriz, que é o segmento circular. Os valores para T e A estdo expostos no grafico da geratriz na
figura 5.14a e sdo: (z = BA = 1,1679) e a area do segmento circular é (A = 0,5706'). Fazendo o langamento
dos valores na féormula, temos: Viey = 27TA <= Veq = 2m(1,1679)(0,5706) = V; = 1,3337; e o volume
total do segmento esférico serd a soma dos dois volumes: 27 + 1,3337 = 3,3337. Vamos calcular o volume
total da esfera para uma tira-teima: baseado no quadrado de lado um (1) da metade do retangulo do cilindro,
a diagonal mede /2 e corresponde ao raio da esfera, e colocando na férmula V, = —7r3, temos: V, = éwﬂS
=> V. = 3,77m. Subtraindo da esfera o volume do segmento ( V = 3.777r—3.3337) vai restar ( V = 0.437) que

corresponde as duas calotas polares. Agora vamos calcular o valor das calotas usando a férmula do volume de
mh(3a? 4+ h?) 70.4142[3.1 + (0.4142)?)] 70.4142(3 4 0.1715)

calotas: V,q = — 6 <=> V.u = 5 <=>Vou = G =>
1.31

Vew = Tﬂ- Nao esquecendo que esse valor é de uma calota apenas, devemos multiplicar por dois, ainda:
2(1.31

%w:l7¥3:>vzomm

Portanto, teima tirada.

5.3.1.1 Ponderagoes

Diante da exibigdo desses exemplos de construcéo de figuras de varias formas ja podemos compreender
0 mecanismo que encadeia as estruturas dos corpos geométricos; podemos ver, também, um importante
conceito da Fisica aplicado na ideia do equilibrio do movimento dos corpos, ou seja, todo o peso do objeto
converge para um unico ponto - o centréide. E essa constatagao explica o raciocinio dos autores dos teoremas
na composicdo da férmula, pois, adotaram o centréide da figura como uma variavel “coringa” que dispensa
informagoes complicadas, como: direcdo de movimento, inclinacdo da curva em relagdao ao eixo de rotacao -
e dependendo tipo de curva, aplicar parametrizacao, e etc. Portanto, temos comprovado a praticidade deste
importante algoritmo no tratamento sobre sélidos e superficies de revolucdo em variados formatos e, de forma

mais facil, a obten¢do das suas medidas, através do bem elaborado Teorema de Pappus-Guldin.

1Valor retornado pelo préprio Geogebra.



Consideracoes Finais

Vamos fazer, neste topico, uma abordagem sintética dos contetidos tratados, que parte de uma perspec-
tiva que procura indicar uma didatica mais efetiva na aplicacao do ensino, através de ferramentas tecnologicas
que sao de facil acesso e, até mesmo, sem custos econdmicos. Toda essa abordagem teve o seu direcionamento
para uma area da matematica que fascinou, e ainda o faz, a muitos estudiosos, incluidos aqui, leigos e aca-
démicos em todos os tempos - estamos falando da Geometria, que em tempos primordiais o seu campo de
atuagdo era, literalmente, o campo, as medidas da terra - como a etmologia do seu nome expressa (signifi-
cados (2023)). A utilizacao dos conceitos da geometria e a sua aplicabilidade tem destaque nos trabalhos de
profissionais de varias areas de atividades, que vai da construcao civil até a producao artistica. Portanto, eis
porque a grande importéncia de se proporcionar um aprendizado muito bem elaborado destes contetidos que
tém um campo muito vasto de aplicagao.

Inicialmente, as construgoes comegaram com a producao de imagens das telas da area de trabalho do
Geogebra, com figuras contidas nelas, para fazer - como abertura dos trabalhos - a apresentagdo do software
que iria protagonizar nas criagoes geométricas. Em seguida, entra a primeira se¢cdo da geragdo, propriamente
dita, dos objetos geométricos com enfoque no desenvolvimento dos conteudos; figuras que sao os objetos da
aplicacao dos conceitos da matéria em estudo; as estruturas de formacao das bases necessarias para a geracao
dos diferentes formatos dos corpos geométricos, bem como, os recortes da caixa de entrada de comandos do
aplicativo contendo as respectivas sintaxes de seus protocolos de construcdo. O seguinte topico apresenta o
desenvolvimento de um processo de quadratura dos poligonos regulares, trazendo a baila um dos dilemas
gregos: a quadratura do circulo. Por fim, a demonstragdao geométrica do Teorema de Pappus-Gildin ilustra
os principios da dindmica de movimentos aplicados na formulagao dos algoritmos.

E sdo apresentados nos tépicos os processos de formagao de varios objetos geométricos que sao gerados
por revolucdo, suas estruturas e parametros de dimensao; isto, por certo, empolgara a qualquer leitor a
reproduzir as criagbes geométricas apresentadas aqui, e a aproveitar este trabalho como ponto de partida
para ir bem mais fundo no aprendizado. Posto, que as contrugbes geométricas tem cada passo do Geogebra
sendo descrito, e a matemadtica envolvida nelas também ¢é discutida. Isso fornece um ferramental ao leitor
nao sé na reproducao com também no aprendizado de desenvolvimento de cédigos para temas semelhantes.
Também se destaca o apoio visual das imagens multicores das figuras geométricas produzidas pelo aplicativo,

de forma a proporcionar uma leitura mais ludica para a jornada do leitor, do inicio até ao tltimo tépico.
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