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RESUMO

A pesquisa introdutoéria do comportamento aritmético de fungoes transcendentes leva
ao estudo de funcgoes inteiras, pois, fungoes inteiras sé sao algébricas se forem polinomios,
fazendo com que o conjunto de fungoes inteiras transcendentes seja uma familia relevante
para o estudo de fungoes transcendentes no geral. Inicialmente serao definidos e estudados
resultados, conceitos e defini¢oes preliminares como as defini¢oes de niimeros transcendentes,
numeros de Liouville, fungoes transcendentes, fungoes inteiras e seus conjuntos excepcionais
e resultados associados essenciais para o estudo dessas fungoes. A enfase sera nos problemas
e questoes de Mahler sobre o comportamento aritmético de fungoes inteiras e transcendentes,
mais especificamente o problema B, C e a questao de Mahler para nimeros de Liouville. E
seguida sera visto com mais detalhes resultados sobre fungoes inteiras e transcendentes que

levam racionais em racionais.

PALAVRAS-CHAVE: Numeros de Liouville, Funcoes transcendentes, Conjunto excep-

cional.
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INTRODUCAO

Os numeros transcendentes sao aqueles que nao sao raizes de nenhum polinébmio com
coeficientes inteiros. Para Euler, a grosso modo, eles merecem esse nome, pois, “transcendem
o poder das operacoes algébricas”. Esses nimeros foram definidos no século XVIII, porém,
a existéncia deles s6 foi provada e, consequentemente, sua teoria inaugurada oficialmente

cem anos depois por Liouville [7] em 1844.

Esses primeiros exemplos, dados por ele, foram os chamados nimeros de Liouville que
nao satisfazem o teorema de Liouville. Esse teorema diz que se a é um nimero real algébrico,
entdo existe uma constante A positiva, tal que |« —p/q| > A/q", para todo nimero racional
p/q, com n o grau do polinémio moénico p(x) € Z[z] de menor grau que tem « como
raiz. Desse modo, como nao satisfazem uma propriedade que todos os algébricos devem

_nl - 7
™ ¢ um numero

satisfazer, sao automaticamente transcendentes e ele provou que Z;O:l 10
de Liouville, mais geralmente, a série ), a,b~™ é nimero de Liouville para todo a, no
conjunto {1,...,b—1} e b > 2. Contudo, ndo é muito eficiente, para provar a transcendéncia
de um ndmero, buscar provar que ele é de Liouville, pois, é possivel provar que “quase

nenhum” numero transcendente é de Liouville, isto é, eles tem medida nula em R.

Cantor conseguiu mostrar que Q (sendo Q o conjunto dos nimeros complexos algébricos)
é enumerédvel. Pelo fato de C = QUT, e Q e T serem disjuntos (com T o conjunto dos
numeros transcendentes) e de C ser nao-enumeravel, ele concluiu que T é ndo-enumeravel,
ou seja, quase todo numero complexo é transcendente. Porém, é muito dificil decidir se um
numero é transcendente, pois, eles sao definidos pelo que nao sao e nao pelo que sao, por
isso, é proveitoso classifica-los da melhor forma possivel de acordo com propriedades mais

especificas.

A transcendéncia de e foi provada por Hermite [5] e, ao generalizar os métodos de



Hermite, Lindemann provou que e* € T quando o € Q é nao nulo e, como consequéncia,
a transcendéncia de vdrios outros nimeros, incluindo a do 7. Gelfond [4] e Schneider [15]
provaram, em 1934, que o® € Tsea € @\{0, l}epe @\Q Como generalizacao do teorema
anterior, Baker [1] provou em 1966 que Z?Zl Bjloga; # 0 quando aq, ..., an, B, ..., By s80
algébricos nao nulos e log oy, . ..,loga, sao linearmente independentes, n € N arbitrario.
Isso implica que qualquer combinacao, finita e nao-nula, de logaritmos de niimeros algébricos

com coeficientes algébricos é um ntmero transcendente.

A definicdo de numero transcendente nos leva a seguinte generalizagao: uma fungao
f:D— C, D cCC, é chamada algébrica se existe um polindomio nao-nulo com coeficientes
complexos P(x,y) tal que

P(z,f(2)) =0, Vz € D.

Caso contrario, dizemos que f é transcendente. O teorema de Hermite-Lindemann implica
que a funcdo, conhecidamente, inteira ' transcendente e® leva algébricos nao nulos em
transcendentes. Isso nos leva a questionar se funcoes inteiras transcendentes levam, em

geral, a menos de um conjunto finito, algébricos em transcendentes.

Strauss, em 1886, tentou provar que uma funcao analitica, em uma vizinhanga da origem,
e transcendente nao podia levar racionais em racionais, porém, Weierstrass construiu uma
funcao analitica e transcendente que o fazia e questionou a existéncia fungoes inteiras e

transcendentes que levam o conjunto dos ntimeros algébricos nele mesmo.

Weierstrass definiu o conjunto excepcional de uma funcao f, que denotaremos por Sy,
inteira transcendente como o conjunto dos algébricos « tais que f(«) é algébrico. Inspirado
pelo teorema de Hermite-Lindemann e por contribuicoes, de sua autoria, como um exemplo
de uma funcgao analitica e transcendente que leva racionais em racionais, Weierstrass ela-
borou os seguintes questionamentos: existe uma funcao f inteira e transcendente tal que
Sy = Q? E outro: Para quais conjuntos A C C, existe uma funcéo f inteira e transcendente

tal que Sy = A?

Motivado por esses questionamentos, Stéckel [17] respondeu a primeira questao de Wei-

erstrass utilizando o seguinte teorema, mais geral, provado por ele,

Teorema [Stickel, 1895]. Sejam >  um conjunto enumerdvel e T um conjunto denso

'Uma funcdo é inteira se é analitica em todo plano complexo.
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no plano complexo. Entdo, existe uma fun¢ao inteira e transcendente f tal que f(> ) C T.

A afirmagao de Weierstrass decorre, imediatamente, do teorema de Stéckel fazendo >~ =
T = Q. Em seguida, Stiickel [18] conseguiu construir uma funcdo inteira transcendente tal

que f©)(Q) ¢ Q para todo s > 0.

Em 2010, J. Huang, D. Marques e M. Mereb [19] generalizaram o teorema de Stéckel
e mostraram que qualquer subconjunto de niimeros algébricos é o conjunto excepcional de
uma quantidade nao enumeravel de fungoes inteiras transcendentes. Ou seja, provaram o

seguinte teorema.

Teorema. Se A C Q, entdo, existe uma funcdo inteira e transcendente f tal que

St = A para todo t € NU {0}.

O foco deste trabalho sdo os avangos na diregdo dos problemas de Mahler [8] sobre o
comportamento aritmético de funcoes inteiras transcendentes. Esses problemas, denotados
por problemas A, B e C de Mahler, foram propostos por ele em [8]. O problema A ainda
estd em aberto e os problemas B e C foram totalmente resolvidos por Marques e Moreira
em [13] e [14]. Veremos com mais detalhes os problemas B e C e suas solugoes no capitulo
3. Os enunciados deles sao os seguintes.

Problema A. Eziste uma funcao transcendente analitica na bola B(0,1) com coeficientes
limitados e tal que f(QN B(0,1)) C Q7

Problema B. Fuxiste fungdo inteira e transcendente f com coeficientes racionais tal que
f@QUfH@Q cQ?

Problema C. Seja p € (0, 00] wm niimero real. Ewviste, para cada escolha de S C B(0, p)NQ
(fechado para conjugagio compleza e tal que 0 € S) uma func¢ao analitica transcendente f

com coeficientes racionais e rato de convergéncia p, para o qual Sy = S?

Além desses problemas, Mahler também estudou o comportamento aritmético de fungoes
transcendentes no conjunto dos nimeros de Liouville. Maillet [9] provou que uma fungao ra-
cional com coeficientes racionais leva nimeros de Liouville em niimeros de Liouville. Funcoes
racionais sao, claramente, algébricas, levando, naturalmente, a seguinte questao, feita por

Mabhler: existe uma funcao inteira e transcendente que leva nimeros de Liouville em ntimeros

de Liouville?

Inspirados no resultado de Maillet, Marques e Moreira mostraram que se existir uma
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fungao f inteira transcendente de modo que f(Q) C Q e den(f(p/q))* = O(q") para todo
p/q € Q, v >0 e q> 1 suficientemente grande, entao f(IL) C L [12].

Silva mostrou que nao existe uma fungao f inteira transcendente f(z) € Q[[z]]® tal que
fQCcQe
den(f(p/q)) = O(q")

para todo p/q € Q, com ¢ suficientemente grande e 0 < v < 1 [16]. Lelis [6] provou que nao

existe funcdo inteira transcendente f(z) € Cl[[z]] tal que f(Q) CQ e

den(f(p/q)) = O(q)

Vp/q € Q, com ¢ suficientemente grande. Permanecendo em aberto o problema para o caso
v > 1. Esses resultados sobre o comportamento aritmético de funcgoes inteiras transcendentes
serao vistos com mais detalhes na ultima secao do capitulo 3 e também daremos a prova do

teorema de Lelis na integra.

2onde den(p/q) = q para todo racional nao nulo p/q.
3onde K[[2]] é o conjunto de todas as séries formais com coeficientes em K.
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Capitulo 1

NUMEROS ALGEBRICOS E
TRANSCENDENTES

O objetivo principal deste capitulo é apresentar os primeiros nimeros transcendentes,
isto é os numeros de Liouville que nao se encaixam nas condi¢oes do teorema de Liou-
ville que veremos mais adiante. Iniciaremos definindo, formalmente, niimeros algébricos e
transcendentes. Exporemos algumas caracteristicas do conjunto dos nimeros algébricos e
extrairemos deles uma propriedade que sera essencial para a verificacao da transcendéncia

dos numeros de Liouville.

1.1 Numeros Algébricos e Transcendentes

Dados dois corpos L e K, dizemos L é uma extensao de corpos de K, denotaremos por
L|K, quando K for um subcorpo de L. Nesse caso, consideramos L como um K-espaco

vetorial.

Definicao 1.1.1. Seja L|K wuma extensao de corpos e o um elemento em L. Se ezistir
P € Klz| nao nulo, tal que P(«) =0 dizemos que « é algébrico sobre K. Se P(a) # 0 para

todo P, nao nulo, em Klz| dizemos que « € transcendente sobre K.
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Seja a € L algébrico sobre K. Considere o homomorfismo:

0o : Klz] = L

P(z) — P(«)

Olhemos para o ntcleo de ¢,, denotado por ker(p,). Como K|x] D ker(y,) é um anel de
polinémios, entao ele é um dominio principal o que implica que, sendo ker(p,) um ideal
de Klz|, ker(p,) é gerado por um tnico elemento. Como « é algébrico sobre K temos que
ker(pa) # {0}, Em vista disso, definimos o polindmio minimal, denotado por P, gk, de «

sobre K como o tinico polinémio ménico (i.e. com coeficiente lider igual a 1), tal que
ker(va) = (Pax)-

Para simplificar a linguagem, se um ntmero complexo é algébrico sobre Q diremos,
simplesmente, que ele é algébrico, nomearemos de maneira analoga se ele for transcendente
sobre Q. Denotaremos esse conjunto dos nimeros algébricos por Q. Se a € Q, entdo seu
polindomio minimal é o polindmio monico de menor grau que tem « como raiz. O grau de «

¢ definido como o grau do seu polinomio minimal.

Exemplo 1. Todo nimero racional § ¢ algébrico. De fato, todo niumero racional § € raiz

do polinomio P(x) =z — & com coeficientes racionais.

Exemplo 2. Os racionais ndo sio os inicos nimeros algébricos, pois, \/2 € um irracional

algébrico. De fato, \/2 € raiz do polinémio P(z) = x> — 2 com coeficientes racionais.

Exemplo 3. O polinomio P(z) = 2°+1 nao possui nenhuma raiz real, contudo, possui raizes
complexas, e uma dela € o numero i. Isso implica que Q nao estd inteiramente contido em R.

Porém, Q deve estar inteiramente contido em C, pois, o mesmo € algebricamente fechado.

Teorema 1.1.1. Q € enumerdvel.

Demonstragao. Dado P(x) = ag+ a1z + ...+ a,z™, o conjunto das raizes de P é denotado
por Rp. Note que Rp tem no maximo n elementos. Para todo n € N, existe apenas uma
quantidade enumeravel de polinomios, em Q[z], com grau n. De fato, considere X,, = {Q €
Q[z] : 0@ =n}. Tome ¥ : Q x ... x Q" — X,, dada por

n+1 cOpias

U(ag,ay,...,a,) =ag+ a1+ ...+ az"

14



Note que 7 é uma bijecao. Como Q x ... x Q* é enumeravel, pois, produto cartesiano
finito de enumeraveis é enumeravel, entdao X,, também é. Definimos A,, = |J;p_,, Rp. Pelos
comentarios feitos anteriormente e pelo fato de que a uniao enumeravel de conjuntos finitos

é enumeravel, segue-se que A,, é enumeravel. Agora é s6 observar que

@:UAn

neN

Dai Q é enumeravel. O

Desse teorema podemos concluir que existem reais transcendentes, pois, R é nao-enumer-
dvel. Pelo fato de C = QU T, de Q e T serem disjuntos (com T o conjunto dos niimeros
transcendentes) e de C, isomorfo a R?, ser nao-enumerével (sendo R nao-enumerével), Can-
tor concluiu que T é nao-enumeravel, visto que a uniao finita de enumeraveis é enumeravel.
Também, é possivel provar que Q tem medida (de Lebesgue) nula em C, e escrevemos

m(Q) = 0, isto é:

Teorema 1.1.2. Para todo € > 0, existe uma quantidade enumerdvel de bolas abertas

(B(an;70))n tais que
e QC U Bl(an;m,)
neN
o >l <e.
n=1

Demonstracao. De fato, dado € > 0, como Q é enumeravel, entao podemos considerar

Q = {ay,as,...}. Defina entdo as bolas abertas

1 /3e
B,={2€C: |z—a,| <r,},onder, = —/ =
{z |z — a,| < r,}, onder A\

Claramente, Q C UB,,, além disso,
Area U B, | < f:Area(Bn) = f:mﬂ - 3¢ > 1
- & o nT o2 n2

neN n=1
_3(—: w2 G -
2\ 6/ 2 ¢

Segue-se entdo o resultado onde usamos que ¢(2) = 3. & = = O
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O teorema anterior nos diz, intuitivamente, que quase todo niimero complexo é trans-
cendente. Isso é uma importante motivagao para o estudo desses niimeros, porém, ¢ muito
dificil decidir se um ntmero é transcendente, pois, eles sao definidos pelo que nao sao e nao
pelo que sao, por isso, é proveitoso classifica-los da melhor forma possivel de acordo com

propriedades mais especificas.

A proposicao a seguir nos diz que Q é um corpo.

Proposicao 1.1.1. Dados a e b nimeros algébricos, entao:

1) a+beQ;
2) a-beQ;

3)a#0=a"'cqQ.

Demonstragao. Ver [3] O

1.2 O Teorema de Liouville

Os primeiros exemplos de niimeros transcendentes, dados por Liouville, foram os cha-
mados numeros de Liouville. A transcendéncia deles pode ser verificada a partir de uma
ideia simples, porém elegante de Liouville que consistia em provar que eles nao satisfazem

a seguinte propriedade encontrada por ele que é satisfeita por todos os niimeros algébricos:

Teorema 1.2.1 (Liouville). Seja a é um nimero real algébrico de graun > 1. Entdo existe

uma constante positiva ¢ = c(a) tal que

a—z—)‘z

q

C
—,

q

para todo racional 1—;.

Demonstracao. Seja P(z) = ag+ a1z + ...+ a,2™ o polinémio minimal de a. Como P tem
uma quantidade finita de raizes, entao existe 6 > 0, tal que o conjunto [a — 6, + §]/{a}

nao possui nenhuma raiz de P.

Dado um 2 € Q, temos duas possibilidades: ou £ € [ —d,a + 6] ou £ ¢ [a — 0§, + 6].

16



Se £ ¢ o — 6, + ], entdo

com J constante como queremos.

Se %’ € [a— 0, a+ 0], como a fungdo P é continua e derivavel no intervalo com extremos

ae g, pelo teorema do valor médio, existe £ no intervalo com extremos « e § tal que
Pla)-p (%) =P (a-2)
q q

Sendo « raiz de P, obtemos
p
(0l e

Como P’ é continua em um intervalo fechado com extremos o e £, entao [P'(z)| < M, para

(X__
q

p ’

todo x € [a, g].

Ao mesmo tempo, como § nao ¢ raiz de P, temos que

e

a0+a1§+...+anp—

n

aoq™ + ar1pg" "t + ..o+ anp”
qTL

1
q"

>

pois, |agq™ + a1pg" ' + ... + a,p™| é um inteiro maior que zero. Logo, temos que

1
Q_B‘j'@_lz\
q q

1
qn

<M >

= Mg

Tomando ¢(e) = min {4, 77 } obtemos

para todo § € Q. H

Exemplo 4. Como o = /3 € raiz de P(x) = 2% — 3 com coeficientes racionais, temos

que, ele ¢ algébrico. Isso significa que existe uma constante ¢ = c(v/3). Afirmamos que

17



qr 3q"
L2311
3g ¢
1 1
<-4l <fs |-
q |q q q

Para todo § € Q.

1.3 Os Numeros de Liouville

Como podemos definir os niimeros reais como limites de sequéncias de Cauchy de racio-
nais, temos que Q é denso em R. Ou seja, dado um « € R, existe um racional tao préximo
quanto se queira desse nimero. Contudo, essa historia muda quando consideramos a “ve-
locidade” de crescimento do denominador desses racionais. Podemos dizer que um nimero
real o é bem aproximével por racionais se existirem uma constante C' > 0 e uma sequéncia

<%> de racionais distintos, com ¢; > 1 e mdc(p;, ¢;) = 1 tais que
i) j21

C
<
q;

LD
qj

para todo j > 1 e para todo n € N. Seguindo essa definicao, o teorema de Liouville diz que,
de certo modo, um numero irracional algébrico nao pode ser bem aproximado por racionais.

O que Liouville fez foi construir nimeros que nao obedecem seu teorema.

Definicao 1.3.1. Um ndmero real o € chamado nimero de Liouville se existir uma sequéncia

de racionais distintos <&> , com q; > 1, tal que
1/ 521

; 1
O!—& < —.

4j q;

Denotaremos o conjunto dos numeros de Liouville por L.

Demonstraremos agora que . C T, mas, primeiramente, precisamos de dois lemas.

Lema 1.3.1. A sequéncia (q;)j>1 € ilimitada.

18



Demonstragao. Se nao fosse, entao existiria M > 0, tal que ¢; < M, para todo j > 1. Como
| — B] < 1, obtemos
a5
pjl = lgje| <lgjor — ps| < gy,
o que implica uma limitagao para (p;);>1, pois, |pj| < (o + 1)M. Mas isso contraria o fato
de a sequéncia (2£),5; ser infinita. O
q; 77/ =

Lema 1.3.2. Todo numero de Liouwville € irracional.

Demonstragao. Suponha por absurdo que p/q € Q é nimero de Liouville. Entao existem

infinitos p;/q;, diferentes de p/q, tais que

Lo[p -t ojppa)y
R PR qq; lalg;
Assim Q§_l < |q|, contrariando a ilimitacao de (g;);en- -

Agora conseguimos provar o seguinte fato:

Teorema 1.3.1. Todo numero de Liouville € transcendente.

Demonstracao. Pelo lema 1.3.2, um nimero de Liouvelle a nao é racional. Suponha que «
é algébrico de grau n > 1. Entao, pelo teorema de Liouville e pela definicao de niimeros de

Liouville, temos simultaneamente

c 1
q; 4; q;
Desse modo, qg_" < 1/¢, para todo j > 1, contrariando, pelo lema 1.3.1, o fato de (qg_”)j
ser ilimitada. Portanto, a é transcendente. O
Por esse teorema, é ficil ver que o nimero o = > 7, 10~ é transcendente, pois,
escolhendo ¢; = 107" e p; = 377 _ 109"~ temos que
) o oo
‘a—& => 10"M<9 ) 10
N - n=j+1
(o ¢]
10 1
—_— _ b
<9 Z 10 10G+D)! a’
n=(j+1)! j

19



o que nos diz que « é nimero de Liouville, logo, transcendente. Este niimero é conhecido
como constante de Liouville e foi o primeiro exemplo dado por ele de um nimero de Liouville.

O proximo resultado no da uma definicao equivalente a definicao 1.3.1.

Teorema 1.3.2. £ ¢ um numero de Liouville se, e somente se, para todo n > 1, existe

§EQ, tal que g > 1 e

1
q qr

0<

Demonstracao. Se & é um numero de Liouville, dado n € N, podemos tomar p = p, e

q = qn. Reciprocamente, dado n € N, vamos escolher f;—: € Q de modo que ¢, > 1 e

1
<_
qn

a=U{r)

Se A for finito, entao existe § € A tal que | — p/q| < ¢ " paran € N, com N C N

Pn

an

0<

Seja

infinito. Assim, ¢ = g, contradizendo [£ — p/q| > 0. Desse modo, A é infinito, logo, £ é

numero de Liouville.

]

Podemos encarar o teorema 1.3.2 como uma definicao alternativa para ntimeros de Li-
ouville. O teorema a seguir implica, de imediato, que o conjunto dos Ntumeros de Liouville
é nao enumeravel, pois, nos fornece, indiretamente, uma bijecao entre ele e o conjunto dos

numeros reais.

Teorema 1.3.3 (Erdds). Todo nimero real pode ser escrito como soma de dois nimeros

de Liouville.

Demonstracao. Se a € Q, escolhemos ¢ um nimero de Liouville qualquer, fixado. Como
fungbes racionais nao constantes levam numeros de Liouville em nimeros de Liouville (teo-

rema de Maillet), 7 = a — # também é nimero de Liouville e

fO0,7)=0+7=0+ (0 —0) =qv.
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Se «v é irracional o = |a] +{a} onde || € Z corresponde a parte inteira de o e {a} € (0,1)
corresponde a parte fracionaria.. E suficiente provar que ~ existem nimeros de Liouville 7
e T tais que 71 + 72 = {a}. Pois, tomando 6 = |« + 71 e T = 73, obtemos f(6,7) =0+ 7 =
la] + 7+ 7= |a] +{a} = a. Como {a} € (0,1), podemos escrever sua expansao 2-adica

Cco1mo

onde para n! < k < (n+ 1)! temos

ar=¢, e Or=0se nd¢2Z

ar, =0 e B, =¢, se n€22Z

Observe que 11 + 75 = {a}. Verificaremos apenas que 75 é nimero de Liouville, pois, para

71 0 argumento é analogo.

Dado n > 1, seja,

(2n+1)!1—-1

1)l B
dn = 2(2 -1 € Pn=4dqn Z 2k
k=1

Assim,

7'2——
an

_ Z Bk
(2n+1)!— 1

Note que, f = 0 para (2n + 1)! > k < (2n + 2)!. Desse modo,

oo

ﬂk 1 1 1 1
2 Z - Z 2_k - 2(2n+2)!-1 < on(2n+1)l-n - q_n
2n+2)' (2n+2)! n
Conclui-se que 75 é um ntmero de Liouville. O

Uma consequeéncia direta desse teorema ¢ que T nao pode ser um corpo, pois a soma
de dois transcendentes (pelo teorema 1.3.1) pode ser um algébrico. Os teoremas 1.3.1

e 1.3.3 (o segundo por implicar a nao-enumerabilidade de IL) nos leva, naturalmente, a
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esperanca de uma reciproca ser verdadeira. Em outras palavras: todo nimero transcendente
¢ numero de Liouville? Sabemos que o conjunto dos algébricos reais tem medida nula em
R e, consequentemente, os transcendentes reais tém medida total em R. Em vista disso, o

teorema a seguir responde a pergunta anterior de maneira negativa.

Teorema 1.3.4. O conjunto dos niumeros de Liouville tem medida nula em R.

Demonstracao. Como a uniao enumeravel de conjuntos com medida nula é ainda um con-
junto com medida nula, entao é suficiente mostrarmos que a medida do conjunto L. N [0, 1]
¢ nula. Para isto, note que dado e > 0, existe um inteiro positivo n tal que » ,°, lﬂ%l < €.
com efeito, isso é vdlido, pois a sequéncia (a)y>2, dada por ai =Y =, b;%l satisfaz

2

= 4 =1 4 s
0<ZWS4Z%—W:W'(g—1>
b=2 b=2

portanto, tende a zero (quando k — 00) como queremos. Se £ € [0, 1] é um nimero de

Liouville, entao existem, pelo teorema 1.3.2 inteiros a e b, com b > 1, tais que

1
_ 1.1

a
<
Como o lado direito da desigualdade anterior é menor ou igual a 3 e £ € [0, 1], entéo
1 <o 3 N b 3b
2 b 2 272 )7

Desse modo, temos que a é um inteiro em um intervalo de comprimento 2b. Logo, existem
no méaximo 2b valores possiveis para a, satisfazendo (1.1). Chamemos de Cj, o conjunto de
tais valores. Desse modo

a 1 a 1
SEEg(g—b—n,g—kb—n),paraalgumeQ
acly

e assim
> a 1 a 1
LnN|0,1] C - -+ — .
[’]_UU<b b”’b+b”>
b=2 a€eC}
2 = 2 e 4
Cp— < 20— = e
Z bbn—z hn an,1<€>
b=2 b=2 b=2
como queriamos demonstrar. O
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Isso exclui totalmente a possibilidade de L ser igual a T. E, também, eleva a estima do
teorema de Paul Erdos, pois, mesmo com L sendo praticamente invisivel no conjunto dos
numeros reais, estao estrategicamente posicionados a ponto de, para todo a € R, @ = £ +&o,

com &1,& € L.
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Capitulo 2

ALGUNS RESULTADOS SOBRE
NUMEROS TRANSCENDENTES

Este capitulo visa apresentar os resultados mais cldssicos em teoria transcendente, a sa-
ber, os teoremas de Hermite-Lindemann, de Gelfond-Schneider e o de Baker. Neste capitulo
também serd apresentada a classificacao de Mahler para nimeros complexos. Ela visa

dividi-los em quatro conjuntos de acordo com certas propriedades

2.1 O Teorema de Hermite-Lindemann

O teorema a seguir é essencial, pois, a transcendéncia de e e 7 sao casos particulares

dele.

Teorema 2.1.1 (Hermite-Lindemann). Se ay, ..., sdo nimeros algébricos distintos,
entao e* ... e*™ sao linearmente independentes sobre o corpo dos nimeros algébricos.
Demonstragao. Ver [11] O

Desse teorema podemos verificar, quase que de imediato, a transcendéncia de varios

importantes niimeros.

Corolario 2.1.1. A constante de Euler € transcendente.
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Demonstracao. Na verdade, decorre do teorema 2.1.1 um resultado mais forte: e® é trans-
cendente para todo a algébrico nao nulo. De fato, se fizermos m = 2, a; = 0 e ay = «a,

algébrico nao nulo, obtemos
51+ea7£07 v616@7
pois, 1 e e® sao linearmente independentes sobre o corpo dos algébricos, logo e nao pode

ser algébrico. Fazendo ov = 1 € Q obtemos que e é transcendente. O

Notemos que, do fato de e®, com « algébrico, ser transcendente, obtemos a trans-

log

cendéncia de log «, pois, se log a fosse algébrico, e = « seria transcendente, uma con-

tradicao, pois, supomos a € Q diferente de zero.

Corolario 2.1.2. 7 € transcendente.

Demonstracao. Pela relacao de Euler obtemos que e = —1 € Q o que implica que i7 deve
ser transcendente, caso contrario —1 seria transcendente pelo corolario anterior, como i é

raiz do polinémio 2241, e Q forma um corpo (proposigao 1.1.1) entao 7 é transcendente. [

2.2 O Teorema de Gelfond-Schneider

O teorema de Gelfond-Schneider é a resposta para o sétimo problema de Hilbert que

questionava a natureza da potenciacao de nimeros algébricos.

Teorema 2.2.1 (Gelfond-Schneider). Seja o um nimero algébrico diferente de 0 e 1 e 3

um algébrico irracional. Entdo, o é transcendente.
Demonstragao. Ver [11] O

Como o ¢é algébrico sempre que a € {0,1} e 3 é racional, o teorema 2.2.1 explica, na

totalidade, a natureza aritmética da potenciagao de ntimeros algébricos.

Exemplo 5. Decorre de imediato, do teorema de Gelfond-Schneider a transcendéncia, por

exemplo, 21, 22, \/5\/5, etc.

Corolario 2.2.1. €™ € transcendente.
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Demonstragao. Pela relagao de Euler temos o seguinte.

e+ 1=0= "=-1
S (@) = (1)

= "= (-1)"

E como —i é um algébrico irracional e —1 é algébrico, entao pelo teorema 2.2.1 (—1)7" = €™

¢é transcendente. O

Corolario 2.2.2. Sejam a1, as, B1, B2 € Q, nio nulos, com log ay,log oo linearmente inde-

pendentes sobre Q. Entao

Bilogan + Balogaz # 0

Demonstracao. Suponha por absurdo que existem «q, as, 81, B2, satisfazendo as hipoteses

do corolario e tais que

pilogar + frlogaz =0 (2.1)
Portanto,
b _ log ay
By logas

_b

implicando que a; = a, ™ e pelo teorema 2.2.1, g—; é racional. Entao existe p € Q tal

que 1 = pfs. Substituindo em (2.1), obtemos

ploga; +logas =0

contrariando a independéncia linear de log oy, log iy sobre Q. Logo,
pilogar + Balogaz # 0

O

log 3

Exemplo 6. O nimero T2 ¢ transcendente. De fato, note que log2 e log 3 sao linearmente

independentes sobre Q. Caso contrdrio, 2¢ = 3° para alguns inteiros a,b, contradizendo o

Teorema Fundamental da Aritmética. Assim, se }223 = a € Q, entao teriamos log3 —

alog2 =0, contrariando o coroldario anterior.
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2.3 O Teorema de Baker

O teorema de Baker é resultado de uma generalizacao do corolario 2.2.2 e lhe rendeu a

medalha Fields em 1970.

Teorema 2.3.1 (Baker). Se ay, ..., a, sio nimeros algébricos nao nulos tais que log o, . . .
log av,, s@o linearmente independentes sobre Q. Entdo, 1,logay, ..., loga, sao linearmente

independentes sobre o corpo Q.
Demonstragao. Ver [11] O

Importantes resultados decorrem do teorema de Baker. Do teorema a seguir, con-
sequéncia do teorema de Baker, decorrem transcendéncias muito importantes relativas ao

produto de alguns dos nimeros transcendentes que ja vimos anteriormente.

Teorema 2.3.2. Dados oy, ...,q, numeros algébricos, nao nulos, e B1,...,[3, numeros
algébricos tais que

Bilogay + ...+ Bylogay, # 0
Entao Bilogay + ... + B, log o, € um numero transcendente.
Demonstracao. E suficiente mostrar que se aq, . .., Qn, Bo, B1, - - ., Bn s@0 niimeros algébricos,
com «; # 0, 1 < j <n, entao
Bo+ Brlogay + ... 0B, loga, #0

Vamos proceder por inducao em n. Claramente, se n = 1 é valido. Assuma a validade para

n < m, onde m € Z; mostraremos entao o resultado para n = m.

Selog aq, . .., log a,, sao linearmente independentes sobre QQ, suponha que existem py, ..., p, €

Q, nao todos nulos e tais que
prlogay + ...+ pplogay, = 0.

Sem perda de generalidade, suponha p, # 0. Entretanto, para ag = e, temos

pr Y Brlogar = pr(Bo+ Bilogas + ... Bulogam) — Brlprlogar + ... + pp log o)
k=0

= By + Bilogay + ... 3, log am
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onde B(/] - prﬁ(ﬁ ﬂj, - prﬁj - pjﬁr para 1 < j < m. Com isso,

pr(Bo + Brlogag + ... B log o) = By + Brlogay + ... By, log auy, (2.2)

Observe que £ # 0 e 5. = 0, entdo, por hipdtese de inducao, o lado direito de (2.2) é

nao nulo e como p, # 0, segue-se que
Bo + Brilogag + ... By log ay,.

]

Consideremos o nimero o = eﬂoafl c.aP com g, ..., Bo, B, - - -, B algébricos nao

nulos. Temos que « é transcendente. De fato, se « fosse algébrico, entao

Bilogag + ... B, logay, —log apyr = — By # 0.

Desse modo, 1 log a;+. .. 3, log a,, —log a;, 1 € um nimero algébrico nao nulo, contrariando
o teorema 2.3.2. Isso implica, por exemplo, a transcendéncia do produto de transcendentes
obtidos pelos teoremas de Hermite-Lindemann e Gelfond-Schneider como e - 2¢, com i a

unidade imaginéria, sendo ¢ algébrico.

2.4 Classificacao de Mahler

Cantor conseguiu mostrar que Q é enumeravel e, pelo fato de C = QU T, de Q e T
serem disjuntos (com T o conjunto dos nimeros transcendentes) e C ser nao-enumeravel,
ele concluiu que T é nao-enumeravel, ou seja, quase todo niimero complexo é transcendente.
Porém, é muito dificil decidir se um ntimero é transcendente, pois, eles sao definidos pelo
que nao sao e nao pelo que sao, por isso, é proveitoso classifica-los da melhor forma possivel
de acordo com propriedades mais especificas. A classificacao de Mahler tem esse fim e se

aproveita do seguinte teorema.

Teorema 2.4.1. Dados um nimero complexo & e inteiros positivo H e N, sejam

Pyu={P(z) € Z|z]; 0P <N e H(P) < H}
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(onde H(P), conhecido como altura do polindmio P, é o mdzimo entre os valores absolutos

dos coeficientes de P) e

Q& N, H) = min{|P(&)|; P(z) € Py e P(§) # 0}

Defina w(€, N, H) como
Q(f: N, H) = Hf""(ny,H)-N’

w(&, N) = limy ,osupw(§, N, H) e w(§) := limy_ o supw(&, N). Entdo £ € transcen-

dente se, e somente se, w(§) # 0.

Para provar esse teorema precisamos de dois lemas.

Lema 2.4.1. Seja a um algébrico de grau d e N um inteiro positivo. FEntdo existe uma
constante positiva ¢ = ¢(a.N) tal que, para todo polinomio P(z) € Z[z], satisfazendo OP <
N e P(a) # 0, vale

Demonstracao. Ver [11] O

Lema 2.4.2. Sejam & um numero complero e N um inteiro positivo, de modo que & ou
é transcendente, ou € algébrico de grau maior do que N. Entao existe uma constante C' =
C(&,N) > 0 tal que para todo inteiro positivo H, existe um polinomio nao nulo P(z) € Z|z],

com OP < N e H(P) < H satisfazendo

C
[P(§)] < TS

Demonstragao. Ver [11] O

O lema 2.4.1 é uma generalizacao do teorema de Liouville que vimos anteriormente e o
lema 2.4.2 é uma generalizacao do teorema de Dirichlet que diz que se £ € R é um nimero

irracional, entao existem infinitos racionais f—;, com q > 1, tais que

1
-1
q q

Ou seja, com P(z) = qx — p.
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Demonstracao (Teorema 2.4.1). (=)
Se ¢ é transcendente, pelo lema 2.4.2, para todo N e H fixados, existem uma constante

positiva C' = C'(§, N) e um polindémio P(z) € Py g tais que

C = H—w(g,N,H)-N < ¢

H (N-1) H%(Nfl)

Aplicando o logaritmo na desigualdade do lado direito da implicacao, obtemos

Q¢ N, H) < [P(g)] <

N

1
—w(§, NH) - NlogH < logC — §(N— 1)log H

Desse modo

1 log C
—(N -1
( )<logH

Primeiramente, observemos qual o crescimento de w(§, N, H) para os infinitos valores de H.

+w(¢,N,H)-N (2.3)

Nao sabemos se o limpy ., w(§, N, H) existe, mas como estamos interessados no maior ponto
de acumulagao de w(§, N, H), para N fixoe H — 00, basta verificarmos o lim sup_,.. w(§, N, H)

que sempre existe. Assim, definimos

w(¢, N) =limsupw(&, N, H).

H—oo

De (2.1) temos

1 1
lim sup (5(1\7 - 1)> < lim sup (1O§ > +w( N)- N

H—oo

Isto é,

Denotando w(§) como o maior ponto de acumulacao da fungao w(&, N) quando N — oo, ou
seja, w(§) := limsupy_, ., w(&, N), vemos que

N-1 1
SO = e N2 i N =y

Logo, se £ é transcendente, entao w(&) # 0, pois, é maior que meio que é maior que zero.
(<)

Agora devemos estimar w(§) no caso qm que £ é algébrico de grau d. Seja P(z) € Py

o polinoémio que satisfaz
IP(€)| = Q(¢, N, H) = H<ENH)N
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Pelo lema 2.4.1, obtemos

c{,N) _ <& N) _ [7-w(ENH)-
gt < e < IPEI=H A

com isso ) |
—1 logec(¢, N
W& N H) < == = ]%flii’H)'
Logo,
T
)

Desse modo,

w(§) =limsupw(&, N) < lim % =w(€) <0

N—oo ~ N—=oo

Por outro lado, como a sequéncia (2(§, N, H))ny>1 ¢ nao crescente, entao Q(&, N, H) <

Q¢ 1,H) <1, paratodo H > [£]+ 1. Com isso,

log QN H)

quando H > ||+ 1. Assim, w(§) > 0 e concluimos que se « é algébrico, entdo w(a) = 0.

]

Esse teorema nos diz que um numero £ é transcendente s, e s6 se, w(§) é maior que 0,
ou seja, podemos usar esse critério como defini¢ao para nimeros transcendentes. Queremos
agora usar esse teorema para classificar os niimeros complexos para além de, simplesmente,
algébricos e transcendentes em vista do fato de quase todos os complexos serem transcen-

dentes.

Para isso, definamos v(£) como sendo o menor inteiro positivo N tal que w(§) = oo,
ou seja, nao tem ponto de acumulacao. A classificagao de Mahler é relativa as seguintes
possibilidades para w(§) e v(§) (perceba que se w(&) = oo, v(£) pode ser finito ou infinito,
e se w(&, N) < oo, para todo N, entéo v(£) = 00).

e A-numero, se w(§) =0e v(§) =0

e S-nimero, se 0 < w() < oo e v(§) = oo

e U-ntmero, se w(§) = 0o e v(£) < o0
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e T-nimero, se w(§) = o0 e v(§) = 00

Sabe-se que, se £ é nimero de Liouville, entao v(§) = 1, ou seja, os nimeros de Liouville
sao U-numero. Sabe-se que se dois niimeros complexos sao algebricamente independentes,
entao devem pertencer a classes diferentes e esse resultado faz da classificacao de Mahler

uma boa classificacdo de nimeros complexos.

Em 1929, Popken [21] provou que, para todo n € N existe uma constante positiva
C = C(n), tal que
‘P(€)| > anfC/loglogH

para todo P(z) € Z[z] de grau n e altura H suficientemente grande. Isso faz de e um

S-numero.

A prova da existéncia de T-ntmeros s6 foi apresentada em 1970 por W. Schmidt [22].
A dificuldade dessa prova vem do fato de T-ntimeros ter medida nula. Schmidt provou a

existéncia desses nimeros, mas nao explicitou nenhum.
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Capitulo 3

COMPORTAMENTO
ARITMETICO DE FUNCOES
TRANSCENDENTES

O intento deste capitulo é apresentar alguns dos principais resultados sobre o compor-
tamento aritmético de funcoes transcendentes com énfase nos problemas de Mahler, em
especial, os problemas B e C, que foram totalmente resolvidos, e o problema de Mahler para
numeros de Liouville ainda em aberto. Na tultima secao apresentaremos, em detalhes, a
demonstracao de um resultado recente sobre fungoes inteiras transcendentes que mapeiam

racionails em racionais.

3.1 Preliminares

Do teorema de Hermite-Lindemann podemos extrair que a funcao, analitica em todo
plano complexo, e interpola algébricos nao nulos em T. Ou seja, a imagem de e* por
algébricos diferentes de zero é transcendente sobre Q. Isso nos leva a uma importante
analogia da definicao de niimeros algébricos e, consequentemente, da definicao de ntimeros

transcendentes.

Definicao 3.1.1. Uma funcao f : D — C, D C C, € chamada algébrica se existe um

33



polinémio nao-nulo com coeficientes complexos P(x,y) tal que

P(z,f(2)) =0, Vz € D.
Caso contrario dizemos que f € transcendente.

O teorema a seguir caracteriza totalmente as funcoes inteiras algébricas.

Teorema 3.1.1. Uma funcao inteira € algébrica se, e somente se, € um polinomio.
Demonstracao. Ver [10] O

Ou seja, uma funcao inteira e transcendente de modo nenhum pode ser um polinémio.

o0

n . . ~
Desse modo, como e = ) " % decorre imediatamente do teorema 3.1.1 que a funcao
exponencial é transcendente. Esse resultado nos desperta o interesse em estudar o compor-

tamento de funcoes inteiras transcendentes. Para comecar vejamos a seguinte definicao.

Definicao 3.1.2. Seja 0 < p < o0 e f: C— C uma funcdo analitica na bola de centro zero

e rato p e transcendente. Definimos o conjunto excepcional de f como o conjunto

Sp:={aeQnB(0,p): fla) € Q}

O conjunto S.= = {0} e se considerarmos f = e”’®) com P um polindmio com coefici-
entes algébricos tais que, as raizes sao algébricas, o conjunto dessas raizes serd o conjunto
excepcional de f, o que nos leva a concluir que qualquer subconjunto finito de algébricos
¢é o conjunto excepcional de f para o polinomio P com coeficientes algébricos tais que eles

sao raizes.

O primeiro a definir o conjunto excepcional de uma funcao inteira e transcendente foi
Weierstrass e, inspirado pelo teorema de Hermite-Lindemann e por contribuigoes, de sua
autoria, como um exemplo de uma funcao analitica e transcendente que leva racionais em
racionais, fez os seguintes questionamentos: existe uma funcao f inteira e transcendente
tal que Sy = Q? E outro: Para quais conjuntos A C (', existe uma funcdo f inteira e

transcendente tal que Sy = A? Mais a frente veremos as respostas para essas perguntas.
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Mabhler [8] também estudou o comportamento aritmético de fungoes inteiras transcen-
dentes avaliadas em algébricos e, como Weierstrass, deixou seus proprios questionamentos
intitulados problemas A, B e C de Mahler. O primeiro ainda estd em aberto. Adiante,

veremos mais a respeito dos problemas B e C.

3.2 Problema B de Mahler

Strauss, em 1886, tentou provar que uma funcao analitica, em uma vizinhanca da origem,
e transcendente nao podia levar racionais em racionais, porém, Weierstrass construiu uma
funcao analitica e transcendente que o fazia e conjecturou que existiam fungoes inteiras e
transcendentes que levam o conjunto dos ntumeros algébricos nele mesmo. Contudo, esse
resultado so foi provado por Stéckel [17] utilizando o seguinte teorema, provado por ele,

mais geral.

Teorema 3.2.1 (Stéckel, 1895). Sejam Y um conjunto enumerdvel e T um conjunto denso
no plano complexo. Entdo, existe uma fun¢ao inteira e transcendente f(z) tal que f(> ) C

T.

A afirmagao de Weierstrass decorre, imediatamente, do teorema de Stéckel fazendo ) =
T = Q. E, em 1902, Stiickel, encontrou uma fungao f(z) = > 77 a,z", com coeficientes a,
racionais, analitica, em uma vizinhanca da origem, e transcendente tal que ela e sua inversa
assumem valores algébricos em todos os algébricos dessa vizinhanca. Esse resultado levou
Mabhler a questionar se esse resultado podia se estender para funcoes inteiras. Em outras
palavras, ele levantou a seguinte questao: existe fungao inteira e transcendente f(z) com

coeficientes racionais tal que

fQufi@cQ

Essa questao é o denominado o problema B de Mahler e foi totalmente resolvida por

Marques e Moreira [13] utilizando o seguinte resultado mais forte.

Teorema 3.2.2. FExiste uma quantidade nao enumerdvel de fungoes inteiras e transcenden-

tes f(z) =D 0"y an2™, com coeficientes a,, racionais tal que

f@="'@=0
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Definicao 3.2.1. Dizemos que uma funcdao f € hipertranscendente, se para todo n > 0,as
funcées z, f(2), f(2),..., f™(2) sdo algebricamente independentes sobre C. Uma fun¢do

que nao € hipertranscendente é chamada hipotranscendente.

Toda func¢ao hipertranscendente é transcendente, logo, é uma condigao mais forte. Sabe-
se que funcoes hipertranscendentes nao sao solugao de nenhuma equacao diferencial, e um
exemplo de uma dessas fungoes é a fungao zeta de Riemann. Em [20], Marques provou algo

semelhante ao teorema 3.2.2 com respeito a funcgoes hipertranscendentes.

Teorema 3.2.3. Seja A um subconjunto denso e enumerdvel de R. FEntao existe uma
quantidade nao enumerdvel de fungoes analiticas, bijetivas e hipertranscendentes f : R — R

com coeficientes racionais em sua série de MacLaurin e tal que f(A) = A

Esse resultado pode ser lidado como caso real para o problema B de Mahler para funcoes

de uma variavel real.

3.3 Problema C de Mahler

Alguns anos apds provar seu teorema, Stéckel [18] construiu ainda uma fungao inteira
e transcendente tal que f*)(Q) C Q para todo s > 0. Em 1904, Faber [2] provou que
existe uma funcao inteira transcendente com coeficientes racionais tal que ela e todas as

suas infinitas derivadas levam algébricos em algébricos, isto é,

Teorema 3.3.1 (Faber, 1904). Existe uma fungao inteira e transcendente
f2) =3 ans",
n=0

com os coeficientes a; em Q e fO(Q) C Q para todo t € NU {0}.

Em 2010, J. Huang, D. Marques e M. Mereb [19] generalizaram o teorema de Stéckel
e mostraram que qualquer subconjunto de niimeros algébricos é o conjunto excepcional de
uma quantidade nao enumeravel de fungoes inteiras transcendentes. Ou seja, provaram o

seguinte teorema.

Teorema 3.3.2. Se A C Q, entdo existe uma funcdo inteira e transcendente tal que Sy =

A para todo t € NU{0}.
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J. Huang, D. Marques e M. Mereb utilizaram a seguinte generalizacao do teorema de

Stackel para provar o teorema 3.3.2.

Teorema 3.3.3 (Generalizacao do Teorema de Stéickel). Seja A C C um conjunto enu-
merdvel e, para cada s € NU{0} e a € A, fize um conjunto denso E, s C C. Entdo existe

uma funcao inteira e transcendente tal que f) € E, s para todo s € NU{0} e a € A.
Demonstragao. Ver [19] O

Em [8] Mahler propo6s o seguinte problema, chamado de problema C de Mahler: Seja
p € (0,00] um niimero real. Existe, para cada escolha de S C B(0,p) N Q (fechado para
conjugagao complexa e tal que 0 € 5), uma funcao analitica transcendente f com coeficientes
racionais e raio de convergéncia p, para o qual Sy = S7 Note que, é necessario que 0 esteja
no conjunto S e que ele seja fechado para conjugacao complexa, pois, se f estd nas condigdes

do problema, entao f(0) é racional e, para todo a € B(0, p), f(a) = f(@).

Marques e Moreira [12] conseguiram resolver totalmente o problema C de Mahler. Mais

precisamente, mostraram que

Teorema 3.3.4. Qualquer subconjunto de Q N B(0,p), com 0 < p < oo, que € fechado
para conjugacao complera e que contém o elemento 0, é o conjunto excepcional de uma
quantidade ndo enumerdvel de func¢oes analiticas transcendentes com coeficientes racionais

e rato de convergéncia p.

E esse fato decorre do seguinte teorema.

Teorema 3.3.5. Seja p € (0,00] um nimero real e seja K um subconjunto denso de C.
Seja A um subconjunto enumerdvel de B(0,p). Para cada o € A, fixze um subconjunto
denso E, C C (tal que se 0 € A, entio 1 € EgNK). Entdo existe uma quantidade ndao
enumeravel de fungoes analiticas transcendentes f € K[[z]] (com K[[z]] o conjunto de todas
as séries formais com coeficientes em K), com raio de convergéncia p, tal que f(a) € E,

para todo o € A.

Demonstragao. ver [14] O

Teorema 3.3.6. Teorema 3.3.5 = Teorema 3.3.4
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Demonstracdo. Nas condicdes do Teorema 3.3.5, escolha A = QN B(0,p) e K = Q* + Q.
Escreva S = {ay,a,...} e QN B(0,p) \ S = {B1,Bs,...} (um desses conjuntos pode ser
finito). Agora defina

K-7" se a=/3,.
Entao, pelo Teorema 3.3.5, existe uma quantidade nao enumeravel de funcoes analiticas
transcendentes f(z) = >, arz" € K[[2]] com raio de convergéncia p e tal que f(a) € E,

para todo a € QN B(0, p). Para qualquer f definimos a fungdo ¥ = ¥ por

Note que W(z) = >~ R(ax)z" tem coeficientes racionais e, além disso, existe uma quan-
tidade nao enumeravel dessas fungoes. Como o conjunto de funcgoes algébricas com coefi-
cientes racionais e raio de convergéncia positivo é enumeravel, entao uma quantidade nao
enumeravel deve ser transcendente. Claramente, seu raio de convergéncia é p. Por tultimo,
é suficiente prova que Sy = S. De fato, se a« € S, entdo, @ € S, e assim, f(a) e f(@)
sdo numeros algébricos e também W («). No caso de a = f3,,, devemos distinguir dois casos:
quando 3, € R, entdao ¥(a) = R(f(B,)) é transcendente, pois, f(3,) € K- 7". Quando
B, ¢ R, entdo 3, = B, para algum m # n. Assim, existem niimeros algébricos diferentes
de zero 71,y tais que

N+ Y™
VE) =T

que é transcendente, pois, Q é algebricamente fechado e 7 é transcendente (Corolario 2.1.2).

Isso conclui a demonstracao.

3.4 Questao de Mahler para Niumeros de Liouville

Mabhler foi um dos principais estudiosos do comportamento aritmético das fungoes trans-
cendentes. E seus estudos geraram o questionamento que é o principal motivador desse
topico: existe uma funcao f inteira transcendente que leva ntimeros de Liouville em niimeros

de Liouville?
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Maillet [9] provou que se G(z) é uma fungao racional nao constante com coeficientes
racionais, entdo para todo nimero de Liouville £, G(£) também ¢é um ntimero de Liouville.
Inspirados neste resultado, Marques e Moreira mostraram que se existir uma funcao f
inteira transcendente de modo que f(Q) € Q e den(f(p/q))" = O(¢")* (onde den ($) = b
para todo racional ¢ nao nulo) para todo p/q € Q, v > 0 e ¢ > 1 suficientemente grande,
entao f(L) C L [12].

Silva mostrou que nao existe uma fungao f inteira transcendente f(z) € Q[[z]] tal que
f@cQe

den(f(p/q)) = O(q")

para todo p/q € Q, com ¢ suficientemente grande e 0 < v < 1 [16]. Lelis [6] provou que nao

existe fungao inteira transcendente f(z) € C[[z]] tal que f(Q) C Qe

den(f(p/q)) = O(q)

Vp/q € Q, com ¢ suficientemente grande. Ficando em aberto para o caso v > 1. Esses
resultados sobre o comportamento aritmético de funcoes inteiras transcendentes serao vistos

com mais detalhes na préxima secao.

Lelis em [6] definiu um subconjunto de nimeros de Liouville para o qual existe uma
quantidade nao enumeravel de fungoes inteiras transcendentes que mapeiam ele em L. Ele

chamou esse conjunto de niumeros fortes de Liouville.

Definigao 3.4.1. Um numero real £ é chamado nimero forte de Liouville se

_bi
4q;

1
_ju \V/]Z].,

4

0<‘ <

onde pj/q; € o j-€simo convergente da fra¢io continua de . Denotemos o conjunto desses

numeros por L.

Desse modo, Lelis provou o seguinte teorema.

Teorema 3.4.1. Eziste uma quantidade nao enumerdvel de funcoes inteiras transcendentes

f, tais que f(L) C L.

Demonstracao. Ver [6] O

Yden(a/b) = b para todo a/b racional nao nulo

2f(z) = O(g(x)) = limy o0 % = (C, com C' uma constante.
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Definicao 3.4.2. Seja X um espacgo topoldgico, diremos que G C X ¢é subconjunto G de

X, se G € a intersecao de uma familia enumerdvel de abertos densos em X.

Proposicao 3.4.1. Sejam I um intervalo, nao degenerado, de R, G um subconjunto G5 de
R e (fn)n>0 uma sequéncia de fungoes definidas em I, continuas e nao localmente constantes.

Entao

) £.'(G)

n>0

é um subconjunto Gy de I.

Seria interessante garantir a existéncia de fungoes f inteiras transcendentes para os quais
f(G) C G, para algum G subconjunto G5 de R, pois, fazendo f,, = f para todon > 0, a
Proposicao 3.4.1 e o principio da continuac¢ao analitica implicam que, se existir uma fungao

nas condigbes da questao de Mahler, existe um subconjunto G5 em R tal que f(G) C L.

E sabido que L nao é Gy, desse modo, o maior avanco que temos na dire¢ao da questao
de Mahler, que ainda nao foi totalmente respondida, é de Marques e Moreira que provaram

que existem funcoes com tal propriedade. Antes do resultado facamos a seguinte definicao.

Definicao 3.4.3. Um numero real & é chamado ultra-Liouville se para qualquer inteiro

positivo k, existe uma quantidade infinita de nimeros racionais p/q tais que ¢ > 1 e

1
expl(q)’

e P
q

0< <

onde expl¥(z) = x e expl™(z) = exp(exp”(2)) é uma recorréncia.

Denotemos por L, 0 conjunto de todos os nimeros ultra-Liouville. Marques e Moreira

mostraram que

Teorema 3.4.2. Eziste uma quantidade nao enumerdvel de funcoes f inteiras transcen-

dentes tais que f(Lura) € Lugtra-

Eles provaram este fato utilizando o seguinte resultado.

Teorema 3.4.3 (Marques, Moreira). Eziste uma quantidade nao enumerdvel de fungoes

inteira transcendentes f(Q) C Q com 1/2 < f'(z) < 3/2, para todo x € R, tais que

den(f(p/q)) < q8q2, para todo p/q € Q, com q > 1.
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Veremos agora que teorema 3.4.3 implica o Teorema 3.4.2.

Teorema 3.4.4. Teorema 5.4.3 = Teorema 3.4.2

Demonstracao. Dado um nimero ultra-Liouville £ e um inteiro positivo k, existe uma infi-

nidade de nimeros racionais p/q com g > 7 tais que

1

exp*+3(q)

0<‘§—£'<
q

Se f é uma funcao como no teorema 3.4.2, segue do Teorema do Valor Médio que

P 3 P 3
‘f(g) -/ (5)' =3 ’§ - 5‘ = 2ezplF(g)

Por fim, verifica-se que f(p/q) = a/b implica %e:z:p[k](b) < exp**(q), para cada k > 1.

Assim,
ro -3 =lr@ -1 ()| <5l < smmis
bl q)| =217 q|  2expl(q)
Desse modo, f(§) € Lura, para todo € € Lyra. O

3.5 Comportamento Aritmético de funcoes transcen-

dentes sobre QQ

Nesta se¢ao daremos mais detalhes sobre o comportamento aritmético de fungoes trans-
cendente que levam racionais em racionais. Daremos especial enfase no teorema principal
de [6] e nas dificuldades de provar para v > 1. Marques e Moreira [27] que se existir uma
funcao inteira transcendente que leva racionais em racionais, com denominador de f (§> da

ordem de, ¢* ela leva niimero de Liouville em nimeros de Liouville.

Silva [16] mostrou que nao existe uma funcao f inteira transcendente f(z) € Q[[z]] tal
que f(Q) CQ, den(f(p/q)) < Cq" para C' > 0 uma constante e, para tod ¢, suficientemente
grande e 0 < v < 1. A dificuldade de mostrar para v > 1 na demonstragao citada anteri-
ormente é que ela resulta em lim, ,., C¢"~' = 0 que ndao é verdade para v > 1. O teorema

principal desta se¢ao foi provado por Lelis [6] que provou que
Teorema 3.5.1. Ndao existe fungdo inteira transcendente f(z) € C[[2]] tal que f(Q) CQ e

den(f(p/q)) = O(q)
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Vp/q € Q, com q suficientemente grande.

Para a prova desse teorema é necessario, inicialmente, desenvolver uma representacao
para funcgoes inteiras conveniente aritmeticamente. Para isso estudaremos expansoes polino-
miais de fungoes inteiras. Em seguida serd construido um conjunto de polinémios adequado
que no qual qualquer fun¢ao inteira possa ser representada por uma série desses polinomios.
Também serd necessario explicitar os coeficientes dessa expansao polinomial para estudar
com mais precisao seu crescimento. A secao termina com a demonstragao do teorema prin-

cipal com base nesta teoria desenvolvida.

Expansoes polinomiais de funcgoes inteiras

Seja B o espaco vetorial dos polinomios com coeficientes complexos, munidos de topologia
da convergéncia uniforme sobre todos os subconjuntos compactos de uma regiao simples-
mente conexa 2. O completamento de B é o espago U(f2) de todas as funcoes analiticas
sobre a regiao 2. Seja a sequéncia de polinémios ® ={y,(z)}n>0 que formam uma base
de B, ou seja, qualquer elemento de B tem uma tnica representagao p(z) = ) ¢,on(x).

Entao toda F(z) em U(2) é o limite em n de uma sequéncia de somas finitas em k da forma
D rnipr(2).

Isso nao significa, em geral, que sempre existem constantes ¢, tais que > ¢,¢,(2) con-
verge para f(z). Contudo, como ® é uma base de B, existe uma tinica matriz infinita com

linhas finitas, de tal modo que
k= Z?T]m@i(z), k>0 (3.1)
i=0

suponha que 0 € €1, e seja f uma fungao analitica na origem, logo podemos escrever

usando (3.1) obtemos

1= 0 )

ou



com

> (k)
Cp = kz Wk,nfk‘—!(o) (33)
=0

A expansao (3.2) com coecientes (3.3) é chamada serie bdsica, introduzida por J. M.
Whittaker [23], e estudada com mais detalhes por ele em [32] e pelos seus alunos, entre eles,
Eweida em [25] e Makar em [28]. Definiremos agora a ordem e o tipo de um conjunto bésico

e de uma funcao inteira.

Seja N, o numero de coeficientes m,,; diferentes de zero na representacao (3.1), se N,, é

tal que N quando n — oo, entao ® é chamado conjunto de Cannon. Considere

wn(R) = Z |Tni | M ()

2

com M;(R) o médulo maximo de ¢;(z) em |z| < R. Whittaker [23] definiu a ordem w e o
tipo 7 de um conjunto bésico de Cannon da seguinte forma

w= lim w(R)

R—o0

co1m

1
w(R) = lim sup -28<n )
n—oo  nlogn

ese () <w < oo,

v = lim v(R)

(wn (1))

v(R) = limsup —————e¢

n—o00 nw

Whittaker [23] mostrou que um conjunto bésico de Cannon de ordem w e tipo 7, repre-
senta, na totalidade de C, toda fungao inteira f com ordem menor que 1/w ou ordem igual
1/w e tipo menor que 1/v. Lembramos que a ordem de uma fungao inteira f(z) é definida

da seguinte maneira,
log(1 00
i sup 2008 1l )
r—300 log r

com B, sendo o disco de raio r ¢ || f||~.5, a norma do supremo de f(z) sobre B,. A ordem

é um numero real nao negativo ou infinito. A ordem de f(z) é o infimo de todos os m tais

43



que f(z) = O(exp(|z|™)) quando z — co. Se 0 < p < oo pode-se definir o tipo:

b log [[flloo.5.
o = limsup ———
r—00 rP

se

f(z)= Z anz"

n=0
entao a ordem e o tipo de f sdao dados por
) nlogn
p = limsup ————
n—oo  — lOg |an|

(epo)t? = lim sup n/?|a,|*/™
n—oo

Para mais detalhes sobre fungoes inteiras ver [24].

Voltando ao conjunto basico ® temos que se

im 2 _ (3.4)

n—oo nlogn

com D(n) o grau do polinémio de maior grau na representacao de z" em (3.1), temos
que w(R) é o mesmo para todo R > 0 ¢ ele é a ordem w do conjunto bésico [25]. Além
disso, a ordem de um conjunto bdsico satisfazendo (3.4) é dada por

lim sup log(maw{ |7l |pi;|})
n—o0 n lOg n

(3.5)

Seja congunto simples o conjunto bésico ® ={¢,(2)},>o tal que o grau de ®,(z) é n.

O teorema a seguir, provado por Whittaker [23], é muito importante para a demonstragao

do teorema principal.

Teorema 3.5.2 (Teorema de Whittaker). Seja ® ={¢,(2)},>0 um conjunto simples de

polinomios com
©i(2) =pio+pin+ .+ Pz 2 (0=0,1,2,..) (3.6)
tal que todos os coeficientes satisfazem a desigualdade
lpij| < L

para algum L > 0 e seja f(z) uma fungao continua e diferencidavel em |z| < p, onde p > 14L.

Entao a série
o

Z Cn§0n<z>

n=0

converge absolutamente para f(z) em |z| < p.
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ds-representacao

Utilizando os resultados anteriores sobre expansao polinomial de fungoes inteiras, cons-
truiremos um conjunto bésico de polinomios ® ={,,(2) },>0, com propriedades aritméticas
convenientes. Ou seja, construiremos um conjunto bésico de polinémios de ® ordem 0 (faci-
litando o estudo da mesma), e provaremos que qualquer fungao inteira pode ser representada

como uma série de polinomios de ®.

Seja o conjunto S = {ag, a1, ag, ...} e definamos os polinémios {¢,(z)}n>o de tal modo
que o grau de ¢,(z) é n, u(a,) =1 e pu(ag) = 0 para todo 0 < k < n. Com, gy =1, e

paran > 1

it (2 — )

()On(z) = n—1 )
fet (O — o)

Quando S é finito com n elementos, a, = 0 para todo £ > n. E o conjunto bésico

O ={p,(2) }n>0 serd chamado de conjunto bdsico associado a S.
Teorema 3.5.3 (Teorema de ®g-representagao). Seja

1 11 1
=30,1,—1,=,—=, =, —=, ...
S {07 ) 727 2737 37 }

o conjunto formado pelo 0 e os inversos dos numeros inteiros, assim ordenados. Entao g

representa em todo plano complexo, de maneira inica, qualquer funcao inteira. Ou seja, se

f € uma funcao inteira, entao existem e sao unicos os cy,cq,... em C tais que
f(z) =) capn(2),¥z € C (3.7)
n=0

(3.7) serd a ®g-representacao de f(z).

Férmula de inversao

Sera essencial calcular os coeficientes ¢, da ®g-representagao para estimarmos seu cres-

cimento. O lema a seguir nos auxilia exatamente nesse sentido.

Lema 3.5.1 (Férmula de inversao). Sejam f(z) uma fungdao inteira e S = {ap, a1, g, ...} C

C. Se N
F(2) =3 apnle)en €C

n=0
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¢ sua ®g-representacao, entao

o= Unmrflag),n=0123.., (3.8)
k=0
com Ypo=1¢
k
Yok ==Y n i) n i, (3.9)
j=1

para 0 < k <n

Demonstragao. Pela definicao de polindomios ¢, (z) de ®g temos que ¢y = f(ap) = o0 f (o).

Provaremos por indugdo em n, para isso, assuma que (3.8) vale para todo 0 < k < n — 1.

Dai temos . .
flaw) =Y enprlan) =D crprlan)
k=0 k=0
logo
Cn = f(gn) - Z Ckgpk(an)
k=0
n—1 k
= flom) = > ulonm) D vin—jf(a)
k=0 J=0

cn = flam) + i flax) <_ i Pj (an)wjd—k) )

Jj=k

Segue que

Cp = Z¢n7n_kf(ak),n =0,1,2,3,...,
k=0

com Yp,o=1e
n—1

Y-k = — Z Pi(an)j -k,
=k

para0 <k <n-—1

k
¢n,k = - Z ‘Pn—j(an)wn—jvk—j
j=1
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paral <k <n

]

Seja, entao S = {0,1,—1,1,—1, 3, —3,...}. A partir do lema anterior podemos calcular

os coeficientes ¢, da ®g-representagdo. Por definigao, temos que @5 = {¢,}n>0, onde
o =1, (2) = 2,

n—1
- H e -3
on(2) = — (3.10)
CHE DTG

I\
—3
—~
I\
)
|
Tl
~—

i
I

(3.11)

—~
F)

=+ |~
—
~—
—=
/N
—~

3

+ =
—
N}

)

I
=
N—

£
Il
—

para n > 0 e sendo

I () - S () ()

B (=)t (n—1)!1(2n —1)!
T p2n-1) (n—1l(n—1)n!

(=)™t 2n—-1
T p2(n-1) n

Logo podemos reescrever os polindémios ¢;(z), obtendo

oo (2) = (—1)n—1"7% (2”7; 1) o (z _ %) T (22 _ %) (3.12)

k=1
m+1\"" 1
" = (=1)" 1)# ! R 3.13
)= e 1 () T (- (3.13)
comn >0
Para calcular os coeficientes 1, ; da férmula de inversao, é necesséario calcular ¢y (),
com ap € Pg e o, € S. da definigdo de p;(z) , temos que Vm € N o nimero j:% anula

todas as p;(z) a menos de uma quantidade finita delas, ou seja, ¢;(1/m) =0se m < i/2 e

wi(—1/m) =0sem < (i —1/2). Se m > n + 1, usando (13) temos
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e () () ()
Y () (1)
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De maneira analoga, pode-se mostrar que

1 n\»+tlmFn m-+n
=) = (—) 3.14
72 ( m) + m m+n( 2n ) ( )

Pelo anterior podemos calcular os coeficientes 1, da férmula de inversao. Ou seja, temos

que Y0 =1e
k
Y = — Z Prn—j (an)¢n—j7k—j7
j=1

(=pn*
|2 J

n+1
wnk_ Z@ny( iJ)wn]’k]

por (3.14) e (3.15), temos

k a1 (\ " n—j
S (_W(LL%JJ) (0T s

J=1

para 1 < k <n. Como «, = para n > 0, entao

Sen=2k>0,keN. cason=2k|+ 1, keZ
k ni—j |\ " n—1—j
(LN s
wn,k = _Z <_1)] < Léj 2 Tl—j 2 wnfj,kfj

Prova do teorema ®g-representacao

Agora queremos mostrar que a ®g-representagao expressa qualquer fungao inteira. Se-
gundo o teorema de Whittaker, para mostrar que ®g representa, na totalidade de C, qual-

quer fungao inteira, é suficiente mostrar que se ;(2) = pio +pinz + ...+ pu2", entado existem
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Pi | < O, entao pelo Teorema de Whittaker, o conjunto

uma constante C' > 1 de modo que o

{pﬁ(pi(z)} representa, na totalidade de C qualquer funcao inteira, ou seja, existem e sao

unicos ¢y, ¢1, Co, . .. em C tais que
o0
F(2) = cappnion(2),¥z € C
n=0

E segue a existéncia da representacao. Desse modo

1 2 [1(22 - %), se i=2n+1,n>0,
—piz) =9 T (3.15)
Pai 2(z=5TI(2= %), se i=2nn>1

k=1

Desse modo, basta mostrar que coeficientes de [] (2% — k—IQ) sao limitados Vn. De fato
k=1

& 1
H(ZQ - ﬁ) = Gno + @n22” + -+ Guan—22”" 7 + 27,

temos que
"1 w2
|Qn2n72’ = ﬁ < E?
k=1

e também

1
|Qn2n—2j| = Z m

1<ki<..<k;<n

"1 1
S;ﬁ 2 (ky ... k;)?

1<ki<..<kj_1<n

2
G 1 ’CInZn—2(j—1)‘ < |qn2n—2(j—1)’-

A\

Pij

Pelo anterior, tem-se que < %2 , logo, pelo Teorema de Whittaker, temos que ®g

representa, na totalidade de C, qualquer funcao inteira. A unicidade dos coeficientes ¢,
decorre do fato de que ¢ = f(0),c; = f(1) — co,co = f(=1) — co — crp1(—1), e assim

sucessivamente, provando a unicidade dos coeficientes c¢,,.

Teorema principal

Teorema 3.5.4. Ndio existe fungdo inteira transcendente f(z) € C[[2]] tal que f(Q) CQ e

den(f(p/q)) = O(q)
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Vp/q € Q, com q suficientemente grande.

Mostraremos que nao existe fun¢ao inteira transcendente nas condicoes do teorema 3.5.4
buscando contradi¢oes com as propriedades aritméticas relativas as fungoes inteiras e utili-
zando que uma funcgao f inteira é algébrica se, e somente, se é um polinémio. O préximo

lema nos d4 informagoes a respeito dos coeficientes 1, em (3.8) e (3.9)

Lema 3.5.2. Sejan >0 e 0 <k <n, entao ¢, € Q. Além disso,
n+1|"
2

dents) ||

Demonstracao. Como

k _1\n+1
T G T

i=1

O <%) €7

Provemos por indugao em n. se n = 0, entao ¢y9 = 1, logo o lema vale para n = 0.

e também

onde

suponhamos que o lema seja valido para todo 9,5, com 0 < m < n — 1 e para todo
0 <k < m. logo, para 7 > 1, temos

n—j+1 n-l

den(Vn—jr—j)| {TJ ,

(—1)n !
[25T]

ou seja, o numerador ¢,_; < ) cancela com o denominador de den(¢,,_;x—;). Logo

den(uns) |||

2

Prova do teorema principal

Demonstrag¢ao. Suponha que f(z) é uma funcao inteira satisfazendo f(Q) C Q, den(f(p/q)) =
O(q), para todo p/q € Q, com ¢ suficientemente grande. Pelo Teorema 3.5.3 f(z) tem uma
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dg-representacio, ou seja, f(z) = Y. cyn(2). E também, pelo lema 3.5.2, temos que
n=0

Cp = an,n—kf(ak)a n = Oa 17 27 37 cee
k=0

_ )k+1

R Por hipétese existe C' € Z~o uma constante tal que
2

()l

onde oy, =

pelo lema 3.5.2,

n+1|"
den(n) | |5
2
Dai temos que, ou ¢, = 0 para todo n suficientemente grande (e f(z) é um polinémio),
ou
(A —
el 2 Tt
[,
com d,, = mmc(1,2,3,...,C L”T“J) Contudo, é uma consequéncia do Teorema do nimero

primo que d,, ~ 301" [26]. Portanto, concluimos que, ou ¢, = 0 para n suficientemente

grande, ou

(3.16)

com p = 3¢.

oo
Por outro lado, f(z) é inteira, logo > c,¢,(R) é absolutamente convergente para todo
n=0

lim {/|chon(R)| =0
n—oo

R > 0, entao

de (3.12) e (3.13), segue que

(pdy) or o1
[ (R - 1) |2 (R —1)n (|2 (B=1) yn

|cn| < (3.17)

Como (3.16) e (3.17) ndao podem ser simultaneamente verdadeiras para infinitos n, con-
cluimos que ¢, = 0 para todo n suficientemente grande, logo f(z) é um polindémio, logo,

nao é uma funcao transcendente.
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]

Ao mostrar que nao existe fungao inteira transcendente f(z) € C[[z]] tal que f(Q) C Q
e den(f(p/q)) = O(q), Vp/q € Q, com ¢ suficientemente grande, vamos na diregdo do
problema ainda em aberto referente a existéncia de uma funcao nas mesmas condigoes,
porém, da ordem de ¢” com v > 1, pois para o caso v < 1 néo existe uma fungao (demostrado
por Silva [16]). A dificuldade de mostrar a inexisténcia de tal funcdo para o caso v > 1 ¢é
que a limitacao inferior, estudada neste trabalho, para a norma dos coeficientes c¢,,, no caso
¢y, diferente de zero, é insuficiente para garantir a convergéncia da série na totalidade de C.
Pois terfamos que calcular o mme(1,2,3,...,C ["THJ”), o que nao é mais da forma p", para
algum p fixo. Como o é para v = 1. E possivel que, melhorando a estimativa para as normas
dos coeficientes ¢, seja possivel provar a inexisténcia de tais funcoes. Outra possibilidade é
considerar outro conjunto S = {ag, a1, ...} para mudar a ®g-representacdo, pois, para um
conjunto onde den (a,,) cresga de forma mais lenta, é possivel que a estimativa de |a,| seja

mals conveniente.
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