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Resumo

Consideramos um sistema de ponte suspensa de comprimento [ onde os cabos de suspensdo so-
frem efeitos térmo-eldstico. A teoria que modela matemdticamente as pequenas flexdes na vigas
do tabuleiro € a teoria de Timoshenko modela o tabuleiro. Utilizamos a teoria de semigrupos. A
existéncia e unicidade da solucdo sdo obtidas pelo teorema de Lumer-Phillips. Para o comporta-
mento assintdtico, apresentamos, sob certas restricdes, uma condido necessdria e suficiente para
garantir a estabilidade exponencial. Contudo, em um caso especifico, ndo observamos decaimento
exponencial, independentemente da relacdo entre os coeficientes do sistema; nesse caso, provamos

o decaimento polinomial.

Palavras-chave: Ponte suspensa; viga de Timoshenko; equacdes diferenciais parciais; teorema de

Lummer-Phillips.



Abstract

We consider a suspension bridge system of length [ where the suspension cables are subject to
thermoelastic effects. The theory that mathematically models the small bends in the deck beams is
Timoshenko’s theory, which models the deck. We use semigroup theory. The existence and uni-
queness of the solution are obtained using the Lumer-Phillips theorem. For the asymptotic behavior
presented, under certain restrictions, a necessary and sufficient condition is required to guarantee
exponential stability. However, in a specific case, we do not observe exponential decay, regardless

of the relationship between the system coefficients; in this case, we prove polynomial decay.

Key-words: Suspension bridge; Timoshenko-Enrenfest beam; Partial differential equations; Lummer-

Phillips Theorem.
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Introducao

Desde os primérdios da civilizagdo, a necessidade de transpor obstaculos naturais & como rios,
vales e desfiladeiros & impulsionou o ser humano a desenvolver diferentes tipos de pontes. Entre
essas solucdes, destacam-se as pontes suspensas, que, ao longo da histéria, evoluiram de estruturas

rudimentares para verdadeiras obras-primas da engenharia moderna.

As primeiras pontes suspensas surgiram de maneira simples e empirica, muitas vezes construi-
das com cordas, cipds e madeira. Povos antigos, especialmente em regides montanhosas como
os Andes e partes da Asia, utilizavam materiais naturais para criar passagens estreitas e flexiveis,
sustentadas por cabos presos as margens. Essas estruturas, embora frageis, demonstravam um im-
portante principio fisico: a capacidade de distribuir o peso por meio da tracdo. Com o avango das
técnicas construtivas e o desenvolvimento de novos materiais, como o ferro e posteriormente o0 aco,
as pontes suspensas passaram por uma significativa transformacdo. Durante os séculos XVIII e XIX,
com a Revol¢ao Industrial, esse tipo de ponte ganhou destaque por permitir a constru¢cdo de vaos

mais longos e resistentes, tornando-se essencial para o crescimento urbano e o transporte.

Figura 1: Ponte Aanakkale 1915



Atualmente os avancos obtidos pela engenharia permitem que sejam construidas estruturas cada
vez mais longas e seguras. Este é o caso da ponte Ponte Aanakkale 1915, (Figura 1), a maior ponte
suspensa do mundo que estd localizada na Turquia, com um vao principal de 2.023 metros, que
conecta a Europa e a Asia sobre o Estreito de Dardanelos. Esta ponte foi inaugurada em margo de
2022, ela superou a ponte anteriormente recordista, a Ponte Akashi-Kaikyo no Japao, (Figura 2),

que tinha um vao de 1.991 metros.

Figura 2: Ponte Akashi-Kaikyo

Porém o que mais impressiona nestas estruturas ndo sdo suas dimensoes faradnicas, mas sim a
alta tecnologia usada na sua construcao e manutenc¢ao, entre elas os mecanismos estabilizadores, por
exemplo, molas e péndulos, aplicados localmente na ponte para minimizar as oscilagdes produzidas

por ventos, tremores ou maremotos. (Figura 3)

Figura 3: Mecanismos estabilizadores



No dia 7 de novembro de 1940 aconteceu o colapso da ponte Tacoma Narrows, localizada nos

Estados Unidos (ver Figura 4). Esse acontecimento mudou a visdo sobre problemas oscilatorios.

Figura 4: Colapso da ponte Tacoma Narrows

Tendo sido inaugurada em Julho do mesmo ano, apds ser atingida por ventos com velocidade
de cerca de 70km/h a ponte caiu. Entretanto, a queda da ponte Tacoma Narrows ndo ocorreu de-
vido a ressondncia mecanica, mas a um efeito aeroeldstico chamado flutter (quando uma superficie
de sustentacdo apresenta caracteristica oscilatéria auto-excitada a partir de uma determinada velo-
cidade. Devido a esta catastrofe, os estudos sobre problemas oscilatorios em estruturas de vigas

intensificaram-se bastante.

Apresentamos um modelo de uma ponte suspensa, conforme ilustrado na Figura 5, concebida
como uma estrutura mecanica que suporta cargas verticais através dos cabos principais, modelados
por uma corda eldstica u = u(z, t), a qual é acoplada ao tabuleiro por meio de cabos de suspens@o,
onde z representa a distancia ao longo da linha central do tabuleiro em sua configuracao de equilibrio

e t a varidvel de tempo.

Cabos de Suspensao Cabo Principal

A AN

Pilar Tabuleiro Pilar

Figura 5: Ponte Suspensa. Esta figura € encontrada na referéncia [5].



Em 1945, Timoshenko publicou um trabalho sobre pontes suspensas, intitulado “The Theory of

Suspension Bridges” (ver [13]). Deste trabalho, obtemos um modelo matematico unidimensional

dado por
Ut — QUze — N —u) =0, em (0,1) x Ry, (1)
p1os — K(pe + )z + M —u) =0, em (0,1) x Ry, )
P2¢tt - bqujara: + '%(90:1: + %D) = 07 cm (07 l) X R-H (3)

onde, denotamos por ¢ = ¢(x,t) o deslocamento da secdo transversal no ponto = € (0,1), e por
1 = 1(x,t) o Angulo de rotacdo da se¢do transversal e as constantes «, \, py, pe, & € b sdo constantes
positivas.

Uma ponte suspensa com amortecimento interno foi considerada em [5], onde Raposo et al. ob-
tiveram que a solu¢@o ndo apenas decai exponencialmente, mas também € analitica, posteriormente,
Gutemberg et al. em [10] analisaram o mesmo sistema realizando uma andlise mais completa e
descubriram a falta estabilidade exponencial para algumas situagdes. Sobre o uma ponte suspensa,
temos o trabalho de [12], onde os autores analisaram um sistema de viga térmica de Timoshenko
com tirantes e amortecimento do tipo Kelvin-Voigt, onde a lei de Cattaneo fornecia o calor. Mas
recentemente, temos o trabalho de Gutemberg et al. em [11] onde os autores analisaram uma ponte
suspensa sob o efeito térmico atuando na forca de cisalhamento do tabuleiro.

Neste trabalho, consideraremos uma ponte suspensa, onde os cabos sofrem o efeito térmico.

Para representar essa dinamica térmica usaremos o lei de Fourrier. Assim, temos o seguinte sistema

Ut — AUgy — )‘((10 - U) + 7936 = 07 cm (Oa l) X R+> (4)
prpw — K(ps +¥)e + Mo —u) =0, em (0,1) x Ry, (5)
P21/1tt - bqu)cnm + ’{(90:0 + ¢) + M¢t = 07 cm (07 l) X R-‘m (6)

Qt — (Wm + YU = O, em (O, l) X R+, (7)

onde § = (x,t) representa a temperatura atuando no cabo e as constantes -y, ;. e § sdo positivas.

Consideramos tambem, as seguintes condi¢oes de contorno
uw(0,t) = u(l,t) = p(0,t) = p(l,t) = 1.(0,t) = (I, ) = 0,(0,t) =0,.(l,t) =0, t=0, (8)
e as seguintes condicdes iniciais

u<x70> = uo(l’); ut(x,()) = ul(‘r); (p(SL’,O) = 900(1:); Spt(xvo) = 901('7;)7 T E (Ovl)a (9)
U(x,0) = Po(x); tu(x,0) =1h1(x); O(x,0)=0b(z), =€ (0,1). (10)

Para este modelo, nosso objetivo € mostrar a boa colocagdo da solucdo e realizar uma andlise de

comportamento assimptético.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, colocamos as defini¢cdes, propriedades e resulatados mais relevantes de Andlise

funcional que contribuirdo como suporte para que este trabalho seja bem desenvolvido.

1.1 Espacos Hilbert

Nesta secdo, estamos interessados em estabelecer a defini¢c adequada dos espagos de Hilbert,

estes sao de suma importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 1.1. Seja X um espago vetorial. Dizemos que a fungdo

d:XxX —R
(z,y) — d(z,y)

é uma métrica, quando para quaisquer ,y,z € X tem-se que
(i) d(z,y) =0 <= =z =y;
(ii) d(x,y) > 0 sempre que & # vy,
(iii) d(x,y) = d(y,z);
(iii) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Além disso, X = (X, d) é chamado espagco métrico com a métrica d.

Definicao 1.2. Seja (x,,) uma sequéncia no espagco métrico X. Dizemos que (x,,) converge para z,
quando

Ve>0,3dngeNyn>=ny = dz,, ) <e



Em caso afirmativo, isto é, denotamos a convergéncia por
r, > x € X.

Definicao 1.3. O feixo de um espagco métrico X é o conjunto de todos os pontos x para o qual existe

uma sequéncia (x,,) em X tal que x,, — x. Tal conjunto é denotado por X.

Definicao 1.4. Sejam os espacos métricos X e Y tal que X C Y. Dizemos que X ¢é denso em'Y
quando, tem-se que X =Y .

Definicao 1.5. Seja (,,) uma sequéncia no espaco métrico X. Dizemos que (x,,) é de Cauchy em
X, quando
Ve>0,dng € N;n,m >ng = d(z,, z,) < €.

Definicao 1.6. Seja o espaco métrico X. Dizemos que X é um espagco métrico completo quando,

toda sequéncia de Cauchy (z,,) em X converge em X.

Definicao 1.7. Seja X um espago vetorial. Dizemos que a fungdo

|- llx: X —R

z— [lzflx

é uma norma, quando para quaisquer v,y € X e \ € C tem-se

(i) |z|lx = 0e|z|]|x =0 <= = =0;

(it) [[Azllx = [Alll]lx;

(iii) [lz +yllx < llzllx + llylx.
Além disso, X = (X, || - ||x) é chamado espaco normado munido da norma || - || x.
Observacao 1.1. Toda norma || - ||x em X induz uma métrica em X, dada por

A, ) = o - yllx.

Definicao 1.8. Seja o espaco normado X. Dizemos que X é um espaco de Banach, quando este é

um espago completo na métrica d(z , y) = ||z — y|| x-
Definicao 1.9. Seja X um espaco vetorial. Dizemos que a fungdo
((,)x: XxX—C
(z,y) — {z, y)x

é um produto interno, quando para quaisquer x,y,z € X e A € C tem-se



(i) (v, y)x =y, )xs
(ii) (\r, y)x =Xz, y)x;
(iii) (x+y, z2)x =(z, 2)x + (Y, 2)x;
(iv) (x,z)x 20e(x,2)x =0 < x=0.
Além disso, X = (X, (-, -)x) é chamado espagco munido do produto interno (-, -) x.

Definicao 1.10. Seja X um subespaco vetorial de um espaco H munido com produto interno. O

complemento ortogonal de X em relagdo a H é o conjunto
Xt={uecH;, (u,2)y=0, VoecX}

Proposicao 1.1. Seja X um subespaco vetorial de um espaco de Hilbert H. Entdo X é denso em H

se, e somente se, X+ = {0}.

Observacdo 1.2. Todo produto interno (-, -)x em X induz uma norma em X, dada por

lzllx = vz, 2)x.

Por outro lado, tem norma em X que ndo induz um produto interno em X.

Definicao 1.11. Seja o espaco de Banach H. Dizemos que H é um espaco de Hilbert quando || - || g

induz um produto interno (-, -) .

1.1.1 Espacos de Hilbert mais uasados

1. Espago L?(0,1). Definimos L?(0,) como o espago de hilbert das fungdes
mensuraveis f : (0,1) — C cujo o quadrado do valor absoluto é Lebesgue

integravel, isto €, se f € L*(0,1), entdo

l
/ |f(x)\2da: < 00
0

munido com o produto interno definido por

() = /O f(@)g(@)dz,

onde g(x) é o conjugado de g(z). Este produto interno ¢ induzido pela norma

i1 = ( | | f(x)Ide)é |



2. Espaco L?(0,1). Definimos L?(0,1) como o espaco de hilbert das funcdes
que pertencem ao L?(0,1) e tem média nula, isto €, se f € L2(0,1), entdo
f e L*0,1) fo x)dx. L?(0,1) estd munido com o mesmo produto interno
de L*(0,1).

3. Espaco H"(0,1). Definimos H™(0,1), com m > 1, sendo o espaco de hilbert
das fungdes que estdo em L?(0,) tais que suas derivadas de até a ordem m

também estejam em L?(0, ). Este espag estd munido com o produto interno

<fa g>Hm = <f, g) -+ <f/7g/> 4+ 4 <f(m)7g(m)>

induzido pela norma

e\ 2
1l = (1P + UL+ -+ 1LF13)

onde (™ representa a derivada de ordem m.

4. Espaco H}(0,1). Definimos H;(0,1), o espago de hilbert das fungdes que
pertecem H'(0, 1) e se anula nas extremidades do intervalo (0, /), munido com

o produto interno
f, 90 m = (f,9")

induzido pela norma
Lf ez = (11l
5. Espacgo H'(0,1). Definimos H.(0,1) = H'(0,1) N L?(0,1), munido com o

produto interno dado por

<f7 9>Hi = <f7 g>H01

1.1.2 Desigualdades notaveis

(i) Desigualdade de Cauchy-schwartz
Seja H um espaco de Hilbert. Se f, g € H, entdo

[(Fs )l < N llallglla-



(i) Desigualdade de Young

Se a e b sdo constantes ndo negativas, entdo para todo € > ( tem-se que
2, 1o
ab < ea” + —0b°.
4e

(iii) Desigualdade de Poincaré

Se f € H}(0,1) ou f € H}(0,1) entdo existe A; > 0 tal que

MILFIE < (113,

onde \; > 0 € a constante de Poincaré (o menor autovalor de —0,,.).

1.2 Transformacoes lineares limitadas

Nesta secdo, citaremos algumas defini¢des e resultados importantes da andlise funcional, estes
contribuirdo de maneira essencial para o bom desenvolvimento deste trabalho. Para maiores detalhes

e demonstracdes, remetemos o leitor as referéncias classicas [3, 4, 8].

Definicao 1.12. Sejam os espagos vetorias X e Y. Dizemos que A : X — Y é uma transforma¢do

linear quando, dados u,v € X e a € C tem-se que
A(au +v) = aA(u) + A(v).

Por outro lado, dizemos que A : X — Y é uma transformacdo antilinear quando, dados u,v € X

e a € C tem-se que
Alau +v) = aA(u) + A(v),
onde a é o conjugado de a € C.

Além disso, quando X € Y, a transformacdo é chamada de operador e quando Y = C, a

transormacdo é chamada de funcional.

Definicao 1.13. Sejam os espagos vetorias métricos X e Y. Dizemos que uma transformacdo A :

X — Y é continua em um ponto u € X se, para toda sequéncia (u,,) em X tal que u,, — u tem-se

que A(u,) — A(u).

Definicao 1.14. Sejam os espacos vetorias normados X e Y. Dizemos que uma transformacdo

A X =Y é limitada quando, existe M > 0 tal que

|Aw) |y < M||u||x, paratodo u e X.



Lema 1.1. Sejam os espacos vetorias normados X e Y. Se A : X — Y é uma transformacdo linear

(ou antilinear) limitada. Entdo, A : X — Y é continuo.

Teorema 1.1. Sejam X e Y espacos de Banach e A : X — Y uma transformagdo linear continua.

Se A é bijetiva, entdo, a inversa A™' :' Y — X é continua.
Definicdo 1.15. Definimos L(X,Y) o conjunto de todas as tranformagées lineares limitadas.

Lema 1.2. A fungdo || - ||z : L(X,Y) — R dada por

[Allz = sup {[lA(u)llv},

[Jullx <1

onde A € L(X,Y) define uma norma em L(X,Y).
Portanto, £(X,Y) = (L(X,Y); | - ||z) é um espago normado.

Definicao 1.16. Chamamos de dual topolégico o espaco normado X' = L(X,R).

1.3 Operador dissipativo e operador resolvente

Definicio 1.17. Seja H um espago de hilbert. O operador linear A : D(A) C H — H é denomi-

nado dissipativo quando

Re<"4ua u>H < 07
onde Re(Au, u)  representa a parte real do complexo (Au,u) .

Definicao 1.18. Sejam H um espaco de hilbert, A : D(A) C H — H um operador linear e 3 € C.
Chamamos o operador linear (G1 — A) : D(A) C H — H de operador resolvente de A. O niimero

complexo [ serd denominado valor regular de A quando:
i) BI — A é sobrejetivo;

ii) A inversa a direita (31 — A)™' é continuo. O conjunto de todos os valores regulares é caha-

mado resolvente de A e o denotamos por o(A).

1.4 Teoremas de Lax-Milgram e da regularidade eliptica

Definicao 1.19. Sejam X um espaco vetorial. O operador B : X x X — C é uma forma sesquilinear
se for linear na primeira entrada e antilinear na outra. lIsto é, fixando v € X, temos que B :

zx X — Célineare B : X x x — C é antilinear.

10



Definicao 1.20. Sejam H um espaco de hilbert e B : H x H — C uma forma sesquilinear. Dizemos

que B é coerciva quando existe uma constante C > 0 tal que
|B(u,u)| > C|lul|3, paratodo u € H.
Além disso, B é continua quando existe um C' > 0 tal que
|B(u,v)| < C||lu|lg||v||g, paratodo u,v e H.

Teorema 1.2 (Lax-Milgram). Se B : H x H — C ¢ uma forma sesquilinear continua e coerciva e

F . H — C um funcional antilinear continuo, com H um espaco de Hilbert. EntAfo a equaA§A£o
B(u,v) = F(v), paratodo vH,
possui uma tinica solu¢do v € H.

Teorema 1.3 (Regularidade Eliptica). Seja u € H'(0,1) uma solucdo fraca da equag¢do —u,,(x) =
f(x)em0,l. Se f € L*(0,1), entdo u € H*(0,1)

Corolario 1.1. Seja u € H}(0,1) uma solucéo fraca da equagdo —u'(x) = f(x) em 0,1. Se

f € L*0,1), entdo —u"(z) = f(x) no sentido quase sempre.

Corolario 1.2. Seja u € H!(0,1) uma solucéo fraca da equacdo —u"(x) = f(x) em 0,1. Se

f € L%0,1), entdo —u"(z) = f(x) no sentido quase sempre.

1.5 Teoria de Semigrupo

Neste capitulo, colocamos as defini¢des, propriedades e resulatados mais relevantes da Teoria de
Semigrupos de Operadores lineares que contribuirdo como suporte para que este trabalho seja bem

desenvolvido (ver [1]).

Definicao 1.21. Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores S(t) : X — X, t € R,

lineares continuos satisfazendo
(i) S(0) = I, operador identidade;
(ii) S(t+s) = S(t) o S(s).

é chamado de semigrupo.

11



Definicao 1.22. Seja S(t) : X — X um semigrupo. O operador A : D(A) C X — X, onde

D(A) = {x € X; yngm € X} (1.1)
definido por
A = lim 2T (1.2)
t—0 t

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo S(t) definido em X.
Dessa forma, da definico anterior podemos escrever o dominio do operador .4 como
D(A) ={zeX; Az e X} (1.3)
Definicio 1.23. Diremos que um semigrupo S(t) é fortemente continuo, ou Cy-semigrupo, se
limS(t)r =z, Vo e X. (1.4)

t—0

Teorema 1.4. Seja S(t) um semigrupo Cy ety € R,. Se x € X, entdo

tlir? S(t)x = S(ty)z. (1.5)
Além disso, se x € D(A), entdo

. / o

tlgg S'(t)x = S'(ty)z. (1.6)

Este teorema nos diz que, para todo elemento x € X a funcdo S(¢)x é continua. Isto é,
t— S(t)r € C(Ry; X).
e, para todo elemento x € D(.A) a fungo derivada S’(¢)z continua. Isto é,
t— S(t)r € C(Ry; D(A)NCH R, ; X).
Definicao 1.24. Diremos que um semigrupo S(t) é de contrago quando
180 e, = sup § 11

]l x
Teorema 1.5. [Teorema da boa colocagdo] Seja o problema de Cauchy

U(t) = AU(t)
U = U

exf<i

(1.7)
Se A é gerador infinitesimal do semigrupo S(t) definido no espaco de Banach X, entdo U(t) =
S(t)Uy € solugdo tinica do sistema (1.7) tal que para Uy € X

t— U(t) € C(Ry; X).

e, para Uy € D(A)
t— S(t)z € C(Ry; D(A)) N CHR,; X).
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Observacao 1.3. O espaco de Banach X é tambem chamado de espaco de fase e, é obtido a parti

da defini¢do do funcional energia do problema.

Observacao 1.4. Para que o problema (1.7) tenha uma boa colocagdo basta mostrar que o operador

A é um gerador infinitesimal de um semigrupo S(t).
Definicao 1.25. Dizemos o operador A é autbnomo quando A ndo depende de t.

Teorema 1.6 (Teorema de Lummer-Philips). Seja A : D(A) C H, com H hilbert, um operador
autonémo. Se A é linear, dissipativo, com 0 € p(.A) e dominio denso em H e, entdo A é o gerador

infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes S(t).

Uma vez garantida a boa definicdo do sistema, estudamos o comportamento assintético da so-
lucdo em relagdo a auséncia de decaimento exponencial e aos tipos de estabilizacdo: exponencial
ou polinomial. Os estudos relacionados a estabilidade exponencial sdo baseados no Teorema de

Gearhart-Herbst-Priiss-Huang para sistemas dissipativos( ver [6, 7]).

Teorema 1.7 (Gearhart-Herbst-Priiss-Huang). Seja S(t) = et um Cy—semigrupo de contragées

no espago de Hilbert H. Entdo S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se, iR C p(A) e

. . -1

1 g0 || (18 — A) ||£(H) < 00, (1.8)
where p(A) is the resolvent set of the linear operator A.

Por outro lado, para provar a estabilidade polinomial, usamos o Teorema 2.4 em [2].

Teorema 1.8. Seja S(t) = et um Cy—semigrupo de contragdes em um espaco de Hilbert H com

gerador A tal que iR C p(A). Entdo

1 . .
WH(W—A) Npun <G Booo = [[SOA Y <70 t—o0. (19

HQ
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Capitulo 2

Configuracao de semigrupos

2.1 Funcional Energia do sistema

Nosso objetivo nesta secdo € construir o funcional energia do sistema, pois este, € muito impor-
tante para nossas andlises, a saber, para a defini¢do do espaco funcional que vamos utilizar. Para
este propdsito, comegamos multiplicando a equagéo (4) por u; e integramos na variavel = em [0, [],

resultando em
l
/ [utt — QUygy — )\(90 - U) + ’y«%]utdaj =0,
0

onde pela linearidade da integral, obtemos

! ! ! !
/ Uyt dr — a/ Uy Uy AT — /\/ (p — u)uydx + 7/ O, u.dx = 0.
0 0 0 0

Aplicando a integracao por partes, chegamos a

! l ! !
/ U tpdr — ozuxut}f) + a/ Uy U dx — )\/ (p — w)udr + 70ut‘é - 7/ Ouy,dr = 0.
0 0 0 0

e usando as condicdes de contorno, obtemos

! ! ! !
/ Uty dx + a/ Uy U AT — )\/ (p — w)udx — fy/ Oudr = 0. 2.1)
0 0 0 0

Agora, multiplicando a equagdo (5) por ¢, e integrando na varidvel z em [0, ], obtemos

l
/0 (100t — K(0e + V)2 + A — u)]pidr = 0,

de onde resulta que

I ! !
Pl/ Prprdr — Fé/ (2 + U)atprdr + )\/ (o — u)ppdx = 0.
0 0 0

14



Aplicando integragdo por partes, obtemos

! I !
p1 / oueidr — k(py + w)gat‘f) + H/ (pz + V) predx + )\/ (o —u)pidx = 0.
0 0 0

e usando as condicdes de contorno, resulta que

! ! !
p1 / O pedr + Ii/ (pz + V) predr + /\/ (p — u)ppdx = 0.
0 0 0

Agora, multiplicando a equagdo (6) por v, e integrando na varidvel z em [0, ], obtemos

l
/0 [p2¢tt - b,@/}x:c + K(SDCC + ¢> + l“/)t]qvbtdx = 07

de onde chegamos a

l
0

[ l l
_ 2, _
o /0 bz — b /0 Vsthdr + / (0 + O)dz + 1 /0 ez = 0.

Aplicando integracdo por partes, obtemos

l
0

l l l
o /0 Bebeds — bib]l + b /0 Pothada + 5 / (s + V)ndz + 1 /0 [ Pda = 0.

e usando as condic¢des de contorno, chegamos a

l
0

l l [
2 _
oo /O tbudar + b /O Untade + K / (00 + &) thda + 1 /0 y[2d = 0.

Por fim, multiplicando a equacéo (7) por 6 e integrando por partes em [0, [], obtemos

!
/ [0; — 00,0 + YUy, |0dz = 0,
0

resultando que

! 1 l
/ 0,0dx — 5/ 0,.0dx + 7/ u0dz = 0.
0 0 0

Aplicando integracdo por partes, obtemos

l l l
/ 0:0dx — 6(6,)0]; + 5/ 10,|2dz + 'y/ uebdz = 0,
0 0 0

e usando as condicdes de contorno, obtemos

! I I
/ 0,0dx + 5/ |0, |*dx + 7/ g 0dx = 0.
0 0 0
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Somando as equacdes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4), chegamos a

l l l l l
/ UggudT + py / Prsprdr + P2/ VYupdx + / 0;0dx + Oé/ Uy UgedT
0 0 0 0 0

l l l
) / (0 — u)(@ — upde + r / (s + ) (s + D)ud + b / btbda

I I
+u/ | |*dx + 5/ |0,)?dx = 0.
0 0

Usando a identidade f,f = -<[f?], obtemos

1d l l l l l
st [ubar o [abis e [pass [ oo a [P
0 0 0 0 0

! ! !
—i—)\/ |g0—u|2dx+/<c/ |90x+1b|2d:z:—0—b/ ]¢m|2dx>
0 0 0
! !
—l—,u/ ]wt\de—l—é/ 10,|%dx = 0.
0 0

Portanto, definimos a energia total associada ao sistema como

L I I !
Et) = 5/0 |ut|2dx—|—%/0 |ux|2dx—|—%/0 \got|2d:c—|—%/0 [ |Pdx

b ! ) 1 ! ) )\ l ) K ! )
+= [ |W|fde+ = | |0)]7de+ = | | —ulde+ = | |ps+|7de.
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo

E, concluimos que a energia total satisfaz a lei de deissipa¢dao dada por
d Lo Lo
—FEt)=—p | |Y?de—9 | |0.]°dx <0, t>0.

Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo (0, ¢), para todo ¢ > 0 obtemos

t d t
/—E(s)dsé/ Ods, t >0,
o dt 0

implicando que
logo,

e chegamos a

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

isto é, a energia total, e consequentemente a solu¢do do sistema, tende a se estabilizar com o passar

do tempo. Dessa forma, é importante analisar qual o tipo de estabilidade que estd acontecendo.
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2.2 Hipoteses e problema de Cauchy

Para analisarmos a existéncia e unicidade de soluc¢do e, posteriormente, a estabilidade do sistema

(4)—(10), utilizaremos a Teoria de Semigrupos. Inicialmente, definimos o espago de Hilbert H; por
My = [HY(0,1) x L*(0,1)]* x H(0,1) x L2(0,1) x L2(0,1), (2.11)
munido do seguinte produto interno

<U7 U>'H1 = <U7 ,[)> +0z<u$, ﬁla:> —Fpl(CI)’ é) +p2<\11a i’) + b<1/]a:7 @ZJ1>
+>‘<(90 - U), (95 - ﬂ’)) + k<<90m + ¢)7 (9530 + 12)) + <979~>7

onde U = (u,v,0,®,0,V,0) e U = (1,0, D, ), W, 0). Além disso, este produto interno é

induzido pela norma

U5, = (U, U)x,
= [|v]l3 + w3 + p1[| @[3 + p2 /T3 + blleall3 + Alle — ull3 + &z + ¥|15 + 116]5-

Lema 2.1. Sejam ¢ € H}(0,1) e € HL(0,1). Existe uma constante positiva ky tal que

ol < ko (Bl[val3 + 5 |l + Y113 - (2.12)

Demonstracao:

Note que

lox + 3 = {po + ¥, 00 +9) = llgally + 101l + (o, ) + (¥, 02).

Usando a desigualdade de Cauchi-Schwartz, obtemos

2 2 2 2 2
12+ ¢ll5 2= ll@ally + 101l = 2l@all2l$ll = llplly + 1915 = lleall2(2l1]2),

e usando a desigualdade de Young com € = %, chegamos a

2 2 2 1 1 2 2
e+ 9l 2 llally + 191l = 5lleells = 20115 = 5 lealls = 115

Resultando que

2 2 2
lezllz < 2lpe +[l5 + 2125 -

Agora, usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

2
2 2
leally < 21lee + 915 + N 1Yl
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Portanto, para finalizar a demostragdo do Lema, basta tomar o = max{%, %}
O

A partir da desigualdade de Poncaré e do Lema (2.1), obtemos uma desigualdade que serd muito

util no decorrer deste trabalho.

lell3 < 7 Bllgall3 + 5 llee +115) (2.13)
onde v, = koA
Lema 2.2. Se U € H,. Entdo,

1015, = I3 + alluzll3 + ol @IS + pall OIS + 0l i3 + &llps + 15 + (16115
Além disso, existe uma constante K tal que
U153, < K ([0ll3 + allull3 + o |91 + o2l TS + bl + wllew + 15+ 110]3) -
Demonstragdo. A primeira desigualdade sai diretamente, pois Alj¢ — u||3 > 0. Para a segunda
desigualdade, comecamos notando que pelas propriedade de norma temos que
le —ullz < llellz + llull3-

E, usando a desigualdade poincaré e a desigualdade (2.13) obtemos

1
2
le —ullz < (Bllvallz + £ lles +ll5) + A—IHU:EHS-

Resultando que

A

01, < el + (o 5 )l + pll 0l + el eI
+ (14 2) llvellz + sllea + ¥112) + 19112

Tomando K = max {a + %1 , 1+ )\71} chegamos a desigualdade desejada.

]

Agora, escreveremos o sistema (4)-(10) como um problema de evolu¢ao de Cauchy de primeira

ordem. Introduzimos a fungdo vetorial U = (u, v, @, @, 9, ¥, 0), onde, u; = v, = P ey = V.

Entao,
Uy v
vy QUgy + A —u) — 0,
Pt 2
U=| & [=] Z+v).—2@k-u |=AU
(N v
\Z %%m—p%(%‘i‘w—p%‘y
0, 0020 — YUz
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onde

0 I 0 0 0 0 0
a0z — AN 0 A 0 0 0 —0,
0 0 0 I 0 0 0
A= Ag 0 LD — 2T 0 £0, 0
p1 p1 PL P1
0 0 0 0 0 I
0 0 — 20, 0 L2Owm—=1 —£]
P2 P2 pr2 P2
0 —70, 0 0 0 0 803z

(2.14)
O sistema (4)-(10) € reduzido ao seguinte problema inicial abstrato de uma equacao de evolucao

de primeira ordem,

{[&_AU:Q (2.15)

U(0) = U,

onde

A D(A) CHy — Hy

¢ um operador linear ilimitado no espaco de fase H; com dominio
D(A) ={U € Hy; AU € H1} ={U € Ha; 1.(0) = ¢.(I) = 0,(0) = 6,(]) = 0}.

onde
Ha = [H3(0,1) N H?(0,1) x Hy(0,D)]* x H>(0,1) x H(0,1) x H(0,1).

No préximo capitulo iremos mostrar que o prblema de Cauchy (2.15) estd bem colocado.
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Capitulo 3
Boa colocacao do problema

Inicialmente, desejamos provar que A é um gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de con-
tracdes. S(t) = e“‘“,t > 0, em H;. Para atingirmos nosso objetivo, consideremos os trés lemas a

seguir.
Lema 3.1. O operador A é dissipativo.

Demonstragcdo. Seja U = (u, v, p, ®,¢, U, 0) € D(A), pela defini¢do de (-, )3, , obtemos
K A
(AU, = (@t 4 Al = ) =28, 0) + o, u) + 1 (b ) = 2 =), @)

P2 P2

s

usando a propriedade distributida do produto interno, obtemos

(AU, Ugey = g, 0) + Moo — 1, 0) = 30, 0) + vy, u) + 5 (0 + 1)), )
M=, D) +b(Yae, ) — k(0o + ¥, U) — || W]5 + (T, 1))
+MP—v, 0 —u)+ kD, + U, 0, + V) + {Ous, 0) — (Vs 0)
= e, V) = M —u, & —v) = {0, ) + (v, , us) + 6 (05 + ¥), )
b (e, U) = k(e + 0, U) = p U5+ b(Ts, ) + NP —v, 0 —u)
+ k{(Qs + U, o + ) + (0w, 0) — v(vz, 6). (3.1)

Integrando por partes, obtemos que
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= —(Uy , Vz). (3-2)
Analogamente, temos que
(0p, v) = —(0, va), (0ot V), ®)=—((0a+7), Py), (3.3)

Substituindo (3.2)—(3.4) em (3.1) ficamos com

(AU, U)y, = =ty , vg) = Mo —u, & —v) +v(0, vy) + vy, uz) — k{@px + ¢, D)
_b<¢$7 ‘llx>_/{<90x+¢7 \P>_M||\Ijl|§+b<\l[x7wx>+)‘<(b_v’ SO_U>
+ k(P + U, 0p + ) — 010,15 — 7 (vz, 0)

e reagrupando os termos da soma, chegamos a

(AU, Uy = a ((va, Ua) = (Ua, 02)) AP =0, o —u) = (p —u, P =)
FE((Pe+ T, @+ ) — (po+ 0, Bo+ 1))+ b (s, ¥y) — (U, Uy))
— [l = 8185+ ({8, va) — (vs, 6)).

Usando a propridade de produto interno dada por (X,Y) = (Y, X)), obtemos

<AU,U>H1:a<<vx,ux>—(vx,ux>>+)\<<<I>—v,cp—u)—(<l>—v,<p—u>>
+f<:(<<1>x+\lf,sox+w>—<<1>x+\lf,%+w>)+b(<%,wx>—<%,wz>)

= 1l = 1013 + 5 (10, v2) = 0, 0

Netse ponto, usaremos a propriedade de nimeros complexos que diz: A diferenga entre um
nimero complexo e o seu conjugado € sempre um imagiario puro. Assim, a parte real do ndmero

acima é
Re(AU, U)yy, = —p ||W[J5 = 0]162]13 < 0. (3.5)

Entdo, A é dissipativo. O]
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Lema 3.2. 0 € p(.A), onde p(.A) é o conjunto resolvente do operador A.

Demonstracdo. Dado F = (f1, fa, f3, 1, [5, f6, f7) € Hi vamos mostrar que existe U(.A) solu-
¢do da equacdo resolvente — AU = F em H;. Em termos das coordenadas de U e F, a equacdo

resolvente € equivalente ao seguinte sistema,

—v = frem Hy(0,1), (3.6)
—QUgy — Mo — 1) + 0, = foem L*(0,1), (3.7)
—® = fyem Hy(0,1), (3.8)
k(e +1)a + Mo —u) = p1faem L*(0,1), (3.9)
—U = fsem H(0,1), (3.10)
b + K(pe + 1) + ¥ = pyfs em LZ(0,1), (3.11)
—604p + YV = frem L2(0,1). (3.12)

Substitutindo (3.6) em (3.12) e (3.10) em (3.11), obtemos
—QUgy — N —u) + 0, = fo:= g1 € L*(0,1), (3.13)
—R(s +0)o + A —u) = prfs = g2 € L*(0,1), (3.14)
—bihar + K(pa +U) = pufs + pafs == gs € L(0,1), (3.15)
~00,2 = 7 f1, + fr = ga € L2(0,1). (3.16)

Em (3.16), temos g, € L(0,1), pois [, fidz = fi(l) — f(0) = 0jd que f, € H(0,1).
Multiplicando as equacgdes (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16) pelos conjugados das funcdes u, p €

H}(0,1) e tp, 00 € HL(0,1), respectivamente, e integrando por partes obtemos

Uz, Ug) — A — u, @) + (b2, 0) = (g1, %), (3.17)
(P + ¥, §u) + Mp — u, §) = (92, 9), (3.18)
b(the, Va) + K{pa + 1, 0) = (g3, 0), (3.19)
06(0,0,) = o(ga, 0), (3.20)

onde o serd escolhido adequadamente.
Denotando V = H;(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1) x H!(0,1) e adicionando (3.17), (3.18), (3.19) e
(3.20) construimos um problema variacional
Bo ((u,,9,0), (4@, ,,9,0)) = Lo(a,,9,9), (3.21)
onde B, : V xV — C ¢é dado por
B (4,0, 9,8), (@, ¢,%,6)) = afua, @) + Mp —u, ¢ — @) + K(0x + %, G0 + 1)
(W, o) + 08(8, 02) + (0, )
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e, : V — Cédado por

Lo‘(a7 957 2/;7 é) = <gla a> + <g27 @) + <g37 ¢> + 0<g47 9>
Definimos em V a norma

1w, 0,9, )1 = llull + [l — ullz + llox + P13 + 1vollz + 16212
Afirmamos que:

a) B, é sesquilinear em ).

De fato, sejam Uy = (u, 1, %1,61), Uz = (U2, p2,20,02) € U = (i1, $1,91,01) em Ve
£ € C. Como

UL + Uy = B(ur, p1,%1,601) + (ua, 92,12, 02) = (Bur + ua, Bor + 2, Bihr + 12, B + 02).

Assim, temos que

By (BUL + Uz, U) =a((Buy + t2)z, Ta) + b{(B1 + 12)z, 1x)
+ MBe1 + @2 — (Bur + u2),  — @)
+ K{(Bp1 + 02)a + U1 + 1o, B + )
+ 06((801 + 02)z, 0a) + V(801 + 02)a, @)
=a(Bur, + tizy, Tz) + b(BY1, + U2y, Ua)
+ AMBp1 + p2 — Bur — uz, § — @)
+ K(Bp1, + 02, + B + 2, Go + O)

+ 0-5<691$ + 82337 91) + 7<ﬁelx + 021" fl/>

Pelas propriedades de produto interno, chegamos a

By (BUy + Us, U) =a(Bury, i) + a(ting, ila) + b(B1,, Va) + b(tha,, 1)
+ ABor — Pur, @ — @) + Mpa — uz, ¢ — 1)
+ 6(Beo1, + Bibr, Ba + P) + K{ P2, + 12, Bo + V)
+ 06(B01,,00) + 06(0a,, 0.) + 7(B01,, @) + (02, 0)

=Ba(ury, ) + g, Ta) + B0(1,, Ve) + b2, )

+ BAp1 — u1, @ — @) + A2 — uz, § — @)
+ BE(P1, + Y1, B + ) + K{Pa, + V2, B + V)
+ B08(01,,02) + 00(0a,, 0s) + By (Bry, @) + (B2, ),
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de onde resulta que
BU(BUI + U2a U) :6 a<u1x7 ﬂ:c> + b(@zjl;m ¢~$> + )‘<901 — Uy, 95 - ’L~L> + ’i<§01x + ¢17 @x + 77/;>

+ 00014, 00) + V(Ory W) | + Ung, ) + Doy, U)

+ A(SOQ — U, @ - 71> + R<¢2x + 77Z)27 @m + 1/;> + 0-5<023:7 é$> + ’Y<02m7 ﬂ>

=6B,(U1,U) + B, (Us, U)
Sejam U = (u, ,v,0), Uy = (iy, $1, 01, 601) e Uy = (fig, P2, U2, 05) em Ve § € C. Como
BUL + Uy = B(iia, 1,91, 01) + (T, B, V2, 02) = (Bl + iz, 1 + B2, B + 1o, B01 + 0).
Assim, temos que

By (U, BUy + Un) =a(ua, (Bl + fi2)z) + b(ths, (B1 + h2)s)
+ My —u, Bp1 + po — (Bl + Uz))
+ (0 + 0, (BP1 + $2)a + Bi1 + o)
+ 06(0,, (801 + 02).) + (0., Bliy + i)

= (ttg, Bling + fizg) + b(ta, b1z + as)

+ M —u, 81 + @2 — Bin — Us)
+ K(a + 1, BPr1e + B2), + B1 + o)
+ 06(0,, 8014 4 Oo,) + v(0s, Bity + ia)

Pelas propriedades de produto interno, chegamos a

B, (U, BUL + 02) =a (g, Bliz) + a(ug, taz) + by, 57;1& + bwm%ﬁ
+ Mo —u, B¢1 — Bun) + M — u, @2 — Us)
+ 50 + 1, B1a + ) + K(pa + 1, oo + )
+08(0,. 8012) + 00(0, Oa0) + (0, Bin) + V(B o)

=By, e} + Uy, Taz) + Bb(a, P12} + b(te, V2a)

+ BMp — u, @1 — ) + M — u, @y — @)
+ Br{pr + 1, Gro + Un) + K(pe + 9, Gar + 1))
+ B06(0, 014) + 06(02, o) + B (O, ) + 7(0, ),
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de onde resulta que
Bo(Ua 501 + UQ) :B a(“za ﬁ1x> + b<wm '451:1:> + )‘<30 - ﬁu7 951 - 7:L1> + H<90x + ¢> (151:13 + 7;1>

+ 0002, 010) + (0o, W) | + s, Gas) + b(r, V2a)
+ M — u, @ — ia) + K(px + 1, Paa + U2) + 060, 025) + (0, o)
=BB, (U, Uh) + B, (U, Us)
B, € continuo em V.
De fato, sejam U = (u, p,v,0) e U = (i, &, 0, 9~) em V), temos que
B, (U, U)| =[Bo((u, 0,9, 0), (@ &,4,0))]

— (g, i) + Mip — 1, § — ) + K0 + 0, G + )

+0(0s Ya) + 00(00,602) + (s, ) |.
Usando as propriedades de médulo de ndmeros complexos, chegamos
‘Ea(Ua 0)} <|Oé<unn7aa:>| + ‘)‘<90 —u, 95 - a>‘ + |"$<§0r + ZD, 9533 + 1/;>’
+wwm@M+kM@ﬁmhww@ﬂﬂ
=af(us, G| + Ml —u, ¢ — @) | + 6[(0x + ¥, G0 + )|
+ | (g, ) | + 0(5| 03| + 7 |(0s, @)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

B, (U, U)| <allusllal|allz + Alle = ull2|6 = @llz + slles + o ll2l16s + P2
+0llvall2llYalls + 0062121102 ll2 + YI|6xll2 @]z

Usando a desigualdade de Poincaré obtemos

B, (U, )| <allus|lo]|iiall + Al — ull2| — illz + 5llx + ©ll2]1Gx + P12
+ )|l Pell2 + 081182116212 + %A_lnemuzuaxuz.

Pela definicdo da norma em ) obtemos

Bo (U, 0)| <allUIv|1Ully + AU 1Ty + &1 T IT v

L T N PR N
FA+Rr+b+ 08+ —= | |Uv|T
(a k4bto w—) 1Ol IE -

Assim, a forma sesquilinear € limitada, portanto, € continua.
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c) Paratodo o > segue que B, € coercivo em V.

2)\5’

De fato, seja U = (u, ¢,1,0) em V, temos que

‘BU(Ua U)l :‘Ba((uv 2 wa 0)7 <u7 2D ¢7 9))|

=|a Uy, ) + Mo — Uy 0 — u) + K(s + 1), 0 + 1))

+ 0, Vo) + 00(04, 05) + (0o, w)

=|alluzllz + Alle — ullz + £lls + DI + bllvallz + odll6u]13 + ¥{0s, w) |

Usando as propriedades de médulo de nimeros complexos, chegamos

B, (U, U)| Zallual3 + Al = ull3 + llgs + 013 + bzl + 00]|02]15 = [7(6z, u)]
=al|usll3 + Mo = ull3 + llps +DI5 + bl + odll6:]13 — [ (0s, u)].

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
B, (U, U)| Zallug|l3 + Allp — ull3 + &llps + 0[5+ bllval3 + d]16.]5 — I16a]la]lu]2,
usando a desigualdade de Young obtemos
|Bo (U, U)| Zallusllz + Al — ullz + &llex + ¢35 + bllval3 + od]16.]12 - Z—:II(%H% — elull2,
usando a desigualdade de Poincaré obtemos
|Bo (U, U)| Zalluzll3 + Mo — ull3 + &llox + 913 + bllvall3 + 06623 — IIt9 I3~ ||ux|!2
== )l + Allp = wll + sl + 1B + Bl + (oa— ) 1013

Tomando € = QTM, obtemos

a 2
B (@, 0)] > (o= 5) el + Allp — ulld + wllon + w13 + bl + (aa — 2 ) 013
2

2
a v
S sl + Allp =l + sl + 018 + 6118 + (0 = 57 ) 16413
2
>min{ A, b, 00 — H} (luall3 + lle = ull3 + llga + 113 + l[all3 + [16:]13)
2
:min{ A, K, b, 05— } U3

d) L, é antilinear em V.
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Sejam U, = (ﬂl,gél,z/;l,él) el = (s, 952,12)2,52) em Ve g € C. Javimos que
BUL + Us = (Bt + tig, B1 + B2, Bibr + o, B0 + 02).

Assim, temos que

Lo (B0, + Us) = (g1, Bity + ita) + (g2, BP1 + Pa) + (g3, 81 + D) + (ga, BO1 + ).
(3.22)

Usando as propriedades de produto interno, obtemos

Lo (801 + Us) =(g1, Biin) + (g1, @2) + (g2, B51) + (g2, £2)
+ (g3, BUn) + (g3, 2) + (g4, B01) + (g4, 02)
=B3{g1, W) + (g1, Ua) + B{g2, P1) + (g2, P2)
+ Bgs, 1) + (g3, 1) + Blga, 01) + (g4, 62)
=B[{g1. @) + (g2, &1) + (g3,91) + (g4, 01)]
+ (g1, Ti2) + (g2, P2) + (g3, ¥2) + (g4, 02)
=50, + U,

e) L, é continuo em V.

Sejam U = (@i, 3,1, 0) em V), temos que

gz,> (95, 0) + 0 (9, 0) |
<‘<91,ﬂ)‘+‘92, ) + (g3, D) + o (g4, 0)|.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz cheqamos a
Lo (D)] <llgillallllz + llgall2llllz + lgsll2 19112 + ollgall=[16]]2-

Como g1, g, g3, g4 € L*(0,1) obtemos uma constante K > 0 tal que ||g1|] < K, ||gz]]2 < K,
[gsll2 < K e ||lgall2 < K, logo

L, ()] <K|iil|s + K||@ll2 + K] + o K |||
<K(|allz + 18l + 1Pl + o[|6]]2)-

Usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

~ 1, . 5 1, -~ o =
Lo (U)] <K | )2+ [|2ll2 + —lltballa + = 10z12 ) -
A A A1
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Usando o Lema 2.13 obtemos
~ 1 ~ ~112\ L 1 ~ g =~
Lo (U)| <K { Nz + (19112)2 + =z + 11622
)\1 )\1 )‘1
1 - T2 211 1 ~ g  ~
<K (o lalle + D (1908 + llow + B18)13 + = lall+ - 1l
)\1 )\1 )\1
1 . ~ ! 1, -~ o~
=K | —lltellz + vnUlvalz + llee + ¥12)7 + —l¢all2 + 1162 ) -
)\1 >\1 )\1
Pela definicdo da norma em ) obtemos
~ 1 1 o
Lo (U)| <K [ —Ully + v7llUly + — Ul + U]l
/\1 )\1 /\1

2 o
=K | —+vn++ | IIUv
A M

Portanto, pelo teorema de Lax-Milgram, existe um tnico (u, ¢, 1, ) € V solugdo de (3.21), para
todo (a, @, 0, 9~) € V. Tomando (1, 0, 0,0), entdo (3.21) é reduzido a

Uy, ty) — M —u, @) +v(0,, %) = (g1,a), paratodo @€ Hy(0,1).
Usando as defini¢des de produto interno, obtemos
(g, Uiy) = (A — u) — 70, + g1,4), paratodo @€ Hy(0,1).

Como A(p—u)—~0,+g; € L*(0,1), obtemos pelo teorema da regularidade eliptica que u € H?(0,1)

e
—QUze = M — u) — 0, + g1,

ou seja,

— Uz — M — u) + 70, = ¢1.
Tomando (0, ¢, 0,0), entdo (3.21) é reduzido a
Fv'(@x + ¢7 ()590) + )\<S0 - w7 @> = <927 ¢>7 para todo @ € H&(()? l)a
Usando as defini¢des de produto interno e a integragao por partes, obtemos

KL(gpxa 9527> + KJ<¢7 ¢$> + A(@ - w7 @) - <927 ¢>7 para tOdO 95 S Hé(()? l)’
= 1lpes Pu) — K0, @) + Mo — ¥, 9) = (g2,¢), paratodo @€ Hy(0,1),

= (Ko, Pu) = (Ko — N = ¥) + g2, 8), paratodo ¢ € H;(0,1).
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Como k1, — A — ) + go € L?(0,1), obtemos pelo teorema da regularidade eliptica que ¢ €

H?*(0,1)e
—R@zy = 'm/}ac - )‘(90 - u) + 92,

ou seja,

—K(pr + V)2 + Ao —u) = go.

Tomando (0, 0, 9, 0), entdo (3.21) é reduzido a

b{(1he, e + K{pe + 1, 9) = (g3,%), paratodo ¢ € HL(0,1),

Usando as defini¢des de produto interno, obtemos

(Db, ) = (— Ky + 1) + g3,4), paratodo b € H(0,1).

(3.23)

Como —k(p, + 1) + g3 € L2(0,1), obtemos pelo teorema da regularidade eliptica que ¢ € H?(0,1)

€

_bl/J:EIE - _K(QO:B + 1/)> + g3,
ou seja,
—btys + /{(pr + ¢) = g3-

Além disso, para toda 1) € H(0,1), tendo em mente (3.23) e (3.24), temos que

l

b<1/}a:7 Q;I> = <_K(90$ + w) + g3, 775> = _b<¢$$7 12) - —b'(ﬁz(l‘)@z({t) + b<¢ma 77Z~):r:>

Portanto,
b (D)9(1) = boo(0)1(0) = 0, paratodo ¢ € H,(0,1).
Consequentemente ¢, (1) = 1,(0) = 0.
Tomando (0, 0, 0, é) em (3.21), temos

5(0,,0,) = (g4,0), paratodo 6 e HL0,1).
Usando as defini¢des de produto interno, obtemos

(60,,0,) = (g4,0), paratodo 6 e H(0,1).
Como g, € L?(0,1), obtemos pelo teorema da regularidade eliptica que § € H?(0,1) e
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(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Além disso, para toda 0 HL(0,1), tendo em mente (3.26) € (3.28) temos que

l

(02, 05) = (94,0) = —6(000, 0) = —00,()0(x)| + (0, 0,).

0

Portanto,
50, (1)A(1) — 66,(0)8(0) = 0, paratodo 6 € H(0,1).

Consequentemente 6,.(1) = 6,.(0) = 0.

(3.29)

Dai resulta que existem u, o € H}(0,1) N H?*(0,1) e ¥,0 € HZ2(0,1) com ©,(0) = (1) =
0.(0) = 0,(1) = 0 tais que (u, p,1),0) é solugdo de (3.13)—(3.16). Pelas equagdes (3.6), (3.8) e
(3.10) temos v, ® € H}(0,1) and ¥ € H!(0,1). Portanto, temos que existe uma solu¢do dnica de

U € D(A) tal que —AU = F. Assim, cocluimos que o operador —A : D(A) — H; é sobrejetor.

Por fim, vamos mostrar que (—.A4)~! é continuo. Multiplicando — AU = F por U, obtemos

—(AU, U)z, = (F, Uy,
assim, tomando a parte real segue que
—Re(AU, U)y, = Re(F, U)y,,
Usando a equagdo (3.5), obtemos
]2 + 0110, ]* = Re(F.U),

Note que

pll@? + 016 |1* > min{pe, OH|W|* + min{p, |6 [* = min{p, o} ([P + [16:]1*) .

assim,
min{gs, O} Wo|* + [|0,1 < ul[P|]* + 6[|0. > = Re(F, U)x,,

resultando que

1

NP 8 € e e Ui
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
1+ 101 < s 1V Pl
De onde resulta que
117 < U Fl,
min{p, 0}
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(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)



162> < U126 |1 F N34 (3.36)

1
min{, 0}
Usando desigualdade de Poincaré chegamos a

1

—||U F 3.37
sy U Pl (337)

1
101" < A—IH%W <

Multiplicando as equagdes (3.6) e (3.8), respectivamente, por —v e —® e integrando em (0, [)

obtemos

<U7U> = _<flav> € <(I)7(I)> = _<f37(1)>7 (3.33)

assim,

o]l =—=(fi,v) e [|®]3=—(f5®), (3.39)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a definicdo da norma em H; obtemos

Iz = (o) < IAllzllvll < NU e 1 F e (3.40)

1215 = [{f5, )] < [l fsll2@ll2 < 1T I3 1 F ll34s - (3.41)

Agora, multiplicando as equacdes (3.7), (3.9) e (3.11), respectivamente, por @, 3 e ) e integrando

em (0, [) obtemos

_a<umﬁvu> _>‘<S0_u’u> +7<9r7u> = <f2,u>, (342)
—6{(Pa T V)a, ) + Moo =, 0) = pr(fa, ), (3.43)

integrando por partes, obtemos

allugl3 — Moo — u,u) — (0, ug) = (fo,u), (3.45)
K{pz + 10, 02) + M — u, ) = p1{fa, ), (3.46)
bllhall3 + K {pa + 0, 0) + (W, 1) = pa(fs, ¥), (3.47)

adicionando as equagdes acima chegamos a

allugl3 + Mo — ull3 + &llps + P15 + Dl + (0, ua) + (¥, )
= <f27u> + p1<f4a 90> + p2<f67¢>a (348)
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de Young e desigualdade de Poincaré,

obtemos

VO, uz) + p(V, ) = =([0l2llus |2 — | Pll2lld]2

1 1
> = 1-O1012)° = ellusllf — -l 112)° = |3

1 1 c
> = VIO = ellually — 103 = -l (3.49)

Substituindo (3.49) em (3.48) chegamos a
€ 1 1
(@ = uallz + Mo = ulls + sllor + D13+ (b= ) [ells = 221005 — =4 [¥]3
)\1 4e 4e
< (fo,u) + pi(fas ) + p2(fs, 1), (3.50)

a b

5 2 b obtemos

Para ¢ = max{

« b
§|luz||§ + Mo — ull3 + &l + VI3 + §||1/)x||3 < (fo,u) + pi(fas @) + pa(fe, V)

1, 1
—~210112 + — 12| ||2. 3.51
T IO+ s @3S

Usando (3.35) e (3.37), concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que
allugl5 + Ml = ull3 + &llps + 113 + 0llealls < CIU 3 | F Iy - (3.52)
Pelas estimativas (3.35), (3.37), (3.40), (3.41) e (3.52), obtemos

1015, = o113 + edlualls + prllRII3 + p2llTI13 + Dllvallz + Ale — wll3 + Klles + w13 + 19112

P2 1 )
: +— +C
min{y, v} Aymin{p, v}
< Ol F - (3.53)

<9 (1 P 1U o 1 s

Assim, obtemos uma constante K > 0, tal que

U113, < KNUl2 [ F 34,
implicando que

1Ulls: < K[ F 31, (3.54)
Consequentemente,

(= A) " Fllu, < KI[[F|3,.- (3.55)

Provando assim a continuidade do operador (—.A4) .

A partir da sobrejetividade do operador —A e da continuidade de (—.A4)~!, concluimos que o

ndmero real zero estd no resolvente do operador A.

]
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Lema 3.3. D(A) é denso em H,;.

Demonstracdo. Para demonstrar este lema, utilizaremos o resultado que pode ser encontrado em [?

], dado por

Proposicao 3.1. Seja M um subespaco vetorial de um espaco de Hilbert H. Entdo M é denso em

H se, e somente se M+ = (.

Pelo teorema da aplicagio aberta, temos que A~* é um operador linear limitado. Seja 3 € C tal
que ||A ) < ﬁ, mostraremos inicialmente que 3/ — A : D(A) — H; é sobrejetiva. Para
esse propésito, consideramos a composi¢do 31 — A = (BA™! — I)A, como A : D(A) — H,
é sobrejetiva, basta mostrar que 3A™! — I : H; — H, também & sobrejetiva. Dado W € H;,
definimos o funcional ® : H; — H; por ®(U) = —W + BA'U. Observe que, para todos
U,V € H,, temos

[2(U) = @(V)lla, = BATU = BATV |y < IBIIIA™ 2o IU = Vil < leauIU = V-

Assim, ® € uma contracdo definida no espaco de Hilbert H;. Pelo Teorema do Ponto Fixo de

Banach, segue-se que ¢ tem um tnico ponto fixo U € H, isto &,
o(U) =1, (3.56)
implicando que
(BA™ = DU =W, (3.57)

provando assim a sobrejetividade de S.A~! — I. Portanto, 51 — A também € sobrejetiva.

Agora, vamos mostrar que D(A)t = {0}. Seja U € D(A)* C H,, portanto, (U, W)y, = 0

1

para todo W € D(.A). Como o operador 31 — A é sobrejetivo, para todo 5 tal que | 5| < [ESIe

em particular, tomando 5 com Re{} > 0, temos a existéncia de W € D(A) tal que
U=(pl—-AW (3.58)
entao,
(U W)y, =0 <= ((BI = AW, W)y, =0 <= Re{B}H|W|[5, — Re(AW, W)y, = 0.(3.59)
Pela dissipatividade do operador A, segue-se que
Re{BH W3, <0 (3.60)
Portanto,

W5, =0 < W =0. (3.61)
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E, devido a linearidade do operador (31 — A), temos que
U=(8I—-A)0=0. (3.62)

Pelo qual concluimos que D(A)+ = {0} e pela preposicdo (3.1) temos que D(A) é denso em H,;.
[

Proposicao 3.2. A gera um semigrupo Cy de contracdes S(t) = et t > 0, no espago de Hilbert
Hi.

Demonstragdo. Como A é dissipativo, densamente definido e 0 € p(.A), a prova desta preposigao é

uma consequéncia direta do Teorema de Lummer-Philips.

[
Da Proposi¢do 3.2, podemos enunciar o seguinte resultado.
Teorema 3.1. Seja Uy € H,. Entdo existe uma tinica solugcdo U do problema (3.7) satisfatorio
U € C°([0,+00); Hy). (3.63)
Além disso, se Uy € D(A), entdo
U € C°[0, +00); D(A)) N CH([0, +00); Hy). (3.64)

Demonstragdo. Do terorema 1.5, U(t) = AU, é solucdo tnica de (3.7) satisfazendo (3.63) ou
(3.64).
]
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Capitulo 4

Analise de estabilidade

4.1 Lemas Técnicos

Considere a equacao resolvente

(iBI — A)U = F,

4.1)

com U = <U7U7307w72/}7’278)—r € D(A)’ F = (f17f27.](.37f47.][‘57f67f7>—r € H c 6 € R De (41)

obtemos o sistema

1Pu—v=fi

iBpv — Qg — A —u) + 70, = pfo
ifp—@=f3

iBp1® — K(pz +V)x + A —u) = p1fa
iY== f

in
in
in
in
in
in

in

4.2)
4.3)
4.4)
4.5)
(4.6)
4.7)
(4.8)

Lema 4.1. O conjunto resolvente do operador A contém o eixo imagindrio, ou seja, iR C p(A).

Demonstracdo. Do Lema 3.2, 0 € p(A). Agora, seja § € R\ {0}, suponha que exista algum i/3

que seja um autovalor do operador A4, ou seja, AU = ifU com U # (. Obtemos que

(AU, U)n, = iB[U |3,
Tomando a parte real e usando o Lema 3.1 resulta que

=l 3 = 3]l6:]I5 = .
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Lgo, ||¥||2 = ||0:]|2 = 0, entdo ¥ = 0 e usando a desigualdade de Poincaré obtemos 0 < A1 ]|0]|2 <

6.]]2 = 0 e, consequentemente §# = 0. Tomando F' = (0,0,0,0,0,0,0)", de (4.6) resulta que
1 =0, de (4.7) temos que ¢, = 0, integrando em (0, x) e usando a condi¢@o de contorno temos que
@ = 0ede (4.4) segue que ® = 0, de (4.5) temos que u = 0 e consequentemente, de (4.2) temos

que v = 0. Isto € uma contradic¢do, portanto ndo existem autovalores imaginarios.

]

Lema 4.2. Seja U € D(A) a solugdo do sistema (4.2)—(4.8). Entdo, existe uma constante positiva
C tal que

P2 I3 + H9 12 < CallU 1 F I3, (4.9)
Demonstragcdo. O produto interno de (4.1) por U em H4, resulta em
iBIU3,, — (AU, Uy, = (F.U),
Tomando a parte real da equacao acima, Obtemos segundo o lema (3.1) que
pll I3 + 611613 = Re(F, U),

Finalmente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz chegamos ao resultado esperado.

]

Lema 4.3. Seja U € D(.A) a solugdo do sistema (4.2)—(4.8). Entdo, para todo €, > 0, existe uma

constante positiva C,, tal que
Yol < ellUl, + Co iUl I F o - (4.10)

Demonstracdo. Integrando a equagdo (4.8) em (0,z), com =z € (0,l), e usando a condigdo de

contorno, obtemos
7,5/ s)ds — 60, +7v—/ fz(s 4.11)

Multiplicando a equagdo (4.11) por T e integrando por partes em (0, /), chegamos a

([ o dso) =560+ttt = ([ fidso). @.12)

Da equagio (4.5), temos que

—~ifpT — g — A(p — 1) +70; = pfo. (4.13)
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Multiplicando a equagéo (4.13) por = fo s) ds e integrando por partes em (0, /), chegamos a

_ip </0x9(5) ds,v> + 2 00,0,) - % </Om(9(s),g0 - u> - Lol - </0x9(s) ds,f2> (@.14)

Somando as equacdes (4.12) e (4.14), chegamos a

3 Onoh ool + 2 6 = 2[00 =) = 2ol = { [ itoyas.o)
+</0x0(s)ds,f2>.

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, obtemos
Mvllz < exlalluzlz + Mo —ullz) + Ce, (10213 + 1Tl |1 F ll30,), (4.15)

para todo €; > 0. Finalmente, para concluir a demonstracdo deste Lema, basta usar o Lema 4.2.

]

Lema 4.4. Seja U € D(A) a solugcdo do sistema (4.2)—(4.8). Entdo, para todo €5 > 0, existe uma

constante positiva C|, tal que

MM¢wm<wm&+aJ —iw%ww( 5memwmj.mm>

Demonstragcdo. Multiplicando a equag@o (4.7) por ¢, + ¢ e integrando sobre (0, [) obtemos

usando as propriedades de produto interno obtemos

B2V, 0u) + iBp2 (W, 0) — bWy, 0 + ) + Kll@u + V|3 = p2(fs, 00 + V),

integrando por partes obtemos

_iﬁp2<‘1127 90> + iﬁp2<\11, ’¢> + b<wza (SO:E + w)x> + KH(:O:B + ng = p2<f67 Pa + ¢> (417)

Da equagdo (4.5) temos que

—ifp1® — k(ps + V), + A —u) = p1fi. (4.18)

Multiplicando a equagdo (4.18) por 21, e integrando sobre (0, I) obtemos

b Ab b
—iBEE (1, @) = b (W, (00 + V)a) + (a0 =) = B0 (0, ).
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Resultando que

p1b &<
K

_Zﬂ?@;x,@) — b (s, (o + 1)) + B %

b
Vo) = ) = B2, ). 419)

Integrando por partes chegamos a

pib b Ab p1b
K

K

Adicionando as equacgdes (4.17) e (4.20) obtemos

b Ab
—iﬁp2<\1/$7 90> + Zﬂm(‘l’ﬂﬁ) - 1ﬁ%<¢x: (I)> + "{”QO:L’ + ¢|lg - :(@Zjv @x)

Ab b
+ (W) = palfon o+ ) + B0, ).

Usando (4.4), verifica-se que

b Ab
po(W, @ + o) + iBpal W, ) = B85 (e, @) + s + Wl + T (0, 0)
Ab b
—;Wx,U) = p2<f67 Px + ”¢> + %<wx7f4>

De onde resulta que

b Ab

Ab

P20 ) = palfor oo+ ) + P 1) = pal e i)

Usando (4.6), verifica-se que

p2((iBY + f5)a, @) — p2(¥, ¥ + f5) — iﬁ%me D) + kllps + Il — %<_%(‘I’ + f5), ¢a)
22 )] = palfo i+ )+ P 1) = e )

De onde resulta que

b Ab
iﬂp2<wl‘7 (I)> + p2<f5:c7q)> - 02“‘1ng - p2<\1ja f5> - Zﬂ%@pxa (I)> + HH(:O:v + ng + i_<‘11790$>

K
Ab Ab Ab b
+iﬁ<f5, SDx> - Z@M’?Ux) - Z‘%<f57ux> = P2<f6, Pz + w + %Wm Ja) — p2(¥a, f3).

Concluimos que

il + 018 == 86 (52 = 1) (1, @) — ol e, ®) + ol U3 + (T, f5)

b b b D

+ p2(fo, o + ) + %b(wm fa) — p2(Vq, f5).
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Utilizando as desigualdades de Cauchy-Shwarz, Young e Poincaré, obtemos

1
fﬁ%+¢m<@<gmm@+awm®

+Cy, {Iﬁ\

p2 P 1
£ ;1‘ (¥, )| + |3 + (1 + ?) HUHHIHFHHl} )

para todo €5 > (. Para completar a demonstragdo, usamos os Lemas 2.1 e 4.2.

]

Lema 4.5. Seja U € D(.A) a solugdo do sistema (4.2)—(4.8). Existem constantes positivas Cy e C?'

€2’

tais que

" P2 P 1
vl < o 01, + €2 [181|%2 = 21w @)1+ (14 3 ) 10l Pl |- 620

Demonstragdo. Multiplicando a equagio (4.7) por ¢ e integrando em (0, [), chegamos a

iBp2 (U, ) = 0{tpaa; V) + K(pa + 0, 0) + p(¥, 0) = pa (f5,9) - (4.22)

Integrando por partes, obtemos

iBp2 (U, 1) + bllvalls + £(0s + ¥, ) + u{T, ¥) = pa (fos, ¥). (4.23)

Da equcao (4.6) resulta que

—p2 (U, U + f5) + DIl + w00 + 9, ¥) + (T, ¥) = p2 (f5,) , (4.24)

implicando em

Consequentemente, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré e os Lemas

4.2 e 4.4 finalizamos a prova deste lema.

O

Lema 4.6. Seja U € D(A) a solugdo do sistema (4.2)—(4.8). Entdo, existem constantes positivas
03 eC’

c1.cp0 LIS quUe

M%@M+Q+%)Wmmm%ku®

P2 _ P1
b K

2
allul} < Cater + ) [0, + €2, |16
Demonstracdo. Multiplicando a equacao (4.3) por @, e integrando por partes sobre (0, /) obtemos

iBp(v,u) + allug|3 + Allullz = A, w) + 7 (0a,u) = p{f2,u).
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Das equacio (4.2), segue que

—pllvllz = (v, fi) + elluall; + Mlullz = Ao, u) + 5 (B, u) = p{f2, w).
Resultando em

allually = pllvlls + plv, fr) = Mullz + A e, u) = (0, u) + p{fo, w). (4.27)
Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, obtemos

allusllz < pllvll3 + 03 HSOHQ +Cs (10213 + U1 | Fllaa ) -
Usando a desigualdade (2.13), chegamos a
alluallz < pllvllz + Calrlles + 13 + 1vall2) + C5 (10112 + Ul | F 12, ) -

Para completar a demonstracdo, usamos os Lemas 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5.

]

Lema 4.7. Seja U € D(A) a solugcdo do sistema (4.2)—(4.8). Existem constantes positivas Cy e C”

€2’

tais que
Ol < Cater + VIR, + e, [11]2 = 22 0n @)1+ (14 55 ) 10w o | .28

Demonstracdo. Multiplicando a equagéo (4.5) por —p e integrando sobre (0, 1) obtemos

—iBp1{P, ) + £ ((Pz + V)2, 0) — M —u,0) = —p1(f1, ©)-

Integrando por partes, obtemos

—iBp1{P, ) — K {pe + 1, 02) — Mo —u, ) = —p1(fa, 0).

Da equagdo (4.4), resulta que

pl(q)aq) + f3> — R <()0£L“ +¢7<P:r> - )\<(P —u, %0> = _p1<f47()0>'

implicando em
PRI + prb(P, fa) — 5 (o + ¥, 00) = Aol + Mu, ) = —p1(fa, 0)-
Note que

(o + 1V, 02) = (pu+ 1, 00 + 0 —U) = |lpz + Y5 — (pu + 1, ¥) (4.29)
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logo,

pil| @[3 + pib(®, f3) — Kllps + V|3 + K (0x + U, 0) — Al@ll3 + Au, @) = —p1{f1, ©).

resultando que
pill @12 = —prb(®, f3) + Kllw + Vll2 — 5 (0o + 1, 0) + Mol = Mu, @) — pr(fa, ),

Finalizamos a prova deste lema, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young, Poincaré
e(2.13)eos Lemas 4.4,4.5e 4.6.

O

4.2 Estabilidade exponencial

O principal resultado desta sec¢do € apresentado na forma do seguinte teorema:

Teorema 4.1. O semigrupo associado S(t) = e*! é exponencialmente estdvel se, e somente se, a
relacdo
P2_Pl_y (4.30)
b K

for verdadeira.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.1, temos que o eixo imagindrio estd contido no resolvente do operador

A. Entdo, se assumirmos que a relagdo (4.30) é verdadeira, mostraremos que
lim [|(i8] — A) ™| c0) < 00 (4.31)
|Bl—00

De fato, usando a equivaléncia entre da norma ||U||3;, dada no Lema 2.2 e os Lemas 4.2-4.7 com

€; = € (1 = 1, 2) obtemos uma constante positiva C' tal que
U113 < ClUN5, + CllU | Fll3s -

Usando a desigualdade de Young e escolhendo € adequado, obtemos uma constante positiva C' tal

que
[T, < CllF |34, - (4.32)
Com base nisso, concluimos que

lim (|81 — A) Y| g < C.
1B]-+00
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Portanto, o teorema (1.7) garante que o semigrupo S(t) é exponencialmente estavel.

Agora, assumindo que (4.30) ndo é verdadeiro, nosso objetivo € mostrar que o limite dado em
(1.8) é infinito. Para isso, mostraremos que existem sequéncias (3, )nen C R, (Up)nen € D(A) e
(Fy)nen C Hi, tais que |5,| — oo e a equagdo (4.1) é satisfeita, onde (F},) é limitado em H;, mas
U, |3, tende ao infinito. Reescrevendo a equagio resolvente (4.1) em termos de seus componentes
com U, = (un, Un, P, Py tn, \Ifn,Qn)T e F, = (0,0, O7pflsin(0nx),0,O,O)T onde o, = .
Para simplificar a notac@o, omitiremos o indice n das sequéncias. Assim,

(iBI — A)U = F, (4.33)
€ equivalente a
Pu—v = 0, (4.34)
1BV — Quze — AN —u) +90, = 0, (4.35)
1B —d = 0, (4.36)
iBp® — k(s + ¥)s + Mo —u) = sin(0,), (4.37)
Wy —v = 0, (4.38)
iBpa® — bihay + k(e +90) + ¥ = 0, (4.39)
180 — 60, + v, = 0. (4.40)

De (4.34), (4.36) e (4.38), obtemos v = ifu, = ifp and ¥ = i5. Entdo podemos escrever

(=82 + A u— Uz, — Ap+70, = 0, (4.41)
(—52P1 + )\) O — KPgy — KWy — Au = sin(o,z), (4.42)
(—=B2p2 + K+ 1Bu) ¥ — b + Kpe = 0, (4.43)

100 — 00, + ifyu, = 0. (4.44)

Devido as condig¢des de contorno (8), as fungdes dadas por
u(z) = Asin(o,z), @(x) =Bsin(o,z),
Y(z) = Ccos(o,x), 6(x) =Dcos(o,x),

onde A = Ag, B = Bg, C = Cg and D = Dg devem ser determinados. Assim, para resolver o
sistema (4.41)—(4.44) somente se A, B, C e D satisfizerem

(=5 +A+02a)A=AB—0D = 0, (4.45)
“AA + ( B A+ Ji/@)B to,C = 1, (4.46)
o, B+ (—B8%p2 + K+ 02b+iBu) C = 0, (4.47)
i0,BYA + (i +026)D = 0. (4.48)
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De (4.48) temos
o By
B 4026
Substituindo (4.49) em (4.45), obtemos
20 2
_ B At o2a 4 TP JA- 2B =
( B+ +O”a+i6+0%5 0,
)+ ( — B+ A 02/@)]3 to,kC = 1,
onkB + (—Bng +Kk+02b+ i/B,u) C = 0.

by 2
Tomando 3 = /2% obtemos

p1
: 2p 2
(04—2)0721—1-% A-)B = 0,
P1 i3+ 026
MM +0,kC = 1,
b K 9 Ap2
onkB+ | ———)p0o, +——+16pu)C = 0.
P2 P P1
Escrevendo,
> 2 2 b /\
P1:<O{—£>0'721+M, P2:<__£>0202+H_ﬂ+zﬁﬂa
P1 i + 020 P2 P

O sistema (4.53)—(4.55), pode ser reescrito da seguinte forma

PA—-)B = 0,
MM +0,C = 1,
onkB+ PBC = 0.

Resolvendo o sistema acima, concluimos que

PP

B - -
02K2P) + \2Py’

b

"
Obtemos para - +# po

que

PPy R
O',r2ll€2pl + )\2P2

K

IB| =
P2 P1

P2 >0, com n — o0.

Tendo em mente que ,(z) = if,¢,(x) = i5,Bsin(o,x) temos

l
. , [
1Uall3; = prll®all3 = p132B° | sin(ona) |3 = ,015332/ [sin(en)[*dz = p1 5B,
0

ou seja,
Lp1

AMER vEs
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(4.50)

(4.51)
(4.52)

(4.53)
(4.54)
(4.55)

(4.56)
(4.57)
(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)



Portanto, temos que
lim ||U, |3 = oo, (4.63)
n—oo

implicando que

lim [[(iB1 — A) ™|z, = oo
18100

4.3 Estabilidade polinomial
Nesta se¢do, apresentamos o resultado de estabilidade polinomial para o caso em que (4.30) ndo
¢ verdadeiro. Isso é expresso na forma do seguinte teorema:

Teorema 4.2. Se (4.30) ndo for verdadeiro, entdo o semigrupo Cy S(t) é polinomialmente estdvel e

satisfaz
C
onde C' é uma constante positiva.

Demonstragcdo. Supondo que (4.30) ndo seja verdadeiro, isto €,
K b
p1 " p

resulta dos Lemas 4.2—4.7 que existem constantes positivas C' e C¢,,, tais que

U115, < (61 + &)CIUl5, + Ceae, {WH(%@H + (1 + %) ||U||H1||F||H1} . (4.65)
Escolhendo €; = €5 = %, obtemos uma constante positiva C' tal que
1018, < €| 811t + (14 55 ) 10l | (4.66)
Note que
B[, @) = [(iB¢a, B)]. (4.67)
Da equagao (4.6) obtemos
1811, @) = (Vo + o, P) = [(Var, @) + (f5,, D). (4.68)

Da equagdo (4.4) obtemos

|6H<¢x;q)>| = |<‘I’x71590 - f3> + <f5x7q)>’ = | - 26<\11x790> - <\Ijac;f3> + <f5x7q)>|7 (469)
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usando as propridedades de médulo, obtemos

B[, @) < 1B[[(Va, )| + [(War, f3)] + [(f52, P,

integrando por partes obtemos

811, @) < BT, )| + KW, fso)] + [(f5a, P

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|BI1{¢a, @) < B |2ll@allz + [[W]l2ll fozll2 + [ f5a]l2]2]l2.

Usando a desigualdade Young, temos que, para todo €3 > 0 vale que

1811 (te, @) < Cey IBPIY N5 + €sllpalls + 1Wllall fsllz + 1 5012l 2]l

Usando o lema (4.2), o lema (2.1) e a defini¢do de ||U]||3, chegamos a
1811z, @) < €&5[1U 5, + Cey (8% + 18] + DU N0, | Flle,-

Assim, chegamos a

1
1012, < CesllUI, +C (c@,w? 14 @> 1l E e

Escolhendo €3 = 55 obtemos

52

Usando a desigualdade de Young, obtemos uma constante positiva C' tal que

1
1012, < 2C (063(62 414 —) 1Ulha |l

||U||H1 < 0/32||F||H1’
desde de que || > 1. So,

... _
@H(lﬁl - A) lHl:(Hl) g Ca quando ’ﬁ‘ — 0.
Entdo usando o teorema de Borichev e Tomilov [2] obtemos
_ C
ISOA leon) < 575

implicando que para todo F' € H; segue-se que

_ C
IS@A™ Flla < 171 F I,

(4.70)

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

4.79)

(4.80)

Como zero pertence ao resolvente do operador A, segue-se que A é sobrejetivo sobre 71, entdo,

tomando Uy € D(A) tal que AU, = F, obtemos
C
15@)Volls: < 532 110oll3, V2> 0.

Portanto, o semigrupo S(t) é polinomialmente estével.
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Capitulo 5
Conclusoes e trabalhos futuros

Este trabalho trouxe respostas interessantes para o contexto de estabilidades de estruturas pontes
suspensas, pois 0 mesmo mostrou que a térmo dindmica dos cabos de suspensdo influenciam dire-
tamente na estabilidade das solugdes, no entanto, ndo conseguimos estimativas regulares bastantes
para mostrar a taxa 6tima do decaimento polinomial. Para trabalhos futuros, podemos analisar a di-
namica térmo eldstica usando a lei de Cattaneo, essa mudanca traria para o modelo concitos fisicos

mais realistas.
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