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RESUMO

No presente trabalho é descrito o estudo do calculo diferencial e integral, tal como é visto
nas disciplinas do curso de licenciatura em matematica. Os conceitos, defini¢oes, teoremas
e exemplos sao apresentados de forma gradual de modo que o leitor possa compreender da
melhor maneira possivel. Todavia, no decorrer dos capitulos é exposto um pouco mais dos
conhecimentos de cinematica e como o calculo diferencial e integral pode ser aplicado nesse
assunto.

Neste TCC também sera abordado o conhecimento do software Maple, que é uma fer-
ramente util para calculos matematicos, graficos e muito mais, porém, nesse momento o
principal foco sdo os graficos que o software nos possibilita construir. E de conhecimento
geral que o ensino da cinemética muitas vezes é complicado por ter uma linguagem técnica
em um assunto muito pratico.

PALAVRAS-CHAVE: Calculo diferencial e integral, Maple, cinematica, velocidade, acele-
racao.
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ABSTRACT

This work describes the study of differential and integral design, as seen in the sub-
jects of the mathematics degree course. The concepts, definitions, theorems and examples
are presented gradually so that the reader can understand them in the best possible way.
However, throughout the chapters, a little more knowledge of kinematics is exposed and
how differential and integral design can be applied to this subject.

This TCC will also cover knowledge of the Maple software, which is a very useful tool
for mathematical calculations, graphics and much more, however, at this moment the main
focus is the graphics that the software allows us to build. It is common knowledge that the
teaching of kinematics is often complicated by having technical language in a very practical
subject.

KEYWORDS: Differential and integral calculus, Maple, kinematics, speed, acceleration.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos a aplicacao do calculo diferencial e integral & cinematica
junto com o uso do software Maple para a visualizagao dos movimentos estudados.

Antes de apresentar o uso do calculo diferencial e integral & cinemética, que é uma
das suas mais consagradas aplicagoes, pretendemos desenvolver um estudo dos conceitos e
resultados bésico dessa area do conhecimento. Assim, veremos as defini¢bes, teoremas e
exemplos a respeito de derivada e integral.

Queremos apresentar a cinemaética como é ensinada no ensino médio, Enem e concursos
e também como podemos utilizar o célculo diferencial e integral como ferramenta a fim de
facilitar a compreensao do leitor e realizar solugoes mais rapidas e eficazes.

O céalculo diferencial e integral ¢ uma das mais poderosa ferramenta matemética da
atualidade. Porém, para chegar a essa descoberta, a humanidade estuda o assunto ha
séculos, buscando respostas para problemas de areas e tangentes, e atualmente, com a
contribuicao de diversos pensadores, percebe-se que a aplicacao do calculo é muito maior
do que inicialmente imaginado. Arquimedes, Kepler e Fermat deram sua contribui¢cao ao
estudo, até que no século XVII, a criagao do calculo alimentou uma grande polémica durante
muitos anos entre Newton e Leibniz. Os estudos de Newton sao anteriores aos de Leibniz,
entretanto este foi quem primeiro publicou seus resultados. Atualmente, acredita-se que
ambos desenvolveram suas pesquisas independentemente.

A derivada tem um importante papel na cineméatica. Desde o seu surgimento até os dias
atuais, a derivada ou calculo diferencial é fundamental para o desenvolvimento da cinematica
e de outras ciéncias.

A primitiva F' de uma fungao f, também chamada de antiderivada, existe se a derivada
de F for igual a f.

A cinemaética é a area de estudos da Fisica na qual o movimento de um objeto é equa-
cionado. Dessa forma, é possivel prever a posicao, a velocidade ou outros parametros do
movimento de um mével em instantes posteriores ao presente. E um objetivo deste trabalho
desenvolver figuras e graficos animados no software Maple, com o objetivo de visualizar o
movimento de particulas, a fim de melhorar a compreensao dos alunos.



Capitulo 1

Derivada e Integral

1.1 Derivada

A principio analisaremos o conceito de reta tangente & uma curva que seja o grafico de
uma fung¢ao uma fungao f. O problema de encontrar a reta tangente ao grafico de uma
funcao envolve o calculo de um determinado tipo de limite. Este especial limite é chamado
de derwadas da funcao f.

Mais especificamente, seja C' a curva que coincide com o grafico de uma funcao y = f(z).
Temos como objetivo encontrar a reta tangente a curva C' em um ponto A(p, f(p)). Para
isso, consideremos um ponto proximo Q(z, f(z)) em que = # p e calculemos a inclinagao

(coeficiente angular)
f(x) = f(p)

r—=0p
da reta secante s, que passa pelos pontos A e ). Em seguida, facamos o ponto @) se
aproximar do ponto A ao longo da curva C fazendo x tender para p. Se mg tender a um
namero m, entao definimos a reta tangente ¢t como sendo a reta que passa por A e tem
inclinacao m.

mg =



Portanto, a inclinagao da reta tangente é definida através de um processo de limite de retas
secantes. O valor desse limite, quando existe, sera a inclinacao da reta tangente.

Definigao 1.1. A reta tangente ao grifico da funcao y = f(x) em um ponto A(p, f(p)) € a
reta que passa por A e tem coeficiente angular igual a

f(x) = f(p)

lim ,

T—p r—p

quando esse limite existe.

Fazendo a mudanca de variavel h = z — p no limite da definicao anterior, obtemos esta
outra formula para o coeficiente angular da reta tagente.

f(p+h)— f(p)
- .

lim
h—0

no
3
ol

) é

Exemplo 1.1. Vamos encontrar uma equacgao para a reta tangente a hipérbole y = %
ponto (3,1). Neste caso, a curva considerada coincide com o grafico da fungao f(z) =
Assim, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungdo f(x) no ponto (3,1



dado por

Logo, uma equagao da reta tangente no ponto (3,1) é y — 1 = —g(x — 3), ou seja,

r+ 3y = 6.

3
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Figura 1.1: Gréfico da fungao f(z)

Fonte: Elaborada pelo autor.



No exemplo anterior, para o calculo do coeficiente angular da reta tangente ao grafico
da funcao f dada, foi usado o limite

lim
h—0

f(p+h)— f(p)
. .

Tal limite aparece em estudos de outros ramos da ciéncia como fisica, engenharias e econo-
mia. Devido a sua importancia daremos um nome especial a esse limite.

Definicao 1.2. A derivada de uma funcao f em um nimero p do seu dominio, denotada

f'(p), € o limite
flp+h) — f(p)
h

f'(p) = lim

h—0

quanto tal limite existe.

A expressao f'(p) é lida como " f linha de p". Tal como ja foi observado anteriormente,

i L@ = f) . f@) — fp)

h—0 h T—p T —0p

Assim, temos esta outra expressao para a derivada da funcao f no ponto p

o) — i ) S

z—p r—Dp

Mais adiante apresentaremos as formulas de derivada das fungoes elementares e as regras
de derivacao, o que nos permitira calcular a derivada de muitas func¢oes sem o uso direto
do limite que a define. Mas, por enquanto, calcularemos a derivadas de uma dada funcao
usando tal limite.

Exemplo 1.2. Vamos encontrar a derivada da fungao f(x) = 2? — 2z + 3 em um namero
p. Por definicao, temos

. flp+h)— fp)
/ —
_ iy [P =200+ h) +3] - (0~ 2p+ 3)
h—0 h
_ hmp2+2ph+h2—2p—2h+3—p2+2p—3
h—0 h
. 2ph+ h?—2h
= hm—
h—0 h
= ]11%(2p+h—2)
= 2p—2.



1.1.1 Taxa de variacao

Suponha que y seja uma grandeza que depende de outra quantidade x. Logo y é uma
fungao de z, entado y = f(z). Se z variar de x; a x5 entdo essa variagao de x sera

AT =39 — 11
e a variagao correspondente em y sera

Ay = f(x2) — f(z1).

Temos que

Ay flwe) — f(z1)

Az To — T

Por conta disso teremos uma segunda interpretacgao da derivada f’(p), na qual consideramos
que h& uma variacao de p para z, tendo entdao Ax = x—p, a qual corresponde a uma variagao

de f(z) para f(p), de modo que Ay = f(x) — f(p). Assim,

oy o Ay
flp) = fim -

N (CO R ()
T—p r—p

ou seja, a derivada f'(p) é a taxa instantanea da variagdo de y = f(z) em p.

1.1.2 Diferenciabilidade

Temos que a derivada de uma funcao f é definida nos pontos nos quais o limite

lim f(xo +h) — f(x0)
h—0 h

9

existe. Tais pontos sao chamados pontos de diferenciabilidade para f e os pontos nos quais
esse limite nao existe sao chamados pontos de nao-diferenciabilidade para f. Se xy é um
ponto de diferenciabilidade de f, iremos dizer que f é diferencidvel em xy ou que a derivada
de f existe em xy. Agora, se o € um ponto de nao-diferenciabilidade de f, dizemos que a
derivada de f nao existe em zg. Se f ¢ diferenciavel em todo intervalo aberto |a, b[, entao
iremos dizer que f é diferencidvel em |a,b[. Se f é diferenciavel em todos os pontos do seu
dominio, diremos, simplesmente, que f é diferencidvel.

Geometricamente, os pontos de diferenciabilidade de f correspondem aqueles nos quais
o grafico da fungao y = f(x) tem uma reta tangente. Ja os pontos de nao-diferenciabilidade
correspondem aqueles nos quais o grafico da funcao f, geometricamente, nao tem reta tan-
gente. De modo informal, os pontos de nao-diferenciabilidade mais comuns sao as abscissas
de pontos do grafico de f que apresentam bicos, pontos de tangéncia vertical e pontos de
descontinuidade.



Definicao 1.3. Seja f uma funcao f : Df — R, Df o seu dominio e p € Df. Dizemos
que f € continua em um ponto p se

lim f(z) = f(p).

T—p

Grafico que apresenta bico

Grafico com ponto de tagéncia vertical




Grafico com ponto de descontinuidade

Teorema 1.1. Se uma funcao f € diferencidvel em gy, entao f € continua em xg.

Demonstracao.

Suponhamos que f é diferenciavel em xq, entao f'(zg) existe e

o) — tim T = F )

T—T0 xr — xo
Para demonstrar tal teorema usaremos a definicao 1.3. Temos que

r — T

lim [f(x) = f(z0)] = lim |(f(z) = f(0))

T—x0 T—xT0 r — g

m LE = @)

T—x0 Tr — ,’]jo

= lim f@) = f(wo) lim (z — zg)
T—x0 T — Xo T—x0

= f'(x0) -0

= 0.

Segue dai que

lim f(z) = lim [f(z)— f(z0) + f(w0)]

= lim [f(z) = f(x0)] + lim f(z)
= 0+ f(zo)
= f(l"o)-



1.1.3 Notacoes de derivadas

O processo de encontrar a derivada de uma fun¢ao é chamado de diferenciacao da funcgao.
Podemos pensar nesse processo como uma operacao sobre funcgoes que associa a funcao f’ a
funcao f. Quando a variavel é denotada por z, a operacgao de diferenciagao é frequentemente

denotada por
d
~f@)

e lemos como "derivada de f(x) em relacao a z” ou por f'(z).

Existem outras notagdes tal como esta D,[f(z)] = f'(x), porém nao é muito usual. Em
problemas nos quais o nome da variavel independente é claro a partir do contexto, existe
algumas notagoes possiveis para derivada, por exemplo se y = f(x), esta claro que a variavel
independente é x, entdo a derivada com relacao a = pode ser denotada por ¢’ ou f’.

Hé uma notagao no qual usamos A, em vez de h para quantidade variante. Neste caso,

temos A

d,
A notacao d_f ¢ conhecida como notacao de Leibniz.
x

1.1.4 Teécnicas de diferenciacao

Anteriormente definimos a derivada de uma fun¢ao f como limite e usamos tal limite
para o calculo da derivada em casos simples. Nesse momento vamos desenvolver alguns
resultados que nos possibilitarao calcular derivadas de forma mais eficiente.

Proposicao 1.1. A derivada de uma fung¢do constante € zero, ou seja, se ¢ for um numero
real qualquer, entao

d

Demonstracao.

Seja f(x) = c¢. Entao, a partir da defini¢ao de derivada,
d flz+h) = f(z) c—

C
dx [C] f (:E) llzl—>0 h ilzl—>0 h ilzl—>0 0 0.

Exemplo 1.3. Se f(z) = 5 para todo z, entdao f’(x) = 0 para todo z, ou seja

d



Sabemos que o grafico de uma fungao constante f(z) = ¢ é a reta horizontal y = ¢. Logo,
a reta tangente neste grafico tem a inclinagao 0 em todo ponto z. Portanto, é esperado que
a derivada de uma constante seja 0 para todo x.

Proposicao 1.2. Se n for um nimero inteiro positivo, entao

d n
%[I ]

=na" L.
Demonstracao.

Seja f(x) = 2. Logo, segundo a defini¢ao de derivada e do teorema do bindémio para a
expansao de expressoes do tipo (z + h)", temos

d o fla+h)— f(z)
2" =f(z) = lim 7
= lim flath) -z
h—0 h
o[t a4+ —"(”H)m h?*+ -+ nzh" '+ A" — 2"
= lim
h—0 h
. 21 + n(n-i—l)x h2 N nrh"1 iy Az
= hm
h—0 h
1 n—2
= lim [na:”_l + Mh 4o nzh" %+ h"_l]
h—0 2!
= nz" 40+ -+0+0
= nz"

Com isso, para diferenciar x elevado a uma poténcia inteira n, multiplicamos por n, por x
elevado a poténcia menos um. O

Exemplo 1.4. L[2%] = 52°7! = 52,

Proposicao 1.3. Se f for diferencidvel em x e ¢ for um numero real qualquer, entao cf
também € diferencidvel em x e temos,

Demonstracao.

10



Derivando a fungao c¢f(x), obtemos

Logo, (cf) = cf’.

Exemplo 1.5.

d d
— [42%] = 4—[2%] = 4[827] = 322",
—42%) = 4 [o%] = 4[8a] = 32

Proposicao 1.4. Se f e g forem diferencidveis em z, entao f + g também serd e

L 17(@) + g(@)] = (@) + o)

Demonstracao.

Temos que

Lira) gt =t VTR A+ + gle)

_ o M@t h) = f@)] +lgle + ) — g(o)]
h—0 h

flx+h) - f(x)
h

= lim + lim g +h) — g(x)
h—0 h—0

d d
= )]+ o lo(@)].

Proposicao 1.5. Se f e g forem diferencidveis em x, entao f — g também serd e

L1f(@) — g()] = [F(@)] ~ lol@)]

Demonstracao.

11



Aplicando a definicao de derivada, temos

1) glo)] = i LR =9l W] (@) + )
i M@ AR = J@)] = [g(z + ) — g(2)
h—0 h
d d
= @[f(x)] - %[g(:v)]

|

Proposigao 1.6. Se f e g forem diferencidveis em x, entao o produto fg também serd e
d d
@) -g@)] = fe)—lg(@)] + g(2) 7 [f(2)].
Demonstracao.

Aplicando a definicao de derivada, obtemos

! [f(z)g(x)] = lim flath) glz+h)— flz) glz)

% h—0 h

As demonstragoes iniciais sao aplicacoes diretas da definicao de derivada, entretanto nesta
demonstragao vamos somar e subtrair f(z+h)g(x) ao numerador da defini¢ao. Assim temos

flath)-gle+h)—fle+h)-g(z)+ fle+h) g(x) - f(z)-g(z)

= lim
- lim [f(ﬁh). {g(xnth;—g(x)} +Z(x)' {f(anhf)L—f(x)”

g(x +h) — g(x)

= lim f(x + h) - lim + lim g(x) - lim

h—0 h—0 h h—0 h—0
= [ £ )] () + [l o()] (7))
= 7@) 5 lo()] + g@) @)

Proposicao 1.7. Se f e g forem diferencidveis em x e ¢'(x) # 0, entdo 5 é diferencidvel
em x e




Demonstracao.

Derivando a funcao [z é obtemos
f(x+h) f(x)
d [ f(z) _ Ly @D 9@
dr | g(x) h—0 h
o R g(e) — f@) g+ )
h—0 h-g(x) glz+h) '

Somando e subtraindo ao numerador o termo f(z) - g(z), temos

) -
d[ﬂ@]__hmf@+h%ﬂ) ()(@ f(x)-gle+h)+ fx) - g(x)

dr | g(x) 0 - g(w)-g(x + h)
[g@»oﬂxzhyaﬂx»} __[ (z )Qﬂwzh)iﬂﬁn]
= lim
h—0 g(x) - gz +h)

gz +h) —g(x)

lim g(z) - lim fleth) = J@) lim f(z) - lim

h—0 h—0 h h—0 h—0
lim g() - lim g(2 + h)

lim () < [7(2)] ~ Jim £ () = g(x)

T g T (e 4 B
9(2) - L1F(@)] — Fl) L1g(a)
Y@ '

1.1.5 Derivadas de ordens superiores

Se uma fungao y = f(x) é derivavel em todos os pontos do seu dominio D f, entao esta
bem definida a fungao y = f’(x), que associa a cada x de Df a derivada de f em z. Se essa
nova fungao for derivavel, temos a funcao y = f”(x) que, a cada z, associa a derivada da
funcao f’, e assim podemos prosseguir.

Definicao 1.4. Dizemos que a func¢ao € duas vezes diferencidvel se sua derivada € também
uma funcao diferencidvel. Isso significa, que existem os sequintes limites

fl+h) - =)

fiz) = lim, h ’
e
f”(x) _ ,lgﬂof (x'l'h})L_f ($)’
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De modo andlogo definimos a fun¢io que € trés (ou mais) vezes diferencidvel.
Exemplo 1.6. Calcule a derivada de ordem trés da fungdao f(x) = x3 + 3z.
Solugao: Temos pela técnica de derivacao:

fl(x) = 32%+3,

f"(x) = 6ux,
f"(x) = 6.

Assim, concluimos que a deriwada de terceira ordem de f € igual a 6.

1.1.6 Derivada de fungoes trigonométricas

Nesta subsecao vamos obter as derivadas das func¢oes y = senx, y = cosz, y = tgux,
= cotgx, y =secx e y = cosecx

Proposicao 1.8. Se f(x) =senx e g(x) = cosz. Entao,

e f'(x)=cosz.

e ¢(xr) = —senz.

Demonstracgao.

0 0—1
Usando o fato de que éim Y qelim 2T 0.

-0 0 0—0 )

1)
flx+h) = fx)

/ — 1
f() lim o
B sen (x + h) —senzx
= h
_ oy senx -cosh +cosz-senh —senx
= h
) [ (cosh—l) (senh)}
= lim [senx | ——— | + cosx
h—0 h h
. . cosh—1 . . senh
= limsenz-lim —— + lim cosz - lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 h

Entao, temos que

f(z) =limsenz -0+ limcosx - 1.
h—0 h—o

14



Logo, f'(x) = cosz.
2)

Entao, temos que

Logo, ¢'(x) = —sen .

Agora, usando a regra de derivagao do quociente, obtemos (tgz) = sec®x, (cotgx)’ =

g(x+h) —g(z)

lim
h—0
cos(x + h) — cosx

im

h—0 h

. cosx-cosh—senx-senh — coszx

lim
h—0 h

i | €08 z(cosh —1) senz-senh

im —
h—0 h h

. . cosh—1 . . senh
lim cosz - lim ——— — lim sen z - lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 h

¢ (z)limcosx -0 — limsenz - 1.
h—0 h—o

cosec?z, (secx) = tgx -secx e (cosecz) = cotgx - cosec z.

1.1.7 Regra da cadeia

O proximo teorema estabelece uma férmula que permite o calculo da derivada da fungao

composta.

Teorema 1.2. Sejamy = h(u) e u = g(x) duas fungdes derivaveis, com a imagem g contida
no dominio de h, e consideremos a fungao compostay = f(x) = hlg(z)]. Entao f € derivdvel

e f'(x) = h(g(x)) - ¢'(x), para todo x € D,.

Na notagao de Leibniz temos,

Demonstracao.

Demonstraremos o teorema apenas para o caso que existe um intervalo (z — d, z +¢) em

df dh du

dr  du dz’

torno do x tal que, g(x) # g(y) para todo y € (x — 0,2 + 9).

Seja u = g(ZE), € Au = g(l‘ + A$) - g(l‘)
proximo de zero, mas diferente de zero. Além disso A, — 0, quando A, — 0.

15
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Dessa forma, g(z + A,) = g(z) + A, = u+ A, e podemos escrever,

com 1sso,

. A .
lim =L = lim
Az—0 Ax 0z—0

h(g(x +Az)) = h(u + Ay)

h(u+ Ay) — h(u)
A, '

Como A, # 0, para A, # 0, podemos escrever,

h(u+ Ay) — h(u)

O que conclui a prova do teorema neste caso. O

Exemplo 1.7. Determine a derivada de f(z) = sen (2 + 22?).

Solugao: Considerando que f(z) = senz e g(x) = 23 + 222, aplicando a regra da cadeia,

temos

f(z) = sen(z* + 22%)
f'(x) = cos(a®+22?) - (2* 4 22%)

= cos(x® + 22%) - (32° + 4x).

16



1.2 Integral

No céalculo a integral de uma funcao foi criada originalmente para determinar a area sob
uma curva no plano cartesiano e também surge naturalmente em dezenas de problemas da
fisica, por exemplo, na determinacao da posi¢ao em todos os instantes de um objeto, se for
conhecida a sua velocidade instantanea. O processo de se calcular a integral de uma funcao
é chamado de integracao. A integral indefinida também é conhecida como antiderivada ou
primitiva. Neste capitulo, iremos apresentar defini¢oes, propriedades, teoremas e exemplos
com o objetivo de desenvolver esse assunto da melhor maneira possivel para o aprendizado
dos alunos.

1.2.1 Integral indefinida

Defini¢ao 1.5. Uma fungao F é chamada primitiva de f em um intervalo de [a,b] se
F'(z) = f(z), para todo x € [a,b].

Exemplo 1.8. F(z) = 32* € uma primitiva de f(x) = 2.

Neste exemplo, observamos que se adicionarmos uma constante a F'(z), esta nova fungao
continuara sendo uma antiderivada de f(z). Logo, temos uma infinidades de antiderivadas
para f(z) ,todas no formato de F'(z) + C em que C' ¢é uma constante arbitraria.

Usaremos o simbolo [ para denotar a operagao de integral.

1.2.2 Propriedades

As propriedades para célculo das integrais indefinidas sao:

° /dx—x+C';

/a flz)dz =a- /f(x)dx (a constante);

Ju@ +g@ids — [ s@s+ [ gy

xac+1
o /:17 dx:n+1+C' (n#-—1).
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1.2.3 Particao de um intervalo

A parti¢ao de um intervalo [a,b] é um conjunto finito P = {xg, 21, x9, ..., 2, }, n0o qual
a=1xy<x <xy<..<uz,=>be pode ser representado graficamente da seguinte forma,

L | I 1 L Il
T T

I T
a = Iy Ty T2 Ti-1 T C S Tn=b

Sendo assim, temos que uma parti¢ao P divide o intervalo [a, b] em n intervalos menores
e que podem ser escritos de forma arbitraria como: {z;_1,x;}, no qual i =1,2,3,....n.

A amplitude di intervalo [z;_1 ,,] sera dada por A,; = x;, x;_1. Por exemplo,

AI:‘ = 1 — X9
Awg = T2— I
Ay, = Ty, — Ty,

Essas amplitudes A1, Ayo, ..., Ay, podem ou nao ter valores iguais. Para maior amplitude
damos o nome de amplitude da particio P em relagao ao intervalo [a, b] e seré indicado por
mxA,;. Indica-se uma partigdo P = {x¢, x1, T, ..., £, } de um intervalo [a, b] por,

Pia=xo<ti<az2<...<x,=0.

1.2.4 Soma de Riemann
Sejam uma funcdo f definida em [a, b] e uma particao,
Pa=zxy<zi1<129<..<2,=0,
do intervalo [a,b]. Seja um ¢; € [z;_1,2;], no qual i = 1,2, ..., n um elemento escolhido de

forma arbitraria obtendo assim um novo conjunto A = {¢y, ¢a, ..., ¢, } chamado de conjunto
admissivel a particao P. Teremos que o niimero

> F(e)Azi = f(e)Azy + f(e2) Az + .+ flen) Az,

18



serd chamado de soma de Riemann de f relativa a particao P e ao conjunto admissivel A.

Quando f(c¢;) > 0 podemos notar que f(c;)A, seré a area do retangulo R; Determinado
pelas retas © = x5, 2 = x;.1, y = 0 e y = f(¢). Quando f(¢;) < 0 a area de R; sera

_f(ci)Azi

(a) area de R; = f(ci)Ax; (b) area de R; = — f(ci)Ax;

Geometricamente interpretamos a soma de Riemann Y ., f(¢;)A,; como a diferenca
entre a soma das areas dos retangulos R; que estao acima do eixo x e a soma das areas dos
que estao abaixo do eixo .

T

“(_ =

A figura acima representa a seguinte soma de Riemann,
n
E flci)Agi.
i=1

19



Seja uma funcéo F definida em [a,b] e P :a = xy < 21 < 9 < x3 < x4 = b uma partigao
de [a,b]. Ao efetuar o acréscimo F'(b) — F'(a), iremos observar que ao passar de z = a para
x = b iremos obter a soma dos acréscimos F'(x;) — F(x;_1) com o i = 1,2,3,4, sendo assim,

F(b)=F(a) = F(xa)=F(wo) = [F (x4 — F(x3))|[+[F(x5) — F(22)|+[F(22) = F(x)]+[F(x1) — F(xo)]

Isto também pode ser escrito como,

F(b) = F(a) =) [F(x:;) = F(x;)].

i=1
Se generalizarmos para uma particao P :a =xg < 11 < 3 < ... < T, = b, entao

n

F(b) = F(a) = [F(x;) — F(zi-1)].

=1

Com base neste resultado teremos que, dadas F' e f duas funcoes definidas em [a, b],
sendo F' uma primitiva de f em [a, b], ou seja, F' = f. E sendo uma partigdo P :a =z <
r1 < Ty < ... <z, = b de [a,b], podemos observar, como visto anteriormente, que

n

F(b) = Fa) =) [F(x;) = Flai)]

i=1
Pelo teorema do valor médio existe um ¢; C [zi,x;_1] tal que
F(x;) — F(zi—1) = F'(¢;)(z; — x-1)

Sendo assim, como F' = f e A, = x; — x;_1, entao
F(b) = F(a) =) f(@)As.
i=1

Note que conforme A, vai diminuindo, o f(¢;) vai comegar a diferir pouco de um f(¢;)
onde ¢i C [z;, z;_1] ndo foi escolhido conveniente. Ou seja, teremos

F(b) — F(a) = Z fle) Ay

1.2.5 Integral de Riemann

Seja uma fungao f definida em [a,b] e L € R. Dizemos que

Z f(ci)Ami
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tende a L, quando mxA,; — 0, e escrevemos

lim E ct) =
mazg;—0 4 f :m

se para todo € > 0, existir 6 > 0 que s6 depende de €, mas nao da particular escolha dos cz,

tal que
> Flei) Ay — ] <e
i=1

para toda a partigao P de [a, b], com mzA,;. Tal nimero L sera denominado de integral de
Riemann de f em [a,b], com mszA,; e indica-se por

b n
/f(x)dm: lim Zf(m)Am

maxlqgi 0 Py
: : b . . L. ) .
Com isso, diremos que se [ f(z)dx existe, entdo a f ¢ integravel (segundo Riemann)

em [a,b] e também iremos nos referir a ff f(z)dz como sendo a integral definida de f em
[a, b].

1.2.6 Teorema fundamental do calculo

O proximo resultado estabelece uma relagao entre a teoria da diferenciagao de funcoes e
a teoria de interpretacao de func¢oes, sendo um resultado central no calculo. Por essa razao
tal resultado ¢ chamado de teorema fundamental do célculo

Teorema 1.3. Se f for integrdvel em [a,b] € se ' for uma primitiva de f em [a,b], entdo
b
| #@) =) - Fla).

Suponhamos que f ¢ integravel em [a,b] e que F' seja uma primitiva em [a,b], isto é,
F'(z) = f(x) em [a,b]. Seja P:a =129 < 21 < 23 < ... < x,, = b de [a,b], uma partigao
qualquer de [a, b], podemos escolher, pelo teorema do valor médio, ¢; em [x;_1, ;] tal que

Demonstracao.

Fb)— F ZFQA = F(b chz o

i=j

Se, para cada particao P de [a, b] escolhermos convenientemente os ¢;, teremos

lim Y f(e)Aw = F(b) — F(a).

mazg;—0 4
7
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Portanto,

b
/ f(x) = F(b) - F(a).

O
1
Exemplo 1.9. Calcule/ (z* — 1)dz.
—2
Solugao: Antes de calcular a integral definida iremos calcular a indefinida
/ (2% — 1)dz.
Usando,
[ f@ £ g@in = [ syt [ g
teremos.
/(932 —1)dz = /$2d$ —/1d:£.

Para [ 2%dz usaremos

n+1

/ xdr = + k,
n—+1
para n # —1. Com isso, temos.
3
/ wide = = + k,
para — [ ldz,
/ adx = axr + k,
sendo assim, temos
— / ldx = —x + k,

portanto,

3

/(12—1)dx: E—x—l—k.
O

Para calcular a integral definida, usaremos o Teorema Fundamental do Célculo se f for
integravel em [a, b], e se F for uma primitiva de f em [a, b], entao

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
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Capitulo 2

O CaAlculo diferencial e Integral na
Cinematica

Neste capitulo abordaremos os conceitos fisico da cinematica, mas aplicando também os
conhecimentos do célculo diferencial e integral para construir um modelo matemético. A
cinemética é a area da fisica que estuda o movimento dos corpos sem levar em conta a origem
do movimento. Busca entender a velocidade e a aceleragao utilizadas por eles durante seu
deslocamento no espago. Com expressoes matematicas é possivel prever o posicionamento
de um corpo no espaco apés um determinado tempo de deslocamento.

2.1 Cinematica da particula

2.1.1 Posicao de uma particula

Se um ponto ou particula P se move ao longo de uma reta r, dizemos que seu movimento
é retilineo. Se r é uma reta ordenada com coordenada x e se a coordenada de P no instante
téx = f(t), entao x é chamada de fun¢do posicao de P. Isto significa que a fungao f
fornece, a cada instante, a posicao ocupada pela particula na reta.

O deslocamento de uma particula é a variacao de posicao da particula em movimento
em determinado intervalo de tempo, ou seja, a distancia percorrida com relagao a um ponto
fixo

Ay =1 — Lo,

onde x é a posicao em t e xy a posicao em tg.
Também escrevemos
At =t— t().
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No célculo diferencial teremos que o deslocamento de uma particula é

Ay = f(t+Ay) = f(t)

nos instantes t e t + A,.

2.1.2 Velocidade da particula

Definimos velocidade média de uma particula em um intervalo de tempo A; como sendo
a razao entre o deslocamento A, nesse intervalo de tempo. Sendo assim, temos,

A,
Umedia = 7 -
Ay

A unidade da velocidade média no S.I. (Sistema internacional), é o metro/segundo,
entretanto, muito se utiliza a unidade quilémetros/hora. Vale ressaltar que é importante
observar a diregao do movimento. Tendo como base o eixo das abscissas e z = 0, se a
particula se movimenta da esquerda para direita, o valor do = aumenta com o decorrer do
tempo, entao a velocidade média sera positiva, caso contrério, serda negativa.

Concluimos que a velocidade média da particula é o coeficiente angular da reta que liga
o ponto (x1,t;) e o ponto (x9,ts) em um grafico da posigdo = em fungao do tempo ¢.

No calculo diferencial teremos que a velocidade média da particula nos instantes t e
t + A, é definida por
ft+A) — f(t)

Ay

A priori, podemos imaginar que nao é possivel calcular a velocidade de um objeto em um
instante dado. Com os recursos que aprendemos nos capitulos anteriores é possivel calcular
a velocidade instantanea de uma particula. Utilizando esse conhecimento, a wvelocidade
instantdnea pode ser calculada como,

A, drx
v(t) = lim — = —.
A;—0 At dt
De forma que v(t) é numericamente igual ao coeficiente angular da reta tangente a curva
x(t) no ponto estudado.

Pela definicao de derivada, temos
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Por conta disso, podemos obter a velocidade em qualquer instante no movimento re-
tilineo, sendo conhecida uma funcao que expresse a posicao em funcao do tempo, apenas
calculando a derivada da posi¢ao com relagao ao tempo, como concluiremos no exemplo.

Exemplo 2.1. A posicao de uma pedra que cai do alto de um rochedo a partir do repouso
¢ dada por x = 10t?, em que z estd em metros e t em sequndos. O sentido positivo do eizo
x € para baixo. Determine a velocidade instantdnea em um instante qualquer.

Solugao: A partir da equacao x = 10t podemos calcular a velocidade instantanea consi-
derando que a derivada da posi¢cao com relagao ao tempo ird nos resultar numa func¢ao que
mostrar a velocidade da particula em um instante de tempo qualquer de forma que

dx
/
t) = —
d
"ty = —10¢2
v(t) = 20t

Concluimos que pode-se calcular a velocidade em qualquer instante apenas substituindo o
valor do instante de tempo no qual se quer calcular a velocidade da particula, na funcao
v(t). O

2.1.3 Aceleracao da particula

Esta secao é similar a anterior, no geral tratamos da velocidade. Note que quando
a velocidade da particula muda com o passar do tempo, diz-se que ela esta acelerada.
Definimos a acelera¢dao média como a razao entre a variacao da velocidade A, e o intervalo

do tempo A; de forma que
A,
Amedia = At .

Sendo que a unidade de aceleragao no S.I. ¢ o m/s?, mas utiliza-se também a unidade

km/h?.

E complicado somente com conhecimentos basicos determinar em um instante dado a
aceleracao. Dessa forma, os conhecimentos do Célculo Diferencial sao importantes para
definirmos a aceleragao instantinea, de forma que a aceleracao no instante ¢ é definida
como a derivada em t da fun¢ao v = v(t), assim

dv  d*x
=% =@

Pela definicao derivada, temos




v(t+ Ay) —v(t)
Av

em que o quociente é a aceleragao média entre os instantes t e t + A,.

2.2  Movimento Retilineo no Calculo Diferencial

De acordo com o que vimos anteriormente, a cinematica de uma particula pode ser
definida conforme algumas defini¢oes e conceitos.

Se temos a posigao (t) a uma coordenada de um ponto P em uma reta [ num instante
t, temos que

e A velocidade de P é v(t) = 2/(t);
e O modulo da velocidade de P ¢ |v(t)];
e A aceleragao de P é a(t) = v'(t) = 2" (t).

Em outras palavras, a velocidade é a primeira derivada da posicao e a aceleracao é a
primeira derivada da velocidade ou também a segunda derivada da posicao.

No Brasil é comum observar questoes em concursos e vestibulares que sempre abordam
esse assunto, pois possui grande relagao com o cotidiano dos alunos, sendo assim é aplicado
de maneira recorrente.

O calculo diferencial é uma ferramente que ajuda a entender melhor o contetido e com
certeza faria com que os alunos fossem capazes de resolver os problemas com mais facilidade
e também resolver problemas complexos com mais rapidez.

O movimento retilineo uniformemente variado se caracteriza por ter uma aceleragao
constante, com isso a velocidade varia linearmente de acordo com o tempo, ou seja,

v(t) = v + at.
com vy = velocidade inicial.

Se considerarmos que a particula comeca a se mover no instante ¢, = 0, com o movimento
sendo comecado em xg, ou seja, na posi¢ao inicial e que no instante ¢ sua posicao é x, entao
o deslocamento A, = = — xy da particula, em um intervalo de tempo A; =t —tg = t,
podemos expressar como

Am = Umedial-

Sabendo que a aceleragao é constante, a velocidade média pode ser calculada através da
média aritmética entre a velocidade inicial e final. Podemos calcular também o valor da
velocidade média apenas somando a metade da variagao da velocidade e assim temos que,

A,

Umedia = = vy + zat.

Ay 2
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sendo assim,

1
A, = <vo + 5(175) t

at?
r = o+ vot + >

Essa equacao determina a posi¢ao em fungao do tempo.

Existe outro resultado importante que é a equacao de Torricelli. Essa equacao é obtida

v—u
substituindo na equagao da posicao t = 0, obtemos assim
at?
T = Zo+ vt + -
at?
A$ = Uot + 7
_ (v — o) (v — )
- T, ta 2a?
_ 2u9(v —vg) 4 (v — vp)?
N 2a
200, = 2upv — 20y> + v* — 2upv + vy*

’02 = ’U02+2an.
a

Isto é na verdade o que é utilizado pelos professores de fisica do ensino médio, pois nao
envolve os conceitos do Calculo Diferencial e Integral. E desta maneira que os estudantes
aprendem as férmulas com o conhecimento mateméatico ensinado até entao.

Neste momento mostraremos que todos os resultados do movimento uniformemente va-
riado podem ser demonstrado através da utilizacao do que estudamos do céalculo diferencial.
Sabemos que a equacgao que determina a posicao em funcao do tempo é dada por

at?
T =x9+ vot + >
E de nosso conhecimento que a derivada da posicao em funcéo do tempo é igual a velocidade.
Logo, temos

dx
dt
2

= i(ac —i—vt—i—%)
TR

= g+ at.
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Da mesma forma que a derivada da posi¢ao em funcao do tempo é a velocidade, a derivada da
velocidade em fun¢ao do tempo é igual & aceleracao, obtemos que a aceleracao é constante.
Logo, podemos considerar v como fung¢ao de z, pela regra da cadeia vamos ter que

B dv
“T

B dv dx

- dx dt

o

dx

Temos um resultado importante adx = vdv, ele serd importante para obter a equacao

de Torricelli com
/ adxr =
xo

/’v
v0
v
a(x —xg) = /vdv
Vo
’02 ’U02

vdv

2 2
v? —vp® = 2a(xr — )
v = 0?4+ 2aA,.

|

Dessa forma pode-se construir as equacoes do movimento uniformemente variado. Elas
sao utilizadas nos assuntos de queda livre, nos quais possui a aceleracao com valor igual ao
da gravidade e de lancamento obliquo.
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Capitulo 3

Aplicacoes no software Maple

Maple é um sistema algébrico computacional comercial de uso genérico. Desde 1988 o
Maple tem sido desenvolvido e comercializado pela Maplesoft, uma companhia canadense
baseada em Waterloo, Ontario. E comercializado como a ferramenta de produtividade
essencial para cada profissional técnico. A versao atual é Maple 2023.

Esse software, que para muitos é desconhecido, mesmo tendo muitas ferramentas impor-
tantes para auxilio do aluno e também para professores, veio ao meu conhecimento através
do professor e orientador Juaci Picango que havia utilizado em aulas e com outros orientan-
dos de TCC. Nesse sentido, o software se mostrou ttil nao somente no que era necessario
para o trabalho, que sao os gréficos e as animagoes, mas ele auxilia em varios topicos como
por exemplo resolver integrais.

No presente trabalho focaremos em realizar os graficos das aplicagoes de cinematica, pois
mostraremos que é possivel construir animagoes que simulem uma particula ou objeto se
movendo em uma fun¢ao do tempo. Isso provavelmente ajudaria alunos do ensino basico a
entender de uma maneira visivel o que realmente esta ocorrendo com a particula ou objeto
determinado.

E de conhecimento de todos que a educacio basica nao esta preparando o suficiente para
o ensino superior ou até mesmo para o ENEM. Logo, é de suma importancia que estratégias
como a utilizacao do Maple seja discutida e orientada para que haja motivacao dos alunos
com solucoes fora de definicoes e exemplos com pincéis e lousa, mas que o aluno possa
visualizar e compreender de outras formas.
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3.1 Aplicacoes

Faremos a seguir as aplica¢oes com o calculo diferencial e integral com exemplos, poste-
riormente colocando imagens dos gréaficos do software Maple.

Exemplo 3.1. O movimento de uma particula é dado por f(t) =5+ 2t — 2t sendo f a
posicao et o tempo. Determine:

a) Posi¢do inicial;

b) Posi¢ao em t = 5s;

¢) Fungao de velocidade;

d) Velocidade em t = 5s;

e) Instante e a posicio em que a particula para;

d) Aceleragao do movimento;

Solucao:
a) Posi¢ao inicial t = Os

f(0) = 5+2-0-2-0°
f(0) = bm.

Figura 3.1: Posicao da particula em ¢ = Os

Fonte: Elaborada pelo autor.
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b) posi¢ao t = bs

f(5) = 5+2-5-2-5°
5+ 10 — 50
= —3bm.

Figura 3.2: Posicao da particula em ¢t = 5s

Fonte: Elaborada pelo autor.

¢) Fungao velocidade € a primeira derivada da fungao espago.

f(t) =2 — 4t.
d) Velocidade em t = 5s.
v = 2—4-5
= —18m/s.

e) Instante e a posi¢io em que a particula para.

0
t =

Posicao em que o corpo para.

f(0,5) = 54+2-0,5—2-(0,5)?
= 5,dm.
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Figura 3.3: Posi¢ao na qual a particula "para".

Fonte: Elaborada pelo autor.

f) Aceleragao do movimento € a sequnda derivada da fungao espago.

f7it)y=2(t = 0—-4

a = —4m/s’.

Exemplo 3.2. A equacao da velocidade de um objeto € dado por v = 3t + 2 em que v

esta em metros e t em sequndos. Temos que s(0) = —4, sendo assim qual a equag¢do do
movimento do objeto. Além disso, qual o espaco nos sequintes tempos:

a)t=1s

b)t=3s

c)t=>5s

d) t=6s

Solugao: Note que a equag¢ao do movimento é dada, entretanto devemos diferente do pri-
meiro exemplo integrar a equa¢ao ao 1vés de derivar como aprendemos no capitulo anterior.

v = 3t+2
s = / (3t +2) dt
3t?
= — +2t+c
2
Perceba que é necessdrio usar a informagao s(0) = —4, dada no enunciado, para encon-
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trarmos o valor de c. Logo,

3t2
s(0) = 7+2t+c
302
—4 = 5 +2.-0+c
c = —4.

Portanto, temos que a equac¢dao do movimento é:

3t2
= — + 2t — 4.
S 5 +

a) Em t = 1s, temos:

Figura 3.4: Posicao da particula em ¢t = 1s

Fonte: Elaborada pelo autor.
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b) Emt = 3s, temos

@ = 20 o 3

3-9
= 2" 4+6-4

2
_
31

= 15,5.

Figura 3.5: Posi¢ao da particula em ¢ = 3s

| |

Fonte: Elaborada pelo autor.

c) Emt = 5s, temos:

3. 52
s() = S5 +25-4

-2
= ¥+10—4

= 43,5,
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Figura 3.6: Posicao da particula em ¢t = 5s

Fonte: Elaborada pelo autor.

d) Em t = 6s, temos

3 -6
s(6) = 5 +2-6—-4

- 20y

108
= —+8

= 54 +38

Figura 3.7: Posicao da particula em ¢t = 6s

.....

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 3.3. A equacdo do movimento de um carro é dado por s = 4t> em que s estd em
metros e t em sequndos. Qual a velocidade nos instantes:

a)t=1
b)t=4
c)t=9
d)t =12

Solugao:  Perceba que a equagao do movimento € dada, logo € mecessdrio derivarmos
para encontrarmos a velocidade.

s = 4t?
s = 8t
v = &t

Apds encontrarmos a equacgao da velocidade podemos achar em cada instante pedido.
a) Para t = 1s, temos:

v = &t

8-1
= 8m/s.
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Figura 3.8: Posicao do carro em ¢t =1

o]
=

b) Para t = 4s, temos:

30 40 30

Fonte: Elaborada pelo autor.

v = 8
8-4
32m/s.

Figura 3.9: Posi¢ao do carro em t = 4s

60

¢) Para t =9s, temos:

Fonte: Elaborada pelo autor.

72m/s.
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Figura 3.10: Posi¢cao do carro em ¢t = 9s

o]

Fonte: Elaborada pelo autor.

d) Para t = 12s, temos:

v = 8t
= 8-12
96m/s.

Figura 3.11: Posigao do carro em ¢t = 12s

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 3.4. Conforme a figura a sequir um objeto € lancado para cima do alto de um
prédio. Sabendo que a velocidade inicial € 15m/s, o espago inicial € 12m e considerando a
gravidade 10m/s?,

Figura 3.12: Grafico exemplo 3.4

]
(110 ] e

\

Fonte: Elaborada pelo autor.

Determine:
a) Equagao da velocidade;
b) Tempo para atingir a altura mdxima;
¢) Equagao hordria das posigoes;
d) Posi¢ao apds 4 sequndos;

Solugao: Perceba que essa questao € da mesma forma que o ENEM aborda a temdtica de
cinemdtica. Logo, veremos com o que aprendemos que € possivel resolver de forma eficiente
usando técnicas de integragao.

a) Como a gravidade é uma for¢a contrdria movimento do objeto, ela serd negativa. Temos
que
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dv

a = a
dv
~10 = —
0 dt
dv = —=10dt
/dv = /—10dt
v = —10t+c.

Para encontrar a constante ¢, temos que v(0) = 15, logo

v = —10t+c
15 = —-10-0+c¢
c = 15.
A equacao da velocidade é
v = —10t+ 15.

b) Para encontrarmos a altura mdzima € necessdario igualar a 0, pois € quando ela "para”.

v = 15— 10t
0 = 15— 10¢
15
t = 21 5s

10~ 00
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Figura 3.13: Posigao da particula em ¢t = 1,5s

Fonte: Elaborada pelo autor.

¢) Para encontrar a equagao hordria serd necessdrio integrar a equa¢ao da velocidade e apds
1850 encontrar a constante.

v = 15—10t
/ds = /15 — 10tdt
10t2
s = 15t — T + C.

Para encontrar a constante ¢, temos que s(0) = 12, logo

10¢
S = 15t — T + C
12 = 15-0-5-0+c¢
c = 12
A equacao hordria é
s = —5t*+ 15t +12.
d) A posi¢ao no tempo t = 4s serd:
s = —5(4)>+15(4) + 12
= —80+60+12

~ -8
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Figura 3.14: Posicao da particula em ¢t = 4s

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.5. O movimento de um elétron é dado pela fungao

1, 154
Sendo que, s et estao em unidades do sistema internacional, determine:
a) A velocidade média entre Os e bs;
b) A fungao da velocidade;
c) A aceleragao média entre 0s e 5s;
d) A mdzima posi¢ao positiva que o elétron atinge;
e) A funcao da aceleragio;
f) A mdzima velocidade positiva atingida pelo elétron;

Solugao: Note que nesse caso, serd importante usar conhecimentos visto no capitulo an-
terior sobre velocidade média e derivadas.

a) A wvelocidade média é dada por Ks = i_ :0, mas serd necessdrio achar a posi¢cao no
t — 1
tempo dado.
L 1
s(0) = 10+2~0+§-0 _3'0
= 10m.
Ly 1 4
s(5) = 10+2-5+§-5 —5-5
= 10+10412,5—-25
7,5m.
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Agora, substituindo para achar a velocidade média, temos

S — 8o
t—t,
7,5 —10
5—0
2.5
d
= —0,5m/s.

Um =

Figura 3.15: Posigao da particula em ¢t = Os

[ T T T T ! 1
40 -30 20 10 10
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 3.16: Posigao da particula em t = 5s

Fonte: Elaborada pelo autor.
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b) Sabemos que derivando a fungdo do movimento, temos a fun¢ao da velocidade.

1 1
= 10+2t+ 12— =3
S + 2t + 5 5

3
"= 24t — —t?
s + 5
3
= 2+4+t— -t
v + 5
~ L 7- P Av UV — 1 . .. .
c) A aceleragao média é dada por VR mas serd necessdrio achar a velocidade no
t — o
tempo dado.
3
v(0) = 2+0_g'02
= 2m/s
3 o
v(b) = 245— 5' 5
= —8m/s.

Agora, substituindo para achar a velocidade média, temos

UV — g
t—to
—8—2
5—0
—10

Ay, —
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Figura 3.17: Posigao da particula em ¢t = Os

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 3.18: Posicao da particula em t = 5s

Fonte: Elaborada pelo autor.

d) A posi¢ao mdxima serd quando a velocidade for igual a 0. Logo,

0 = 24+t— =t




Substituindo esse tempo na equacao do movimento, teremos a posi¢cao mdxima.

1 1
= 1042t + —t2— =3
S + +2 5
1

1
= 10+2-2,8+§-(2,8)2—3(2,8)3
= 15,2m.

Figura 3.19: Posicao da particula em ¢ = 5s

Fonte: Elaborada pelo autor.

e) Sabemos que derivando a fun¢do da velocidade, temos a func¢dao da aceleragao.

3
= 24t——¢?
U + 5
6
Vo= 11—t
5
6
= 1——t.
¢ 5

f) A wvelocidade mdzima serd quando a acelerag¢ao for igual a 0. Logo,

6
0 = 1——t
5
6
t = -
5
= 0,83s.

47



Substituindo esse tempo na equacao da velocidade, teremos a velocidade mdzrima.

3
= 24t—=¢?
v + 5
3
= 2+0,83.2,8—g~(0,83)2
= 2,42m/s.

Figura 3.20: Posicao da particula em ¢ = 5s

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.6. Seja as particulas P e F, dadas pelas funcoes f(t) = t* e g(t) = 10t respec-
tivamente, sendo assim determine a posi¢cao e a velocidade em cada instante.
a)t=3s

b)t=bs
c)t=10s
d)t=12s

Solugao: Perceba que temos as fungoes da posicao, mas precisamos da fungao velocidade.

fo) = #
f't) = 2t
g(t) = 10t
g(t) = 10m/s

a) Em ¢t = 3s, temos para f(t) =t



Para v(t) = 2t, temos

v(3) = 2-3
= 6m/s

a) Em ¢t = 3s, temos para g(t) = 10t

f3) = 10-3
= 30m.

Para v(t) = 10, temos
v(3) = 10m/s

Figura 3.21: Posigao das particulas em ¢ = 3s

PR
P g ‘e
40 -
4
30 4 .
A

20 —

I I I I I I I I I I I T I I
40 30 60 0 80 o0 100 110 120 125 130 140 144 130 160

Fonte: Elaborada pelo autor.

b) Em ¢ = 5s, temos para f(t) = t>

f(5) = 5
= 25m.
Para v(t) = 2t, temos
v(5) = 2-5
= 10m/s

b) Em ¢ = 5s, temos para g(t) = 10t

f(b) = 10-5
= 50m.
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Para v(t) = 10, temos

v(b) =

10m/s

Figura 3.22: Posicao das particulas em ¢t = 3s

40 —

20 —

I I I I I I T I I
o0 100 110 120 125 130 140 144 130 160

Fonte: Elaborada pelo autor.

c) Em ¢ = 10s, temos para f(t) = t*

f(10) =

Para v(t) = 2t, temos

v(10) =

c) Em ¢ = 10s, temos para g(t) = 10t

f(10) =

Para v(t) = 10, temos
v(10) =

d) Em ¢ = 12s, temos para f(t) = t*

50

102
100m.

2-10
20m/s

10-10
100m.

10m/s
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Figura 3.23: Posi¢ao das particulas em ¢ = 3s

40 -

20 —

I I I I I I T I I
o0 100 110 120 125 130 140 144 130 160

Fonte: Elaborada pelo autor.

f(12)

Para v(t) = 2t, temos

v(12)

d) Em t = 12s, temos para g(t) = 10t

f(12)

Para v(t) = 10, temos

v(12)

ol

122
144m.

2-12
24m/s

10-12
120m.

10m/s
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Figura 3.24: Posig¢ao das particulas em ¢ = 3s

50 -
o
. .
10 :
4 b
30 4 i ./ -
20 -
s X
5
10 -
T I — T T T T T T T T T T T T T T T
9 0 25 30 10 50 60 70 80 50 100 110 120 125 130 140 144 130 160 168

Fonte: Elaborada pelo autor.
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