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RESUMO

Mostra-se que, a aplicagao dos Teoremas sobre Curvatura Gaussiana e Curvatura Média
de superficies implicitas, tais como a Semi-Cicloidal Cilindrica, é um processo mais sim-
ples e eficiente do que aqueles usados em um curso de Geometria Diferencial (GD). Este
trabalho teve como objetivo apresentar esses teoremas e aplica-los na resolucao do calculo
das curvaturas de superficies implicitas, como: o Cone, o Elipsoide e a Semi-Cicloidal
Cilindrica. Além disso, mostra-se ainda o calculo dos sistemas de equagoes diferenciais
das geodésicas das superficies com essa caracteristica. Durante este estudo, foram explora-
dos alguns conceitos preliminares de Célculo Diferencial e Algebra Linear, como também,

os tépicos fundamentais no estudo das superficies e das geodésicas no contexto da GD.

Palavras-chave: Curvatura Gaussiana e Média, Geodésicas, Semi-Cicloidal Cilindrica.



ABSTRACT

It is shown that the application of Theorems on Gaussian Curvature and Mean Curvature
of implicit surfaces, such as the Cylindrical Semi-Cycloidal surface, is a simpler and more
efficient process than those used in a Differential Geometry (DG) course.. The work aimed
to present these theorems and apply them to solving the calculation of the curvatures of
implicit surfaces, such as: the Cone, the Ellipsoid and the Cylindrical Semi-Cycloid. In
addition, it is also shown the calculation of the systems of differential equations of the ge-
odesics of surfaces with this characteristics. During this study, some preliminary concepts
of Differential Calculus and Linear Algebra were explored, as well as the fundamental

topics in the study of Surfaces and Geodesics in the context of GD.

Keywords: Gaussian and Mean Curvature, Geodesics, Cylindrical Semi-Cycloid.
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INTRODUCAO

Ao analisar as férmulas de curvatura para curvas e superficies paramétricas, deparamos-
nos com varias defini¢oes para curvas planas, como por exemplo: a curvatura € o valor do
desvio da curva em relacao a reta tangente. Para superficies, a curvatura deve capturar o
desvio da superficie em relagao ao plano tangente. Mas, ao contrario das curvas planas,
existe mais de uma forma de medir esse desvio e essas informagoes sao obtidas mais pre-
cisamente pelas Curvaturas Gaussiana e Média.

A Curvatura Gaussiana e a Curvatura Média sao conceitos fundamentais na Ge-
ometria Diferencial. A primeira foi introduzida em 1827 por Carl Friedrich Gauss como
parte de seus trabalhos sobre a chamada Aplicagdo Normal de Gauss N : S — 52, cuja
diferencial sob certas circunstancias ¢ um operador auto-adjunto ([2], 2024).Gauss definiu
a Curvatura Gaussiana como sendo o produto K = kiky das curvaturas principais que,
numa certa base ortonormal, é simplesmente o determinante da matriz de dN no ponto p
que é um invariante desta aplicacao. Simbolicamente, a Curvatura Gaussiana é definida

COImMo:

_det(H)

“7 det(g)

em que H é a Matriz Hessiana das segundas derivadas da funcao que descreve a superficie,
e g é o tensor métrico.

Um outro invariante, o trago de dN, dado por Trace(dN,) = —(k1 + k2) surge
naturalmente no estudo desta aplicagao e o negativo da metade do trago de d/V,, ¢ chamada
a Curvatura Média de S em p. Esse conceito foi usado por Sophie Germain, em 1831, ao
estudar um problema relacionado com vibragoes de uma membrana e, também, por Jean
Baptiste Marie Meusnier, em 1776, quando estudava superficies minimas ([3], 2024). A
Curvatura Média é definida como a média das curvaturas principais de uma superficie.
Seja K a curvatura média em um ponto p na superficie, e ky e ky as curvaturas principais

(méxima e minima, respectivamente), temos:

_k1+k2

Ky 5

Uma superficie é considerada minima se sua Curvatura Média for zero. Além disso,
a Curvatura Média esta relacionada a Segunda Forma Fundamental e pode ser expressa
em termos do operador de forma e do tensor métrico.

A Primeira Forma Fundamental e a Segunda Forma Fundamental sao conceitos
importantes relacionados a superficies paramétricas. A Primeira Forma é uma métrica
intrinseca associada a uma superficie paramétrica. Ela descreve como as curvas se com-
portam na superficie, e E, F', G os quais sao os coeficientes da métrica local. A Segunda

Forma também ¢ uma métrica intrinseca associada a superficie e seus coeficientes e, f,



g sao relacionados aos vetores normais. Ela esta relacionada a Curvatura Gaussiana e
as curvaturas principais. As Curvatura Gaussiana e a Curvatura Média, na Geometria
Diferencial classica também podem ser expressas utilizando os coeficientes das Formas

Fundamentais mencionadas anteriormente.

eg— f? _Ge-Ff+Eyg

= — K =
Ke=ga-m MT(EG - F?)

As Curvaturas Gaussiana e Média influenciam as Curvas Geodésicas, que variam a
sua forma com a geometria intrinseca da superficie. As Curvas Geodésicas sao caminhos
especiais em superficies que representam a menor distancia (ou, em alguns casos, a maior
distancia) entre dois pontos. A histéria dessas curvas estd entrelagada com o desenvolvi-
mento da Geometria Diferencial e os esfor¢os de mateméticos visionarios.

Gaspard Monge (1746-1818), considerado o pai da Geometria Diferencial, estimu-
lou o estudo de superficies nao-planas, expandindo o campo além da geometria analitica.
J. B. Meusnier (1754-1793), aluno de Monge, contribuiu para a Geodésia Geométrica.
Seu trabalho influenciou o desenvolvimento de teoremas aplicados a Geodésica, inclusive
o conceito de Linha Geodésica. Carl Friedrich Gauss (1777-1855), grande matemaético do
inicio do século XIX, inventou o heliétropo usado para sinalizacao de pontos geodésicos.

A curvatura Gaussiana e a Curvatura Média estao relacionadas as Curvas Geodésicas.
Se a Curvatura Gaussiana for positiva, a superficie é como uma esfera, e as geodésicas
sao circulos maximos. Se a curvatura Gaussiana for negativa, a superficie é como uma
sela, e as geodésicas sao hiperbdlicas. Se a Curvatura Gaussiana for zero, a superficie é
plana, e as geodésicas sao segmentos de reta. As Curvas Geodésicas também podem ser
encontradas como solugoes de equagoes diferenciais que minimizam o comprimento entre
dois pontos na superficie.

Um exemplo de superficie com curvatura gaussiana nula que descobrimos foi o da
superficie Semi-Cicloidal Cilindrica. A Semi-Cicloidal Cilindrica é uma superficie gerada
por uma reta que se move ao longo de uma curva Semi-Cicldoide, denominada diretriz,
paralelamente a uma reta fixa, denominada geratriz. Sua Curvatura Gaussiana é nula
devido a intersecao do plano tangente com uma superficie do tipo cilindrica serem retas e
retas nao possuem curvatura. E, ainda, calculamos as curvas geodésicas dessa superficie
que sao determinadas por hélices, cicldides e retas.

A Geometria Diferencial é uma area da matematica que estuda as propriedades
de curvas e superficies, utilizando conceitos bésicos de cédlculo diferencial e integral, bem
como algebra linear. Embora nao seja oferecida em todos os cursos (como o de Licen-
ciatura em Matematica, no Campus UFPA /Salinépolis), ela possui relevancia em vérias
areas, como: Fisica, Quimica, Biofisica, Topografia, Economia e Computagao Gréafica.

Portanto, mesmo que nao seja parte do curriculo, o estudo da Geometria Diferencial



pode enriquecer sua compreensao matematica e ter aplicacoes em diversas areas. Nesse
sentido, este trabalho se justifica por ser um assunto de grande interesse tedrico e pratico
para os pesquisadores da area, e devido a quantidade de aplicacoes desses conceitos em
outras areas das ciéncias.

A fim de alcancar os objetivos do trabalho, relembraremos alguns conceitos prin-
cipais estudados nos cursos de calculo Diferencial e Integral, dlgebra linear e equagoes
diferenciais. A metodologia baseou-se em pesquisa bibliografica, partindo do artigo inti-
tulado “Curvature formulas for implicit curves and surfaces” ([8], 2005), por trabalhos
de conclusao de curso na area e seguindo pelos livros da bibliografia listada.

Este trabalho esta estruturado em 4 partes. Na parte 1, estudaremos os tépicos
de Célculo Diferencial e de Algebra Linear, preliminares ao estudo contido neste trabalho
como também os conceitos relacionados a Teoria Local de Superficies que sao necessarios
para a abordagem e entendimento dos capitulos posteriores.

A parte 2 é dedicada as demonstracoes dos Teoremas da Curvatura Gaussiana e
da Curvatura Média retirados de [§]. Em 2005, Goldman em seu trabalho, desenvolveu
formulas de curvatura para superficies implicitas. Foérmulas que dependem apenas do
gradiente VF', da matriz hessiana Hess(F') e da adjunta da matriz hessiana Hess*(F).
A parte 3, ao estudo das Curvas Geodésicas e do calculo do sistema de equagoes diferen-
ciais que ajudam a determinar essas curvas. As férmulas de curvatura e o sistema que
determina as curvas geodésicas serao utilizados nas aplicagoes que faremos com superficies
ja conhecidas e em outra que sera definida na parte subsequente.

Na parte 4, apresentaremos as definicoes e teoremas necessarios para o entendi-
mento da construgao da superficie que denominamos “Semi-Cicloidal Cilindrica”. E na
parte 5 é onde se encontra o resultado principal deste trabalho, as aplicacoes dos Teoremas
no Cone, no elipséide e na superficie encontrada. Como também os célculos dos sistemas
de equacgoes que descrevem as Curvas Geodésicas dessas superficies.

Os teoremas que serao vistos neste trabalho sao: O Teorema da Curvatura Gaussi-
ana , O Teorema da Curvatura Média , O Teorema da Semi-Cicloidal Cilindrica
e o Teorema das geodésicas da Semi-Cicloidal Cilindrica ((12.2]).
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Parte 1
REFERENCIAIS TEORICOS

Neste capitulo serao apresentadas definicoes de Algebra Linear e Célculo Diferencial,
como também alguns resultados importantes ao estudo das Curvaturas Gaussiana e Média
no contexto da Geometria Diferencial. O texto ao longo do capitulo é baseado nas obras:
Introdugdo a Geometria Diferencial de Keti Tenenblat ([11], 2008), notas de aula do
Professor Sadao Massago ([10], 2010) ¢ Um Curso de Célculo, Volume 2, de Hamiltom
Luiz Guidorizzi ([9], 2001).

1 Vetores Linearmente Dependentes

Definicao 1.1. Seja V' um espaco vetorial, os vetores vy, ¥s, ..., U, sao ditos linearmente
independentes se toda equacao vetorial da forma Av; + Ao¥s + ... + A0, = 0 tem solucdo
unica A\y = Ay =...= A, =0.

Consideremos nessa definicao que os coeficientes pertencem ao conjunto dos reais.
Quando essa definicao nao se efetiva para quaisquer vetores vy, Vs, ...,0, de um espaco
vetortal V', eles sao chamados linearmente dependentes. Ou seja, se existirem numeros

reais \i, Ao, ..., \p, nem todos nulos, tais que 101 + Ag¥Us + ... + A\, U, = 0.

2 Produto Escalar, Produto Vetorial

Definigao 2.1. Sejam 4 = (uy,us,u3) e ¥ = (v1,v2,03), 4,0 € R e seja d, 0 <O <7, o
angulo formado pelos segmentos Ou e Ov. O produto interno (ou produto escalar) e v é

definido por
i e 0= |ulv]cos(6) (2.1)

Temos, também, que, seja i = (u1,us,u3) € R3; definimos a sua norma por

[l = vui +u3 +uj

Geometricamente, ||i| ¢ a distancia do ponto (uy,us,us) a origem 0= (0,0,0).

E valem as sequintes propriedades:

i) Seja U e v vetores ndo nulos. Entdo i ev =0 se, e somente se, i € ortogonal a U;
i) eV =10e1u;

iii) N e V) =\t ® ¥ =1l ® \U;

w)ue(V+w)=1Uuev+1Uew.

Definigao 2.2. Dados dois vetores wy e wy € R3 de componetes (x1,y1,21) e (2,92, 22)
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respectivamente, o produto vetorial de Wi e ws, denotado por wi x ws, € definido como

sendo o vetor de componentes

Wy X Wy = (Y122 — Y221, —T122 + Ta21, T1Y1 — TalYa).

O Produto Vetorial satisfaz as sequintes propriedades:

i) Wy x s = [y ||| sin(@), onde 8 € o angulo entre w, e wsy;

i1) (W x wy) e wy = (W x wWy) e wy = 0;

i11) Wy x Wy = 0 se, e somente se, Wy e Wy sao linearmente dependentes;
) Wy x Wy = —(Wa x W1);

v) Wy x (Wy + Ws) = Wy X Wy + Wy X Ws;

vi) (M) x Wy = Ny x Wa);

UZZ) ’(171 X (Ujg X IU3) = (1171 ° 1173)’[172 - (1171 o Ujg)’([jg.
3 Derivadas Parciais, Vetor Gradiente

Definicao 3.1. Seja F': A ¢ R* — R™ wuma funcdao definida em um aberto A c R™.
Fizemos pg € A e w um vetor nao-nulo de R*. A derivada direcional de F em Py na

direcao de w € o vetor

lim F(po+tw) - F(po)
t—0 t

quando esse limite existe.
Considerando a base canonica {ey, ..., e, } de R™ as derivadas direcionais de F' em py
nas direcoes dos vetores da base sao denominadas derivadas parciais de F' em py.
Se F(x1,...,xn) = (Fi(x1, ..y Tpn), oy Fru(21, ..., 2,)), entdo a derivada parcial de F'

em po na direcao de e; é denotada por g—i(pg) ou Fyi(po) e é igual a

oF , . (0R OF,,
az, (po) = (8_:ci(p0)’ ey (9_3132-(])0))

OF
ox;

(p). As derivadas parciais da fun¢io 2& sio denominadas
7

Se g—g(po) exite, Vp € A, entao temos definida uma funcao : A — R™ que,

. OFm
para cada p € A, associa F™

derivadas parciais de sequnda ordem de F. A notacao usada para estas é

0 (OF,  OF
ij (9@ _anal’i o
0 ,0F, O0°F
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Para as derivadas parciais de terceira ordem, usamos.

g  O0F . OPF
Oz, Ox;0x; _Gmﬁxjxi

= Fonjay,, €lC.

Definigao 3.2. Seja z = f(x,y) uma fun¢ao que admite derivadas parciais em (zo,Yo)-

O vetor
0 0
Vf(xo,y0) = (a_i(x(]ay())a a—]yc(»’l?o,yo))

¢ denominado gradiente de f em (zo,y0). Geometricamente, interpretaremos V f (o, yo)

como um vetor aplicado no ponto (xo,yo)-

Exemplo 1. Seja f(x,y) = 2% +y?. Calculemos V f(x,y).
1) = (5L ) - 2n)
v y

4 Matriz Jacobiana, Matriz Hessiana

Definig¢ao 4.1. Dada uma fungao vetorial de vdrias varidveis F : R™ - R" com F(X) =
(f1(X),..., fu(X)), a representac¢ao matricial da derivada, quando existe, é denominada

de Matriz Jacobiana e é definida como sendo.

fh ofh
o0x1 OTm
JE(21,.yxy) = :
9fn Ofn
orx Oxm

Quando m =n, a Matriz Jacobiana € uma matriz quadrada e o seu determinante

oh of
0. OTm
a(fl)"':fn - det :.El N
8(:1:1,...,:cm) 8].% B}n
Ox1 OTm

¢ denominado func¢ao jacobiana ou somente jacobiana.

Exemplo 2. Obter a Matriz Jacobiana de F(x,y) = (22y, M Y).

Solucao :

14
%y

JF(x,y) =
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Definicao 4.2. Dada uma func¢ao real de vdrias varidvess, f:R™ - R, a matriz jacobiana

do gradiente é denominada de Matriz Hessiana de f.

Assim,
o2f 92f
0x10x1 Tt Orp Oy
Hess(x1,...,T,) = : ) :
_0%f 0% f
0x10x, ' Oxzpdxn

A Matriz Hessiana € sempre uma matriz quadrada. O determinante da Matriz
Hessiana é denominado de funcdo hessiana a qual nao pode ser confundido a com Matriz

Hessiana.

Exemplo 3. Obter a matriz e a funcao hessiana da funcao f(x,y) = x2y3.

Primeiramente, calculemos o gradiente

2xy3
Vf(zy) = ey’ 32%*) = " |
3x4y

e a matriz hessiana é

3 6 2
Hessf(xz,y) = 4 .
6xy? 62y

Entao, a fungao hessiana é

23 Gay?
det Hess(f)(x,y) = det Y ¢
6xy? 622y

= 122%y* - 362%y*
= —24x2y*.

Observacao 4.1. Como consequéncia do Teorema de Schwartz, quando a Matriz Hessi-

ana for continua, ela serd uwma matriz simétrica.
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5 Teoria Local de Superficies

Sobre a Teoria local de superficies, em Tenenblat ([11], 2008) sao exploradas su-
perficies no espaco euclidiano, focando em suas propriedades geométricas e analiticas. Al-
guns dos principais pontos abordados incluem: Superficies Parametrizadas e Primeira e
Segunda Formas Fundamentais. A representacao de superficies através de parametrizagoes
permite a andlise detalhada de suas propriedades locais. Ja as formas fundamentais, sao

ferramentas essenciais para estudar a geometria intrinseca e extrinseca das superficies.

5.1 Superficie Parametrizada Regular

Definigao 5.1. Uma Superficie Parametrizada Regular é uma aplicagio X : U c R? —
R3, na qual U é um aberto de R2, tal que

a) X € diferencidvel de classe C* quando as fun¢oes x, y, z tém derivadas parciais de
todas as ordens continuas;

b) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial de X em ¢, dX,:R? — R3, € injetora.

As varidveis (u,v) sao os parametros da superficie. O subconjunto S de R3, obtido pela
imagem da aplicacao X € denominado traco de X.

De acordo com Tenenblat, ([I1], p. 110) e Bruxel, ([I], p. 23), a condic¢ao b) dessa
definicao garante a existéncia de um plano tangente em cada ponto da superficie, isto é,
que dX, leva vetores linearmente independentes em vetores linearmente independentes.
Podemos expressar essa condicao da seguinte forma: sejam ey, e, a base canonica de R? e
€1, €2, €3 a base canoénica do R? com coordenadas (z,y, z), calculemos a matriz associada
a aplicacao dX,. Temos que, para cada q = (ug,v9) € U, sabemos que a matriz associada

a dX, nas bases canonicas ¢ a matriz jacobiana

%(uo,vo) %(UOWO)
J(U(]?UO): (%(Umvo) av—y(U(),’Uo) . (51)

%(UO, Uo) %(Um Uo)

pois os vetores tangentes a essa curva sao os vetores

Xu(ug,v9) =dX,(e1) = (8 (uo,vo) (UU,U[)) 0z (uo,vo))

XU(U(),U()) = qu(GQ) = (%(Uo,vo) (U,(),’U()) a (Uo,’l}o))

Dessa forma, a condi¢ao b) da definicao (5.1)) pode ser expressa exigindo que os
vetores coluna da matriz ([7.1)) sejam linearmente independentes, isto é, que X, (ug,vg) x

X, (ug,v0) seja nao nulo.
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Exemplo 4. Considere uma hélice circular a(u) = (cos u, sen u,u), para cada u temos
uma unica reta que passa pela hélice e € ortogonal ao eizo z. Unindo essas retas obtemos

uma superficie chamada helicoide, parametrizada por
X (u,v) =(0,0,u) +v(cos u,sen u,0)

comueR,velR.
Tendo que as coordenadas sao infinitamente derivaveis, a condi¢ao a) da definigao
de superficie é satisfeita. Verificaremos agora se o produto vetorial X, x X, é nao nulo.

Temos:

X, = (-vsen u,vcos u, 1)
X, = (cos u, sen u,0)

Xux X, = (=sen u,cos u,~v) # (0,0,0) V(u,v)eR%

Portanto, a superficie em questao é de fato parametrizada regular.
Vejamos agora a parametrizacao de algumas superficies que sao mais comumente
estudadas em um curso de Geometria Diferencial.
1. Esfera:
Na Figura 1, é apresentada uma representagao grafica de uma esfera, um
solido geométrico tridimensional que é simétrico em relacao ao seu centro.

Figura 1: Esfera.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A equagao que representa a esfera é: S = {(z,y,2) e R*; 22 +y?+ 22 =12} e sua
parametrizacao é dada por X : U c R? — R3, onde U = {(u,v) e R%ueR e 0<
v<m} e X édefinida por

X (u,v) = (a sen v cos u,a sen v sen u,a cos v).

2. Elipséide:

O elipséide é um sélido geométrico tridimensional que é uma generalizagao da esfera,



16

com trés eixos de simetria diferentes (Figura 2).

Figura 2: Elipsoide.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A parametrizacao do Elipsdide, cuja equacao é

332 y2 22
S={(x,y,z)eR3;¥+ﬁ+§:1}

6 dadapor X : U cR?2— R3 onde U = {(u,v) e RZueR e O<v<nm}eXé
definida por

X (u,v) = (a sen v cos u,b sen v sen u,c cos v).

. Hiperbolsdide Eliptico de uma folha
O Hiperboloide Eliptico de uma folha é uma superficie quadrica caracterizada

por uma curvatura negativa e uma forma alongada (Figura 3) e ¢é representado pela
equacao:

2 22

2y
SZ{(ﬂf;y,Z)ERS;;Jfﬁ—C—Q:l}

Figura 3: Hiperboldide Eliptico de uma folha.

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Sua parametrizagao é dada por X : U c R? — R3, onde U = {(u,v) € R%;u €
R e O<wv<7} e X édefinida por

X (u,v) = (aVu?+ 1cos v,bvVu? + 1sen v, c u).

4. Paraboléide Hiperbdlico
Na Figura 4, é apresentada uma representagao grafica de um Paraboléide Hi-
perbdlico, uma superficie quadrica que é caracterizada por uma curvatura negativa

e uma forma de sela e é representado pela equagao S = {(z,y, z) € R?; —ﬁ—z + g—j =cz}.

Figura 4: Paraboléide Hiperbdlico.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Sua parametrizacao é dada por X : R2 — R3, e X é definida por
v wu?
X(u,v) = (u,v, 2 E)

5. Cilindro Eliptico
Na figura 5, é apresentada uma representacao grafica de um Cilindro Eliptico,
uma superficie tridimensional que é gerada pela rotacao de uma elipse em torno de
um eixo e é representado pela equagao S = {(x,vy, 2z) € R3; 2—2 + z—j =1}.

Figura 5: Cilindro Eliptico.

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Sua parametrizacao é dada por X : U c R? — R3, onde U = {(u,v) € R%,0 <
u<2r e veR} e X é definida por

X (u,v) = (a cos u,b sen u,v).

. Cone
O Cone (Figura 6) é um sélido tridimensional formado pela unido de um
circulo base com um vértice superior, caracterizado por uma superficie curva e

uma altura definida. Essa superficie é representada pela equagao S = {(x,y,z2) €

2 2
.z y _
R3; &y + 4 = 22},

Figura 6: Cone.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Sua parametrizagao é dada por X : U c R? — R? onde U = {(u,v) e R%;u €
R e 0<wv<2rm} e X é definida por

X (u,v) = (au cos v,bu sen v,u).

. Paraboléide Eliptico

O Paraboléide Eliptico (Figura 7) é uma superficie tridimensional formada
pela rotagao de uma parabola em torno de um eixo, caracterizada por uma curvatura
eliptica e uma simetria em relagao ao eixo de rotacao. Essa superficie é representada
pela equacao S = {(x,y, z) € R3; ‘2—3 + Zé—; =cz}.

Figura 7: Paraboléide Eliptico.

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Sua parametrizacao é dada por X : U ¢ R2 — R3 e X ¢ definida por

2,2
X(u,v) = (u,v, % + %)
8. Hiperboldide Eliptico de Duas Folhas
O Hiperboléide Eliptico de Duas Folhas (Figura 8) é uma superfifie tridi-
mensional formada pela interseccao de um cone duplo com um plano, caracterizada
por duas folhas simétricas e uma curvatura eliptica. A equagao S = {(z,y,2) €
R3; —i—z + 7;—; - ’Z—j = 1}, representa essa superficie.

Figura 8: Hiperpoldide Eliptico de Duas Folhas.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A parametrizacao de uma de suas folhas é dada por X : R? — R3, onde
ueR e O<v<7}e X édefinida por

X(u,v) = (au cos v,bu sen v,cvVu? +1).

5.2 Plano Tangente; Vetor Normal

Defini¢ao 5.2. Se X (u,v) € uma curva parametrizada regular, dizemos que um vetor w
de R3 é uma vetor tangente a X em q = (ug,v9) se W = a'(ty), onde a(t) = X (u(t),v(t))
¢ uma curva da superficie, tal que (u(to),v(to)) = (ug, vo).

Os vetores X, (ug,v9) e X, (ug,vp) s@o vetores tangentes a X em (ug,vp), j& que sdo

tangentes as curvas coordenadas de X.

Defini¢ao 5.3. O plano tangente a X em (ug,vg) € o conjunto de todos os vetores tan-

gentes a X em (ug,vp), que denotamos por T, X, onde q = (ug,vp)-

Definigao 5.4. Se X (u,v) € uma superficie e q = (ug,vg), dizemos que um vetor de R3 é
normal a X em q se € ortogonal a T, X, isto €, € ortogonal a todos os vetores tangentes

a X em q.
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Dado um plano tangente T, X, existe uma unica diregao normal a este plano e,
portanto, ha exatamente dois vetores unitarios normais a X em ¢. Fixaremos o vetor

unitario normal a x em ¢ como sendo o vetor

X, x X,

N(q) = v v
@ = X%

(q)-

5.3 Primeira Forma Fundamental

Definigao 5.5. Seja X : U ¢ R? — R3 wma superficie parametrizada reqular, Vg e U, a

aplicagao

I,:T,X —R

W —> I, () = b e w = | w]*

E denominada a Primeira Forma Quadrdtica de X em q.
Consideremos uma superficie dada por X (u,v) e um ponto ¢ = (ug,vp). Entao, um

vetor w € T, X ¢ da forma
W = aXy (o, vo) + bX, (ug, vg)
em que a,b e R. Portanto,
I(w) = a*( X, ® X.,) (uo, vo) + 2ab( X, ® X,)(ug,v0) + b*(X, ® X,)(ug,v0).
Usando a notagao

E(ug,vo) = (X, ® Xy)(ug,v0),
F'(ug,v9) = (X,  X,)(ug,vo),
G (uo,v0) = (X, ® X,)(uo, v0),

e, denotando

(E(Uo, Uo), F(Uo, Uo), G(UO, Uo))

por, respectivamente, E(q), F(q) e G(q) (ou, abreviadamente, E, F e G). Segundo Stoker

(1969), podemos escrever na forma matricial

I - (E(Q) F(q)) _ (Xu ¢ X, X,oX,

" \F(g) G(g)) \X.eX, XU-Xv)(UO’UO)
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temos que
I,(w) = a®E(ug,vo) + 2abF (ug, vo) + b>G (ug, vo).

Variando (u,v), temos fungoes E(u,v), F'(u,v),G(u,v) diferencidveis, que sao de-
nominadas coeficientes da primeira forma quadrdtica.
As funcoes F, F e G satisfazem as seguintes propriedades:
i) E(u,v) >0 e G(u,v) >0 para todo (u,v), pois os vetores X, e X, sao nulos;
i) E(u,v)G(u,v) - F?(u,v) > 0. De fato, como

”Xu X Xv”2 + (Xu b XU)2 = HXUH2HXUH27
Temos que
EG - F? = | X, X, [? = (Xu  X,,)? = | Xu x X,|* > 0.

5.4 Segunda Forma Fundamental

Definigao 5.6. Seja X : U ¢ R? — R3 uma superficie parametrizada reqular. Fizado
q = (up,v0) € U, a Sequnda Forma Quadrdtica de X em q é uma aplicagao I1,: T, X «— R,
que para cada vetor w € T, X associa 11,(w) da sequinte forma: se a(t) = X (u(t),v(t))
¢ uma curva diferencidvel da superficie, tal que (u(t,),v(to)) = q¢ e a'(ty) = w, entao

definimos
I1,(w) = a"(to) ® N(uo,v0),

onde N € o vetor normal a X.
Vamos verifcar que 11,(w) nao depende da curva escolhida.

Seja
W = CLXU(UO, UO) + bX’L)(UOJ UO)?

e consideremos uma curva «a(t) = X (u(t),v(t)) tal que (u(ty),v(to)) = ¢ e &'(ty) = w, isto

(u(to),v(to)) = (o, vo), (u'(to),v'(t)) = (a,b).

Como

/(1) = u' (1) Xu(u(t),v(t)) + v (1) Xy (u(t), v(t))
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a”(t) = u" (1) Xu(u(t), v(t)) + (v (t))* Xou (u(t), v(t))+
+2u' ()0 (1) X (u(t), v(t)) + (V' (#))? X (u(t), v(t))+
+ 0" (1) X, (u(t),v(t)),
temos que

I1,(w) = " (to) ® N(uop,v0) =
= a*(Xyuy @ N)(ug,vg) + 2ab( Xy, @ N) (g, vo)+
+ b2(Xv'u ® N)('Lbo,vo),

onde a ultima expressao nao depende da curva .

Utilizando a notacao

e(ug, v9) = (Xuy © N)(ug,vp),
f(ug,v0) = (Xuw © N) (1o, v0),
9(uo,vo) = (X ® N)(uo, v0),

na forma matricial

11, =

q

(qu-N Xuwo N

Ug, U
Xy o N XW-N)( o)

temos que
[[q('lIJ) = a2€(u0700) + 2abf(u07 UO) + b2g(u07 UO)'

Variando (u,v), temos fun¢oes diferenciaveis e(u,v), f(u,v), g(u,v), que sao de-

nominadas coeficientes da sequnda forma quadrdtica da superficie parametrizada X.

5.5 Formulas de Gauss, Simbolos de Christoffel

As definigoes a seguir podem ser desenvolvidas a partir de [I1] com auxilio de [5].

Defini¢ao 5.7. (Formulas de Gauss). Seja a(s) = X (ul(s),u?(s)) uma curva em M, e

assuma que s € o comprimento de arco. Entao, o vetor unitdrio tangente a o € dado por

T=d=u"X,.



23

Podemos decompor o vetor de curvatura em duas componentes, tangente e normal a Su-

perficie

"

no_n
o = Oétam + anor'

Sabemos que

0X
X,L' = = .
ou'
De forma similar, podemos definir
- 0°X
Y ouiow

Em seguida, quebramos X;; em componentes tangente e normal. A componente

tangente serd uma combinacao linear de X; e X5, e a componente normal, um multiplo

do vetor normal unitdrio N. Definimos as fungoes I'}; e N;; por

Xij = P%XT + LijN,

para i, 7,7 =1,2.
Estas sao conhecidas como formulas de Gauss. Inicialmente, definimos as fungoes

[';jx como
Fijk = ngXr o Xi; 1,5,k=1,2.

Tais fungoes sao conhecidas como Simbolos de Christoffel de primeira ordem, e,
como I'l, =T, temos I';j; = I'i,. Note também que It = Likg*™. A partir dai, obtemos

Xij Xy =T5X, 0 X =7,

Fazendo as derivadas indicadas e rearranjando as equagoes, obtemos

| — 1(6(){1 e X}) N 8(Xj o X}) ~ I(X; 'Xj))
2 oul ou’ Ouk :

Multiplicando a equacao acima por g*" e somando sobre k, segue

1
2

6(XZ OXk) + 8(Xj .Xk) B 8(X,, OXj))

ro_ kr
Fij=39 ( oul ou’ ouk (52)

Logo, os Simbolos de Christoffel dependem apenas da primeira forma fundamental.
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Parte 11
CURVATURAS

Na maioria dos livros padrdes sobre Geometria Diferencial, como ([11], 2008) e (4],
2005), sao encontradas férmulas cldssicas de curvatura. As curvaturas Média e Gaussiana
para uma superficie parametrizada sao geralmente definidas em termos da Primeira (1) e

da Segunda (/7) Formas Fundamentais da superficie, isto é,

_ Det(I1) _ Trace(I +11*)
“T Det() M 2Det(])

Porém, essas formulas nao demonstram eficiéncia quando trabalhamos com su-
perficies implicitas. Em geometria, as superficies implicitas sao aquelas definidas por
uma equacao da forma F(x,y,z) = 0. Essa equagdo nao expressa explicitamente uma
variavel em termos das outras, mas representa a superficie de maneira geral. Goldman
(2005), manipula levemente as férmulas classicas garantindo seu uso eficaz nesse tipo de
superficie. O autor, em seu trabalho, desenvolveu férmulas de curvatura para curvas
implicitas diretamente de férmulas de curvatura conhecidas para curvas paramétricas.
E, do mesmo modo, o autor também desenvolveu férmulas de curvatura para superficies
implicitas. Férmulas que dependem apenas do gradiente VF', da matriz hessiana Hess(F’)
e da adjunta da matriz hessiana Hess*(F).

O operador V, aplicado a um vetor de linha, significa tomar o gradiente de cada
componente e escrever esses gradientes componentes na matriz com vetores coluna conse-
cutivos (Goldman, 2005). Segundo o autor, tal como acontece com as curvas, o gradiente
VF é paralelo a normal da superficie implicita. Dessa forma, foram desenvolvidas as
formulas para superficies implicitas a seguir.

Curvatura Gaussiana:

VE » Hess*(F) = VF
[vE]

Kg = (5.3)

Curvatura Média:

_ VFx Hess(F)*VFT - |VF|*Trace(Hess(F))

K
2[vF?

(5.4)
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6 Teorema da Curvatura Gaussiana

A demonstracao do teorema da Curvatura Gaussiana serd apresentada posterior-

mente. Para isso, consideremos os lemas a seguir.

Lema 6.1. Se P(s,t) for a mesma superficie parametrizada com F(x,y,z) =0, entdo

i)ﬁ)sxﬁ)t = \VF;
ZZ) pssXPt"'ﬁsXpts :)\dis(vF) OUPStXPt‘F?SXPtt :)\%(VF),
iii) L(VF) = P, x Hess(F) ou $(VF) = P, » Hess(F).

Na figura a seguir (Figura 9) mostra-se a representacao grafica do produto vetorial P,xP,.

Figura 9: Representacao grafica de P, x B,

=

t

Psx

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Demonstragao. i) Tendo que o vetor P,x P, é paralelo ao vetor VF', entao:
]38><]3t = A\VFE; AeR.

Demonstragao. ii) De (i) e derivando em relagdo a s ou ¢
H(P,x B) = {£(A\VF)
pssx]3t+fj’s><]3ts = /\dils(VF)
ou
G(Pox B) = G(AVF)
PStXPt+PSXPtt == )\%(VF)

Demonstragao. iii) Seja P(s,t) = (Pi(s,t), Pa(s,t), Ps(s,t)).
Logo,
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x = Pi(s,1)
Yy= P2(57t)
z = P3(s,t)

O gradiente de F é:
VF:(EME”@):QQA@ FQ.

Entao,

dx dP, N VFE dy dP; . VF dz dP;
dP; ds dy dP, ds dz dP; ds

=(Fow Fyo Fop)|Prst\Fow Fyo Fop) Pos +\Fow Fyo Flo) Pas
( ) 7 ) P )
= (Fa:mpls+nyP2s+szP3s Fy:pP13+Fny23+Fsz3s szP15+FzyP2s+FzzP3s)

d d
E(VF) = %(VF)

Fx:p ny sz
:(Pls PZS P3s) Fy:t Fyy Fyz
Fzz Fzy Fzz
= P, « Hess(F).
m
Observacao 6.1.
(G M) x (bx M) =(dxb)+M* (6.1)

Sendo a, b vetores em R3, M matriz quadrada de ordem 3 x 3, ¢ M* é a matriz dos

cofatores, temos que:

ixd=0 (6.2)
Observagao 6.2. (PS*HeSS(‘f;)}T‘(thﬁS))‘2 e (PtXﬁS)X(fé}TSS(F))M sao ortogonais a VF.

Lema 6.2.

.- (P,xP)xHess*(F) (P, Hess(F))
Ng x Ny = +
o [VF[? [VFI
) x (P Hess(F'))
IVE|

X (f)txps)AZ

+(pt><]33 )\1.



ﬁsx]-jt
1Psx Py ?

Demonstracio. Por defini¢do, temos que N =

§ B(Px PP B - (Px B)£| Py P
| Ps x Py
_ (Pss x Py + Py x Pyy)
- |BxB
. N, = L x B B x By)
”PsXPtH

—(ﬁsxﬁ’t))\l

+(ptxﬁs))\1.

Da mesma forma, temos a derivada parcial de N em relagao a “t”

Nt: (Pstxf_’)t‘i‘risxptt) +(.ﬁt><ps)>\2.
| Ps < B
Do lema 01 (i), (ii), (iii) e equagoes (6.5)),(6.6|) temos:

- P, Hess(F)

s = +(ﬁtxps)/\1
[VE]

. P+ Hess(F)
t= T oo
[VF|

Das equacoes e , temos o produto vetorial

+ (Pt X f’s))\g.

—

- Ps+ Hess(F)

Fox N = P, + Hess(F)
S 2

P, x P, P, xP
P < (e e o)

. . 0
P, Hess(F)) x (P, » Hess(F L L
:( ( ﬁ)VF|(2 t ( )) + (Pt X P ) % P8)>\1>\2

(P, + Hess(F))
[VE|

Das equagoes (6.1)) e (6.2)) temos:

(P, + Hess(F))

X(]%xps))\ﬁ(f’tx]?’s)x VF

N« N, :(Ps x Py) * Iiess(F) (Ps+ Hess(F))
[VE| [VF|

(P, Hess(F'))
[VF|

X (ptxﬁs))\Q

+(ﬁ)t><ps)>< /\1.

agora derivando em relacao a

Al
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S

(6.3)

(6.4)

(6.5)
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Observacdo 6.3. Dados os vetores @, b, ¢, d € R3
(Gec)(bed)—(ded)(bed)=(axb)e(¢xd)
de(ixb)=0

Teorema 6.1.

VF + Hess*(F) * VF
Kg =

v
Demonstracao. Por defini¢ao,
P,e P, P,eP, o
I=1. . . .| Primeira Forma Fundamental;
t® L t® 1

L (PeN. Pk,
- pt.Ns ﬁt.Nt

ﬁ) Segunda Forma Fundamental.

A curvatura gaussiana é:

Cdet(II)  (Pyx B) e (N, x N,)

Kg = = a— 6.9
“7 det(I) | P, x B,|2 (6.9
De Lemae P, x P, tem-se:
Lo oo (PyxB)* Hess*(F)* (P, x P)T
(Pox B) o (N, x Ny = LI oo () 2 (B 1)
[VF|
0
+(F’S*Hess(F))x(]3tx¥ 58 (P, x P)
0
+(ﬁ’txﬁ5)x(ﬁf*ﬂess 10(]35><1f’t)
Pela Observacao 1} e P,x P, = A\VF, lema 1) (i)
S - - AVE x Hess*(F AVE)T
(B x By) o (N, x i) = 2V Ex Hess () « (A9 E) (6.10)
[VF|
_N(VE) « Hess*(F) * (VF)T. (6.11)

IvE]?
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De (6.9),(6.11)) temos:

A2(VF)*Hess*(F)*(VF)T

IvF[?
Ko =
‘ IAVE]?
_AXYVF)* Hess*(F) » (VF)T
N[ VE*
(VF) * Hess*(F) » (VF)T
KG = 7
[VF|

7 Teorema da Curvatura Média

A demonstracao do teorema da Curvatura Gaussiana serd feita posteriormente. Para

isso, consideremos os lemas anteriores e a observacao a seguir.

Observacgao 7.1. Dados os vetores a, b € R3 e todas as matrizes simétricas M de ordem

3 x 3, temos

bx (a* M)=ax(bs M) =(dxb)*M-Trace(M)(axb).

Teorema 7.1.

_ VFx Hess(F)* VFT —|VF|*T'race(Hess(F))

Ky

2[vF|?
Demonstragao. Seja
PoxP
N = N(S,t) = #,
| P x B

Entao N ¢ a unidade normal a superficie.

A curvatura média é

:(psXﬁt)'((PthS)_(Pstt))
2| P, x B2 '

do Lema (6.2)), e aquagoes e , temos

P, x (P, Hess(F)) ~ P, x (P, Hess(F))
|VF| [VF|

P, x (P, + Hess(F)) - P, x (P, » Hess(F))

[VE| '

K

(thNS)_(ﬁstt):




Portanto, usando a Observagao [7.1] temos

(ﬁthS)_(ﬁsXNt):

(P, x P,) « Hess(F) - Trace(Hess)(P, x P,)

IVE]

Do Lema (6.1) (i), P, x P, = AVF, assim

IVE] IVE]

(ps % Pt) . (Psxﬁt)*Hess(F)—Trace(Hess(F))(133><13t)) = AVF e ()\VF*Hess(F)—TTace(Hess(F))AvF

_AWF % Hess(F) « VFT - X2Trace(Hess(F))|VE|?
) [VF|

Substituindo em ([7.1)

A2V F+Hess(F)*VFT-A\2Trace(Hess(F))||VF|?

[VEF]|
K =
M 2NV F|?

_NVF x Hess(F) * VFT — X2T'race(Hess(F'))|VF|?
B 22|V E?

_ VFx Hess(F)* VFT —|VF|*T'race(Hess(F"))

) 2|vE|?

_ VFx Hess(F)* VFT —|VF|*T'race(Hess(F'))

) 2[vE?

Ky

Exemplo 5. Calcular a curvatura gaussiana e a curvatura média da esfera
F(x,y,2) =2 +y*+ 2% =12
Solugao : Temos que

F(z,y,z)z2*+y* + 22 -r? = 0.

assim,
° VF=(Fx F, Fz)=(2x 2y 22),

Foo Foy Fu.\ (2 0 0

e« H(F)=|F,, F, F.|=lo 2 of,
F.. F, F.] \0o 0 2
400

o« H*(F)=]0 4 0],
00 4

e Trace(H(F)) =6.

|



Calculando a curvatura gaussiana

_ (VF) * Hess*(F) » (VF)T

Kg

[VE[*
40 0\(2z
(20 2y 2:){0 4 0|2y
00 4)\2z
T U@ )P
16(x? + 42 + 22)
) 16(22 + y? + 22)?
1672
=1167"4
Ko = .

Calculando a curvatura média

_ VFx Hess(F)* VFT —|VF|*T'race(Hess(F'))

o I
2 0 0)(22
(23: 2y 2z> 0 2 0]]2y|-6(4(x2+y?+22))
0 0 2/\2z
- 2(4(22 +y2 + 22)2)3/2
C8(a? + P+ 2%) - 24(at + y? + 22)
2(4(22 +y2 + 22)2)3/2
8r2 — 24r?
T 2(8r)
Ry

r

31
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Parte 111
CURVAS GEODESICAS

Definiremos, a seguir, as curvas chamadas geodésicas. As curvas geodésicas sao
trajetérias especiais em espacos tridimensionais que representam o caminho mais curto
(ou mais longo) entre dois pontos. Em geometria plana, o caminho mais curto entre dois
pontos é uma reta. Ja em geometrias curvas, como uma superficie esférica, essa distancia
pode ser descrita como um semicirculo. O capitulo a seguir é um recorte da dissertagao

de mestrado da Rosilene Aparecida Felicio [7].

8 Geodésica de uma Superficie

Definigao 8.1. Uma curva regular vy : (—€,€) - M parametrizada pelo comprimento de
arco € uma geodésica, se o vetor v"(s) € perpendicular a superficie no ponto v(s),Vs, ou

seja, ¥'"'(s) € paralelo ao vetor normal N = N o ~y(s).

Proposicao 8.1. Em uma geodésica 7y : (—€,€) - M, o vetor velocidade |y'(t)| € cons-

tante, para qualquer parametro t.

Demonstrag¢ao. Se y(t) é uma geodésica entao (t) é paralelo a N, logo v"1+'. Portanto,

,y// .,y/ — 0'
Assim,
d d
A t 2_ 7 ! A 2 7 N — 0
IO == (3" e7) =2(y"«7)
onde |4/(t)| = constante. O

9 Equacoes Diferenciais das Geodésicas

Definigao 9.1. Seja y(t) = X (u(t);v(t)) uma curva diferencidvel. Entdo
V() = u'Zy + 07, (9.1)
Diferenciando esta equacgao, temos

V(1) = Tt + Ty + 20"V + Topv? + T0", (9.2)
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em que 08 VEtores Tyy, Tuy € Tyy podem ser expressos na base {Z,;T,; N} como seque

Ty =017, +T3H7, +eN,
Ty =TT, +3,0,+ fN, (9.3)
Tyy =TD3,7,+ 13,2, +gN.
Os coeficientes Ffj, i, 5, k=1, 2 sao chamados Simbolos de Christoffel e podem ser de-
terminados em fungdo dos coeficientes da primeira forma fundamental (ver se¢ao 5.5),

enquanto que os escalares e, f e g sao os coeficientes da sequnda forma fundamental.

Para determinarmos os simbolos de Christoffel, tomamos o produto interno das trés

relagoes com 7, e Z,, e obtemos os trés sistemas de equagoes

rLE+I? F=1E, (0.4)
I F+I%G=F,-1E,
ILE+I%,F=1E, ©.5)
I'LEF+T4G = 1G,,
IrL,E+T%LF=F,-1G, (9.6)
Py F +T5,G = 3G, .

em que ao usarmos a Regra de Crammer, encontramos as solugoes dos sistemas ((9.4)),
(19.5) e , isto é, obtemos os simbolos de Christoffel,

Il - m«:& _9FF, + FE,),
2, - M(wm _EE,-FE,),
I, - MG—l_FQ)(GEU - FG,),

% = s (EC~ B,

Il - MQGFU GGy~ FG),
r2, - 2(Tl_w)(zzcv L9FF, + FG).

Substituindo as equagoes (9.3]) em (9.2)), obtemos a expressao para o vetor aceleragao 7"
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na base {Z,;%,; N}

7= (U + T (u')? + 20 /v + Thy (V")) 2+
+ (V" + T3 (u)? + 2T%u'v + T2 (v))?) 3, +

+(e(uw)? +2fu'v' + g(v')?)N.

Para termos as equagoes diferenciais que permitem obter as fungdes u(t) e v(t)
das geodésicas v(t) = z(u(t),v(t)) de uma superficie regular x(u,v) basta anularmos as
componentes dos vetores Z, e T, do vetor aceleracao na equagao acima.

Segundo Felicio ([7], 2020), dessa forma obteremos o sistema de duas equagoes
diferenciais de segunda ordem que representa as equagoes de uma geodésica de uma vizi-

nhanca coordenada. E isso pode ser visto por meio da seguinte proposicao.

Proposicao 9.1 (Equagoes Diferenciais das Geodésicas). Sejam M uma superficie com
parametrizagao local, & = x(u,v) e y(t) = Z(u(t),v(t)),t € I c R, uma curva diferencidvel.
Entao, v € uma geodésica de Ml se , e somente se, as fungoes u =u(t) ev =v(t) satisfazem

o sistema de equacoes abairo:

{ u” + T (u)? + 2T u'v" + Tl (v")? = 0, ©.7)

"+ T2 (u)? + 2%, u'v" + T3, (v')? = 0,

em que os simbolos de Christoffel T}, sao calculados em (u(t),v(t)).

O sistema é denominado o sistema de equacgoes diferenciais das geodésicas
de M.

Demonstragao. (Verifique no item A do Apéndice). O

Proposicao 9.2 (Ezisténcia e Unicidade das Geodésicas). Dados um ponto p de uma
superficie reqular M e w € T,M, existem um intervalo aberto I contendo a origem e uma

unica geodésica: v : 1 — M, tal que v(0) =p e 7' (0) = w.

Demonstragao. (Verifique no item B do Apéndice). ]

10 Cilindro Reto
Dado o cilindro reto

S'xR={(2,y,2) e R;2? +y* = 1}.
Cuja parametrizacao 7 : U ¢ R? — M ¢ dada por

Z(u,v) = (cos u, sen u,v),
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em que U = {(u,v) e R%;0 < u < 2me — 00 <v < +o0}. Note que
Zy = (=sen u,cos u,0) e T, =(0,0,1).
Portanto,

E=i,0%, =1,
F=i,ei,=0,

G=Z,0%,=1,
e os simbolos de Christoffel sdo
F%l = F%l = F%Q = F%z = F52 = F%z =0.

Assim, o sistema para esse cilindro sera da forma

{ I/:0<:>u(t) =a0+bOt7 (101)

V" =0 <= ’U(t) =Cy+ dot

Note que,

Se by =0 e dy # 0, entao as geodésicas do cilindro sao seus meridianos.

Se dy =0 e by # 0, entao as geodésicas do cilindro sao seus paralelos.

Se by # 0 e dy # 0, entdo consideremos o ponto p = (1,0,0) do cilindro.

Entao supondo que ag = ¢y = 0 fornece o ponto inicial da curva, entao em particular tem-se

a curva
(cos bot, sen byt, dot).

Dal conclui-se que a curva geodésica consiste em uma hélice. Felicio (2020) conclui
ainda que as geodésicas do cilindro sao os meridianos, os paralelos e as hélices, conforme
mostrado na figura abaixo.

Figura 10: Geodésicas do Cilindro.

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Parte IV
SUPERFICIE SEMI-CICLOIDAL CILINDRICA

11 Semi-Cicloide invertida.

A Figura 11 apresenta uma visualizacao da superficie semi-cicloidal invertida, gerada
utilizando o software GeoGebra. Essa representacao grafica permite uma melhor compre-
ensao da forma e da estrutura da superficie, destacando suas caracteristicas geométricas

e propriedades.

Figura 11: Semi-Cicléide invertida.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Definicao 11.1 (Semi-Cicldide invertida). E a curva simétrica ao eizo que gera a cicldide,
com dominio de [0,7].

Isto €, a curva a(t) = (z(t),y(t)) € a Cicléide e a curva a(t) = (z(t),-y(t)) € a Semi-
Cicldide, onde, x(t) =r(t - sen(t)), y(t) =r(1-cos(t)), t € [0,r].

12 Semi-Cicloidal Cilindrica

Definigao 12.1 (Superficie Semi-Cicloidal Cilindrica). Ea superficie gerada por uma
reta que se move ao longo de uma curva Semi-Clicloidal invertida, denominada diretriz,

paralelamente a uma reta fixa, denominada geratriz.

Definigao 12.2 (Equagao da Superficie Semi-Cicloidal Cilindrica). A equagdo da su-
perficie € a sequinte:

o A reta geratriz paralela ao eixo X (Figura 12):

F(x,y,2) = r( -\/1- (; +1)2 +arccas(§ + 1)) -y=0. (12.1)



Figura 12: Reta geratriz paralela ao eizxo x.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

e A reta geratriz paralela ao eixo Y (Figura 13):

F(a:,y,z)Er(—\/l—(§+1)2+arccos(§+1))—z=0.

Figura 13: Reta geratriz paralela ao eizo y.

3

Fonte: Elaborado pelo Autor.

e A reta geratriz paralela ao eixo Z (Figura 14):

F(x,y,z)Er(—\/1—(%+1)2+arccos(%+1))—x=0.

37

(12.2)

(12.3)
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Figura 14: Reta geratriz paralela ao eizo z.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Teorema 12.1. Se a é uma curva Semi-Cicloide, entao gera a superficie Semi-Cicloidal

Cilindrica.

Demonstrag¢ao. Seja o uma curva Semi-Cicldide, entao a(t) = (r(t—sen(t)),r(cos(t)-1)),
Vte[0,7].

Primeiro consideremos a reta geratriz paralela ao eixo X, entao y(t) = r(t-sen(t)),
y € [0,7] e z(t) = r(cos(t) - 1), z € [-2r,0]. Daf temos que t = arccos(Z + 1), logo a

superficie Semi-Cicloidal Cilindrica é

Fla,y,2) = r( - m+arccos(§ + 1)) —y=0.

Segundo consideremos a reta geratriz paralela ao eixo Y, entao z(t) = r(t —sen(t)),
x € [0,7] e 2(t) = r(cos(t) = 1), z € [-2r,0]. Daf temos que t = arccos(% + 1), logo a

superficie Semi-Cicloidal Cilindrica é

F(x,y,z)Er(—\/1—(§+1)2+arccos($+1))—z=0.

Terceiro consideremos a reta geratriz paralela ao eixo Z, entao x(t) = r(t — sen(t)),
z € [0,7] e y(t) = r(cos(t) - 1), y € [-2r,0]. Dai temos que t = arccos(¥ + 1), logo a

superficie Semi-Cicloidal Cilindrica é

Fla,y,2) = 7“( _ \/1—(%7”)% arceos(? + 1)) —

]

Teorema 12.2. Se F'(x,y,z) =0 € a superficie Semi-Cicloidal Cilindrica, entao a familia
de geodésicas € g(t) = (r(u(t) —sen(u(t))),r(cos(u(t)) - 1),v(t)), tais que
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u(t) = —2arccos(co(cy +1)),
v(t) = cst + 4.

ou

{ u(t) = 2arccos(ca(cy + 1)),

v(t) = cst + ¢y,

sendo c¢1, c9, C3 € ¢4 SGO constantes.

Demonstracao. Seja a superficie Semi-Cicloidal Cilindrica cuja parametrizacao X : U c
R? — R3 é definida por

X(u,v) =(r (u-sen(u)),r (cos(u) -1),v)

onde U = {(u,v) e R?: 0 <u<m veR}.
Entao, temos que
e
X,

(r(1=cos(u)),-r sen(u),0)
(0,0,1).

Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E =7%*(1-cos(u))*+rsen?(u),
F=0,
G-1.

e os simbolos de Christoffel sdo

sen(u)
2(1-cos(u))
F%1:F%2:F%2:F%2:F§2:0-

L
Fll_

Portanto, o sistema das equacoes diferenciais das geodésicas da superficie em questao sera:

sen(u) _
u + (2(1—cos(u)) )(ul)2 =0,
v =0.



40

Agora, para resolver a E.D.O

sen(u)

ut (2(1 —cos(u)) )(u’)2 =0

usaremos as identidades trigonométricas:

sen(u) = 2867’&(%)008(%);

1-cos(u) = 236712(%)-
Logo,
g (2sen(g)cos(5)\, o
. +( i) )(u) =0 (12.4)
/ 005(%) o
u + (m)u ' =0. (12.5)

Multiplicando (|12.5) em ambos lados por ( - sen;%) ),temos

—cos(%)%.; - sen(g)% =0
i -sen()%) =0
i)
—sen(g)%’ =0

%(cos(g)) =c

integrando em ambos lados, tem-se

fd(cos(g))zfcldt

cos(g) =it + c1Co
u
5= arccos(cy + cot)

Sou(t) = 2arccos(cq + cat).
Por outro lado, das seguinte identidade, temos

cos(g) = cos(—g) =il + ¢pco.
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Dai, segue que

u
COS(_E) =it + 109
u
Th arccos(cy + cot)

Sou(t) = —2arccos(cq + eat).

Agora, resolvendo a E.D.O

V(1) =0
/ A (1)) = 0
v'(t) = es,

integrando em ambos lados
f dv = cdt (12.6)
v(t) = cst + ¢y. (12.7)

Portanto,

v(t) =cst+cy v(t) = cst + ¢y,

{ u(t) = —2arccos(co(cy +1)), ou { u(t) = 2arccos(ca(cy +1)),

sendo ¢y, co, c3 € ¢4 constantes.

Dai, temos as familias de geodésicas i), ii) e iii), abaixo descritas e representadas
geometricamente com auxilio do software Wolfram Mathematica.
i) Familias de retas sao geodésicas (Veja a Figura 15), com ¢; =0, -1 <y <1, c3#0 ¢
Cyq € R.

g(t) = (2arccos(cit + ¢3) = sin(2arccos(cit + ¢2)),r(cos(2arccos(eit + ¢z)) = 1), est + c4)
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Figura 15: Geodésicas tipo retas.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

ii) A familia de curvas semi-cicléides invertidas é geodésica (Veja a Figura 16), com ¢; € R - {0},

cs€R, c3=0ecyeR.
g9(t) = (2arccos(cit + ) — sin(2arccos(cit + ), 7(cos(2arccos(cit + ) = 1), cst + ¢4

Figura 16: Geodésicas tipo semi-cicléides.

Fonte: Elaborado pelo Autor.
iii) A familia de hélices é geodésica ( Veja a Figura 17), com ¢; #0, co € R, c3 #0 e cg € R.
g(t) = (2arccos(clt +¢g) — sin(2arccos(cit + c2)), r(cos(2arccos(cit + ¢2)) — 1), cst + 04)

Figura 17: Geodésicas tipo hélices.

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Parte V
APLICACOES

13 Cone

A seguir, aplicaremos os conceitos de curvatura gaussiana e curvatura média a su-

perficie de um cone (Figura 18), um exemplo cléssico de superficie geométrica.

Figura 18: Cone Reto.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Problema 13.1. Calcular a curvatura gaussiana e a curvatura média do cone

2y ,
F(x7yvz)=_2 b_2_z
Solucao : Temos que
2 g2
F(x,y,z)z—2+ﬁ—z2=0

Assim,
«VFP=(F F, F)=(% % -22),

Fow Foy Foz\ (& 0 0
e H(F)=|F, F, F.|=|0 % o0
F., F., F. 0 0 -2
-z 0 0
e H*(F)=1 0 -% 0 [,
0 0

e Trace(H(F))=5+3% -
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Calculando a curvatura gaussiana

(VF) * Hess*(F) » (VF)T

fe= [VE
- 0 0 &
0 0 ﬁ -2z
) (& + o+ )
_ _}ziglfz B ingi (112;2
) 16(2—2+Z—z+z2)2
_ %_ b;_zz)o
__16(4+b4+22)2
" Ka=0

Calculando a curvatura média

VF + Hess(F) = VFT — |VF|*Trace(Hess(F))

o= AV EP
20 0\(z
(2 2 -2:) o 2 o]l 2 |-(Z+&-D06(%+%E+2)
0 0 -2J\-22
i 2(16(ﬁ+£+z2)2)3/2
_ % + 8y -822-(% 2)(16( T+ +22))
128 +z2)3
8(Z k- 2?) - 16(— —2)(5 + &+ 22)
128(”4 + ¥ g 22)3
Ky - (Z+5-22)-4% bz - D&+ & +22)

16(%5 + & + 22)3

14 Elipsoéide.

A seguir, aplicaremos os conceitos de curvatura gaussiana e curvatura média a su-
perficie de um elipséide (Figura 19), uma superficie geométrica que apresenta uma forma
mais complexa e interessante. Para isso, considere o elipsdide cuja equacao é dada por:

2 g2 2

a
F(x,y,z)zg+b—2+c—2=1.



Figura 19: Elipséide.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Problema 14.1. Calcular a curvatura gaussiana e a curvatura média do elipsoide

Solug¢ao : Para calcular a curvatura gaussiana, temos que

Fro Foy Fo\ (2 0 0
e H(F)=|F, F,, F.|=|0 % 0}
F., F., F. 0o 0 2
(-1 50 0 0 L 0
o H*(F)= 0 (-1)4 0 =l 0 = 0|
0 0 (-1)6-4> 0 0 =

o Trace(H(F))=%+%+ 5.
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Calculando a curvatura gaussiana

(VF) » Hess*(F)  (VF)T
[vE[*

Kg =

(4(% + % +2))?
1622 16y 1622
atb2c? a?bic? a2 b2ct )

22 Y2 222
16 a4+b4+c4)

2 2 2
x y z
(a4ch2 + a2bc? + a2b2c4)

22 Y2, 222
)

Calculando a curvatura média

VF « Hess(F) « VET — |VF|?*Trace(Hess(F))

o= 2V
20 0)(z
(2 % )0 2 of[#]|-GraHr+ i)
0 0 2)lz)
B (4_ 4z2)3/2
2
(2 # %)|#|8GrardGE D)
22
=
) 16(£+y—2 22302
_8(6+ vy 6) 8(2+b2+62)(4+g4+ 4)
) 16(% + b4+ Z)3/2
M E) -G B )
B 16(x4+b4+ 4)3/2
Ky = (xs"' 6) (a2+b2+,;2)( i_i)

25 + 4+ 2)32
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15 Semi-cicloidal Cilindrica.

A seguir, aplicaremos os conceitos de curvatura gaussiana e curvatura média a su-

perficie semi-cicloidal cilindrica paralela ao eixo z (Figura 20).

Figura 20: Semi-Cicloidal Cilindrica paralela ao eixo z.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Problema 15.1. Calcular a Curvatura Gaussiana e a Curvatura Média da superficie
Semi-Cicloidal Cilindrica paralela ao eixo z:

Solugao : Do Teorema [12.1] a superficie em questao é:

Fla,y,2) = r( - \/1—(§7+1)2+arccos(§ + 1)) —2=0.

Dai, tem-se

F,=-1,
F, =0,
V—z(z +2r)
Assim,
R A e G e el
IQtz lqry IZrz 0 0 0
o Hess(F)=|F,, F, F,.|=1]0 0 0 )
Foo Foy Foo) \O 0 —T=555
o Hess*(F) =0,
e Trace(Hess(F)) = - =

V(=2(z+2r))3"
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Calculando a Curvatura Gaussiana

_ (VF) » Hess*(F) = (VF)T

Kg

[vE*

Calculando a Curvatura Média

0 0 -1
VF*Hess(F)*VFT:(—l 0 m)* 0 0 0 x 0
(—z(_;—27"))3 \/(sz;zr))
-1
= (() 0 m) * 0

Ve
S VF « Hess(F)* VF" = /(z-i-_—Qr)E’ (15.1)

¢(—zE§+2r)>) 2( (_Z(ZQT))?,)

(25 )
Z+2r (—2(z+2r))3

=\ e
S| VF|*Trace(Hess(F)) = 2ry | (z-lr_—;?“)g’ (15.2)

IVF|*Trace(Hess(F)) = H (—1 0
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Substituindo (15.1]),(15.2]) em (7.1}, temos:
V ey~ oy
Ky = 3/2

2(;.;)

1-2r -z
2(z+2r)\ (2r)*

.'. KM:

Problema 15.2. Encontre o sistema das equagoes diferenciais das geodésicas do cilindro

eliptico cuja parametrizacao € dada por X : U c R? — R3 definida por
X(u,v) = (a cos(u),b sen(u),v)

onde U ={(u,v) e R%veR,0<u<2m}.

Solugao : Determinamos

X, = (~a sen(u),b cos(u),0),
X, =(0,0,1).

Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = (a sen(u))* + (b cos(u))?,
F=0,
G=1,

e os simbolos de Christoffel sdo:

. a? sen(2u) - b sen(2u)

17 9(a2 sen?(u) + b2 cos?(u))

F%l = Fb = F%z = F%2 = F%z = 0.

Portanto, o sistema das equacoes diferenciais das geodésicas do cilindro eliptico em

questao sera:

wan ( a? sen(2u)-b sen(2u) )(U’)2 =0

2(a? sen?(u)+b? cos?(u))

v = 0.
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Problema 15.3. Encontre o sistema de equacoes diferenciais das geodésicas da superficie
semi-cicloidal cilindrica cuja parametriza¢ao € dada por X : U c R2 — R3 e X € definida

por

X (u,v) = (r(u-sen(u)),r(cos(u) —1),v)
onde U ={(u,v) eR2:0<u<mveR}.

Solugao : Temos que

X, = (r(1 - cos(u)),-r sen(u),0)
X, =(0,0,1).

Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E =7%*(1-cos(u))*+rsen?(u),

0,
1,

F
G

e os simbolos de Christoffel sdo:

sen(u)
2(1-cos(u))
F%:F%Q:F%z:F%Q:ng:O-

1
Fll_

Portanto, o sistema das equacoes diferenciais das geodésicas da superficie em
questao sera:

u'l + (2(1%0(:&)10))('Ll,’)2 = O,
v =0.

A solugao do sistema acima, bem como a representacao da familia das geodésicas,
podem ser vistas na resolugao do Teorema [12.2]
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16 Telhados Curvos

Mostraremos uma aplicagao da superficie Semi-Cicloidal Cilindrica em um projeto
arquitetonico. Essa aplicacao consiste em construir um molde de telhado curvo para casas

convencionais no formato de semi-cicloidal cilindrico invertido.

Material Utilizado:

e Lapis e borracha;

e Régua;

e Compasso;

e Tubo PVC liso;

e Pedacos de MDF ou papelao;
e Tintas para colorir;

e Cola apropriada.

Construcao dos moldes:

Para a construcao da superficie, precisaremos de uma circunferéncia com 4 centimetros
de raio. A cicléide é a curva descrita pelo ponto p quando a circunferéncia rola sobre a

reta horizontal sem deslizar (Figura 21).

Figura 21: Construcao da curva Cicléide.

4em

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Recortamos o tubo PVC liso, cuja largura é exatamente a medida da metade da
curva cicléide (conforme a Figura 22). Neste experimento, utilizamos um tubo com 13
centimetros de comprimento. Colamos os moldes e os pintamos para destacar o formato

de uma casa com telhado curvo (Figura 23).

Figura 22: Construgao da Superficie Semi-cicloidal Cilindrica.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Figura 23: Aplicagao da superficie semi-cicloidal cilindrica em telhados curvos.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Telhados curvos oferecem muitas vantagens. Sao conhecidos por sua estética mo-
derna e inovadora. Além disso, ajudam na drenagem da agua da chuva, evitando pro-
blemas de infiltracao. Em climas quentes, a curvatura pode facilitar a circulagao do ar,
reduzindo a temperatura interna. Muitas dessas vantagens devem-se a descoberta da
cicléide que, consequentemente, permitiu dar resposta a outros dois problemas da fisica,
nomeadamente, o da curva braquistécrona e o da curva tautécrona ([12], 2015).

De acordo com a propriedade tautécrona, independente do ponto escolhido da
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cicléide o tempo que a particula leva para chegar no ponto mais baixo da curva é cons-

tante e igual para todos os pontos escolhidos.

Figura 24: Curva Tautécrona.

VA

P

Fonte: (Venceslau, 2015).

Tem-se também que, uma curva é braquistocrona se o caminho que une dois pontos
da mesma ¢é o mais rapido, mesmo nao sendo necessariamente o mais curto. Dessa forma,
ao deixarmos cair uma particula de um ponto A numa curva braquistécrona, esta chega
a um ponto B da mesma mais rapidamente do que seguindo qualquer outro caminho,

mesmo que este seja retilineo.

Figura 25: Curva Braquistécrona.

A X

Fonte: (Venceslau, 2015).
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CONCLUSAO

Conclui-se que o estudo das Curvaturas e das Curvas Geodésicas, permite com-
preender como as superficies se curvam e se relacionam em espagos mais complexos. O
célculo das Curvaturas, com a utilizagao das férmulas fornecidas por Goldman ([g], 2005),
mostra-se como um método mais simples e eficaz do que com as formulas tradicionais no
estudo das curvaturas implicitas. E os Simbolos de Christoffel, foram pegas fundamentais
na determinacao dos sistemas que descrevem as Curvas Geodésicas de tais superficieis.

No entanto, o conhecimento prévio de certos conceitos preliminares como a para-
metrizacao das superficies e as Formas Fundamentais sao fatores determinantes para o
conhecimento desses topicos de Geometria Diferencial. Além disso, uma boa base em
matematica bésica, Calculo Diferencial e Algebra Linear foram primordiais no desenvol-
vimento e interpretacao dos resultados contidos neste trabalho. E proveitoso relembrar e
utilizar os conhecimentos obtidos na graduacao em pesquisas nas areas com tanta apli-
cabilidade como a Geometria. Naturalmente, o objetivo aqui colocado s6 foi possivel ser
atingido por meio do esforco, da dedicacao e da fascinacao pela Geometria Diferencial.

Neste trabalho ficou nitido que a matematica sempre esteve longe de ser uma ciéncia
sem aplicabilidade. Ademais, foi possivel conhecer algumas superficies de curvatura gaus-
siana nula, como o Cone e a Semi-Cicloidal Cilindrica. Além disso, pode ser visto, por
meio dos sistemas de equacoes, as Curvas Geodésicas dessa superficie e também uma
forma interessante de perceber a aplicacao desses resultados no experimento do telhado
curvo.

Para finalizar, este trabalho contribuiu para uma melhor compreensao da superficie
semi-cicloidal, explorando suas propriedades geométricas e analiticas. No entanto, uma
questao importante ainda permanece em aberto: A superficie Semi-Cicloidal Cilindrica é
uma Superficie Minima?

As Superficies Minimas sao objetos matematicos fascinantes que tém sido estuda-
dos por séculos. Elas sao caracterizadas por terem uma curvatura média nula em todos os
pontos, o que as torna extremamente estaveis e eficientes em termos de area. Algumas das
principais caracteristicas das Superficies Minimas incluem a sua capacidade de minimizar
a area de superficie, a sua estabilidade frente a perturbagoes e a sua relagao com a teoria
da elasticidade e da fisica de fluidos.

A resposta a pergunta sobre se a superficie Semi-Cicloidal Cilindrica é uma Su-
perficie Minima pode ter implicacoes significativas em diversas areas, incluindo a fisica,
a engenharia e a matematica. Portanto, este trabalho deixa em aberto a possibilidade de
futuras investigagoes sobre essa questao, esperando que as descobertas aqui apresentadas

possam inspirar novas pesquisas e avancos nessa area.
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APENDICE
A - DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO

Demonstrag¢ao. Temos que v’ = v’ X, +v' X, em que X, = X, (u(t),v(t)) e X, = X, (u(t),v(t)).

Dessa forma,
' =" Xy + (u)? Xy + 200" X .

Denotando-se, entao, por (7”(t))” a componente tangencial de 4" (t), isto é, sua projegao
ortogonal sobre T',(;)S, e considerando-se as igualdades (9.3)), tem-se
(v")" = (" + ()T + 20" 0Ty + (v)*T'3) X,
+ (V" + (W)T3 +2u'v'T2, + (V))13%,) X,

donde infere-se que v é uma geodésica de S se, e somente se, u e v satisfazem as equagoes

(9-7). O
B - DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO

Demonstrag¢ao. Consideremos uma parametrizacao local de S em p, X : U c R? - X(U) c

S, e ponhamos

(Uo, UO) = Xﬁl(p) € (av b) = (dX(uo,vo))il)w

Observemos, entao, que as equacoes diferenciais das geodésicas, dadas em , sao

do tipo

{ u'’ = fl(uavyulvvl) (161)

V" = folu, v, v")

em que fi e fo sao fungoes diferenciaveis. Assim, dadas as condigoes iniciais

(u(0),0(0)) = (uo,v0) e (u'(0),0'(0)) = (a,b), (16.2)

pelo teorema de existéncia e unicidade de solucoes para equacoes diferenciais ordinarias,
existem um intervalo [ 5 0 e uma tnica solugao (u(t),v(t)), t € I, de (16.1)), a qual cumpre
as condigoes iniciais ([16.2)). Dessa forma, a curva y(t) = X (u(t),v(t)), te I é a unica

geodésica de S, a qual cumpre as condigoes

7(0) = X(UOvUO) =p € ’7,(0) = dX(uo,vo)(aa b) =w,

concluindo, assim, a demonstragao.
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