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RESUMO

Este trabalho foi elaborado vislumbrando a contribui¢do para o conhecimento e compreensao
da Teoria dos Sistemas Dindmicos em baixa dimensdo, no Ensino Superior. O mesmo € con-
secutivo de estudos bibliogrificos e apresentacdes de trabalhos em eventos, como o Congresso
Pan-Amazoénico de Matematica (COPAM) de 2018, cujo se desenvolveu por trés anos sobre o
referido tema. Foi realizado um estudo em consonéncia a teoria de Robert Devaney acerca de al-
gumas familias de aplicacdes fundamentais, como a Baker, a Tenda e, essencialmente, a Logistica
da Familia Quadratica, com viés de comprovar suas naturezas cadticas. As principais referéncias
sdo os livros-texto de (Devaney, 2003) e (Alligood, Sauer, Yorke, 1996), cujas finalidades sao
apresentar consequéncias que culminem em comportamentos com as seguintes caracteristicas glo-
bais: altaregularidade; alta aleatoriedade; alta mistura de 6rbitas — comportamentos que unissonos
posteriormente compreenderemos como cadticos. E por fim, tais resultados da teoria de sistemas
dindmicos que submeteremos e demonstraremos sdao importantes vislumbrando a contribuicdo as
componentes curriculares da graduacdo. Desse modo, uma vez compreendido que embora nem
sempre seja possivel evidenciar explicitamente os topicos da Dinamica abordados na graduacao,
o estudo pautado neste trabalho faz-se necessdrio mediante caréncia de abordagens explicitas na

graduacdo.

Palavras-chave: Sistemas Dindmicos. Caos. Familia Quadratica. Conjuntos de Cantor. Expoente

de Lyapunov.
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ABSTRACT

This research was elaborated envisioning the contribution to the knowledge and understanding
of the Theory of Dynamical Systems in low dimension, in Higher Education. This work is
consecutive of bibliographic studies and presentations in events, such as the Pan-Amazonian
Congress of Mathematics (COPAM) 2018 - which developed for three years on this topic. A
study was conducted in line with Robert Devaney’s theory about some families of fundamental
applications, such as Baker, Tent and, essentially, Quadratic Family Logistics, with a bias of proving
their chaotic behaviors. The main references are the textbooks of (Devaney, 2003) and (Alligood,
Sauer, Yorke, 1996), whose purposes are to present consequences that culminate in behaviors with
the following global characteristics: high regularity; high randomness; high mixture of orbits —
behaviors that we will later understand as chaotic. Finally, such results of dynamic systems theory
that we will submit and demonstrate are important envisioning the contribution to the curricular
components of the undergraduate course. Thus, once it is understood that although it is not always
possible to explicitly highlight the dynamics topics addressed in the undergraduate course, the
study based on this work is necessary through the lack of explicit approaches in the undergraduate

course.

Keywords: Dynamical Systems. Chaos. Quadratic Family. Cantor sets. Lyapunov Exponent.
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LISTA DE SIMBOLOS

[ | Final de demonstracao.
= E por definicdo igual a.
m| Final de solugdo.

f" N-ésimo iterado

ld Aplicacdo Identidade

0 Conjunto 6rbita

W* e W* Conjunto Estavel e Instavel

C Conjunto dos Nimeros Complexos
Fix  Conjunto dos pontos fixos

N Conjunto dos Nimeros Naturais.

Per, Conjunto dos pontos periddicos de periodo n

Q Conjunto dos Numeros Racionais.
R Conjunto dos Nimeros Reais.

S!  Circulo unitdrio no plano

Z Conjunto dos Numeros Inteiros.
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INTRODUCAO

Presentemente, o objeto de estudo desta pesquisa € Teoria dos Sistemas Dindmicos, cuja é
resultante de projetos de estudos bibliogréficos e apresentacdes de trabalhos em eventos. Estudos
os quais se desenvolveram no decorrer de fevereiro de 2018 até janeiro de 2020, sobre o referido

objeto, sob orientacdo do Professor Dr. Marcio Lima Nascimento.

Reforcamos que a metodologia utilizada no desenvolvimento desta monografia concerne,
principalmente, em pesquisas bibliograficas vislumbrando demonstragdes de resultados importan-
tes da estrutura da teoria dos sistemas dindmicos. Mas também, consistiu de reunides periddicas
sob orientacdo do Professor Dr. Marcio Lima do Nascimento, através de semindrios, teleconferén-
cias e promocao de eventos cientificos para a confluéncia de ideias e consolidacio dos trabalhos.
As atividades realizadas ocorriam duas vezes na semana através de exposi¢coes de semindrios so-
bre os assuntos da dinAmica unidimensional, em particular, sobre caos em aplica¢des do intervalo
com participacdo ativa do orientador. Apontdvamos capitulos das referéncias e debatiamos, com
exposicdo de demonstragdes de teoremas, proposi¢des, coroldrios, e indagacdes sobre a ocorréncia
dos fendmenos dos sistemas dinamicos, essencialmente os cadticos. Em determinados momentos
utilizdvamos softwares matemdticos, como o GeoGebra, o Maple, ou ainda 0 MATLAB, para

visualizar o que estamos demonstrando ou simplesmente tentar entender.

Nesse trabalho, apresentaremos essencialmente sistemas dindmicos na perspectiva de se
estudar a caoticidade destes sistemas, bem como conceber algumas demonstracdes acerca da

natureza de determinadas aplicacdes fundamentais. Os assuntos dissertados estdo divididos em
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oito capitulos.

No capitulo primeiro, abordaremos uma discussdo levando-se em consideracdo o aparato
histérico matemético que envolve a mais antiga concepcao do zero a algumas nocdes de sistemas
de numeracdo. Posteriormente, recortamos duas secdes para introduzir memorias de dois mate-
maticos singulares, cujas teorias sdo fundamentais a producao desta monografia, a saber: Georg

Cantor e Robert Devaney.

Nos capitulos segundo e terceiro desenvolveremos as ferramentas bdsicas para compreensao
dos capitulos seguintes. Introduzir-vos-emos ao conjunto de Cantor Triddico e a dinamica em
baixa dimensdo, respectivamente. No segundo capitulo, apresentaremos obtencdes e algumas
propriedades topoldgicas para o conjunto de Cantor especifico. No capitulo terceiro, discutiremos
sobre as nocoes iniciais de dindmica, para tao logo definirmos um Sistema Dindmico, e assim
também os conjuntos orbitas, conjunto dos pontos periddicos, conjunto dos fixos e conjuntos

limite.

No capitulo quarto, argumentaremos a constru¢ao da atragdo e repulsdo de pontos a luz
da derivada do sistema dindmico e a esta grandeza chamaremos de hiperbolicidade. Por outro
lado, para introduzir a no¢do de hiperbolicidade, discutiremos a priori algumas aplicacdes de
suma importancia para o desenvolvimento e boa compreensdo desta grandeza. Discutiremos

inicialmente a dinAmica sobre o circulo unitdrio S e as rotagées sobre S'.

No capitulo quinto, discutiremos trés familias de sistemas dindmicos fundamentais, a saber,
Baker, Tenda e Quadrdtica. Este capitulo poderia estar incluido no terceiro, contudo por viés de
importancia cujas trés familias compreendem, interpretamos que se faz necessdrio a discussao

separada para que possam ser estudadas com primazia.

No capitulo sexto, discutiremos a dindmica simbolica. Neste capitulo teremos como
principal objetivo construir um modelo para a estrutura dindmica da aplica¢do quadratica F),
sobre o conjunto de Cantor A. Para isso deveremos configurar um modelo de mapeamento sob
um espaco, cujo mapeamento seja equivalente a F,(A). A este estudo chamamos de Dindmica

Simbdlica.

No capitulo sétimo, nosso topico se refere a conjugacdo topolégica. E interessante pensar-
mos em como determinadas propriedades sdo herdadas topologicamente, tal como a continuidade

e a densidade. Descreve-se no decorrer deste capitulo, o qual nosso estudo caminha préximo
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das conclusdes mais imprescindiveis do desenvolvimento deste trabalho, a heranga determinada
pela conjugacdo topoldgica. Serd que poderemos concluir herancas de naturezas como repulsoes
ou atracoes? Evocaremos conjugacdes de sistemas dinAmicos na tentativa de vislumbrar outras

caracteristicas topologicamente herdadas e assim ponderar resultados que serdo demonstrados.

No capitulo oitavo, abordaremos a tese durea deste trabalho, cuja se trata da caoticidade.
Mas o que seria o Caos? E possivel encontrar esta palavra em diversos contextos distintos.
Na perspectiva matematica, o caos pode descrever as iteracoes de uma aplicacdo definida em um
conjunto e suas consequéncias no comportamento futuro de cada ponto do conjunto fixado, segundo
(Devaney, 2003), com as seguintes caracteristicas globais: Alta Regularidade: o sistema dinamico
contém infinitos pontos periddicos; Alta Aleatoriedade: dependéncia sensivel as condigdes iniciais
ou efeito borboleta; e Alta Mistura de orbitas: transitividade topoldgica (existéncia de drbitas
densas no conjunto dominio). Por outro lado, a posteriori, ao se provar que é possivel sintetizar a
defini¢do de caos de Devaney a reapresentaremos convenientemente. Mas também, dentre outras
formas de se definir a caoticidade, (Alligood, Sauer, Yorke, 1996) conceituam para a dindmica o
caos sobre 6rbitas. A maneira que definem drbita cadtica tendo as seguintes hipéteses: o conjunto
dito nao deve ser assintoticamente periodico e o respectivo expoente de Lyapunov da 6rbita for

maior que zero.

A monografia encerra-se com algumas consideragdes tratando sobre as dificuldades apre-
sentadas ao elaborar este trabalho bem como o que vislumbramos para 0 mesmo na comunidade

académica e, enfim, as referéncias utilizadas.



CAPITULO 1

UM POUCO DE HISTORIA E ALGUNS
MATEMATICOS

Neste capitulo, estudaremos a concepg¢do do zero, objetivando insercao de algumas bases
numéricas. Este capitulo finda com a apresentacdo de dois matemadticos importantes, os quais sao

os mais referenciados neste trabalho.

1.1 Da concepc¢ao do zero as noc¢oes de sistemas de numeracao

1.1.1 A descoberta do zero mais antigo

istoricamente, nosso estudo iniciard com a revolu¢do da Matematica promovida na In-

dia que culminaria na importantissima cria¢do do sistema de numeracdo decimal. No

terceiro documentdrio da série Vida Matematica: India, A Divindade dos Nidmeros

(2012), somos convidados ao pais, como € referenciado, onde houve a maior revolucdo da Mate-
matica. Procuremos inicialmente entender a motivagao da criagdo do 0. De fato, as respostas tem

origem indiana. A India é um pafs cuja religiosidade é de fato expressiva — inclusive, a viagem do
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documentdrio em recorte ocorre durante festividades aos deuses indianos, um deles a exemplo é
Krishna'. Tratava-se do festival Holi o qual sucede no decorrer da dltima Lua Cheia do calendério

lunar, no mesmo dia que chega a primavera.

Ademais por ora, vos identifiquemos a cidade de Ujjain, a qual estd localizada na regiao
central da India. No século VII a.C., Ujjain jd era o centro de astronomia indiana, o que nos
implica dizer também que era um centro da matematica indiana. Brahmagupta? (590-670 d.C.)
fora um dos estudiosos mais respeitados da sua época nascido na India - o qual foi nomeado chefe

do observatério de Ujjain.

Figura 1.1: Brahmagupta. Fonte: Andreas Strick, c2014.

Além disso, segundo Kim Hyung-Joon (2012) compreende-se que a astronomia indiana ja
era por sua vez mais avancada que a ocidental - uma vez que, os indianos ja sabiam por volta do
século VII a.C. que a Terra era redonda, mas também sabiam calcular a circunferéncia da Terra
com um erro de 100 km de aproximagao. Contudo, a época, é importante evidenciar que para os
indianos a matemadtica era apenas um apoio a astronomia, uma ferramenta. Posto isso, ao passo de

se haver o desenvolvimento da astronomia indiana implicaria o desenvolvimento da matematica.

Aos indianos, comprometia mais interesse cdlculos uteis ao cotidiano, os quais inclusive
podem ser encontrados em escrituras sagradas — vale o reforco de reconhecimento que havia
mais atencdo as questdes cotidianas que a geometria. Em contrapartida, foram os indianos
que descobriram o que chamamos hoje de trigonometria. Embora, se compreenda que conceitos

basicos trigonométricos ja eram de conhecimento do matemético grego Ptolomeu, o qual concebeu

IKrishna na tradi¢do hindu é uma deusa personificada representante das manifestagcdes de Deus Supremo no
mundo, bem como também significa verdade absoluta para os hindus.
2Brahmagupta: matemadtico e astrdnomo indiano responsavel pela criagdo da nogdo do "0".
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a origem da trigonometria. Mas deve-se frisar que os gregos conheciam apenas alguns valores de
senos (KIM HYUNG-JOON, 2012). A medida que, os indianos ji haviam desenvolvido mais e
chegariam a fazer tabelas de senos e cossenos para arcos de zero a noventa graus. Além disso, a
astronomia indiana sabia comensurar a distancia da Terra (T) ao Sol (S) - que podemos representar
por d(T,S) - baseando-se na distdncia da Terra a Lua (L) - denotada por d(7T, L). Compreendiam
que d(T,S) era aproximadamente 400 - d(T, L), ao inferir que quando a Lua estava em quarto

crescente o segmento T L e o segmento 7S faziam um 4ngulo de aproximadamente 89 graus.

Nos encaminhemos para Varanasi, mais especificamente ao Templo de Durga para nos
referenciarmos hd uma intrigante teoria sobre o fim do mundo - a qual consiste basicamente na
ideia do jogo “Torre de Han6i”. Segundo a teoria o fim chegaria quando todas as 64 placas de um
poste mudassem para outro, seguindo as regras daquele jogo - mas note que, isto também significa

que o fim chegaria quando o nimero de placas do primeiro poste zerasse.

Figura 1.2: Esquematiza¢do da teoria do fim do mundo no Templo de Durga. Fonte: Vida
Matematica #3, 2012.

E interessante analisarmos a evolucdo dos sistemas numéricos, tinhamos no Egito antigo
representacdes de nimeros por hieréglifos, mas igualmente, encontradvamos outros sistemas numé-
ricos com suas particularidades, tais quais as numeracdes romana, mesopotamica, maia e chinesa
- inclusive, € interessante apresentar que nessa Ultima ji continha nimeros inteiros negativos.
Infere-se que os sistemas numéricos se desenvolveriam refletindo a necessidade das sociedades
de cada época e territdrio - e assim a partir de novas exigéncias se criaria novos sistemas nume-
racdo mais adequados a tais. E isso posto, mais ainda, se torna interessante a questao do enfim

surgimento do 0. Mas afinal, quando e onde o primeiro zero teria sido registrado?

Retornemos para India, mais precisamente para o Forte Gwalior, Madhya Radesh, no
Templo de Chaturbhuj, Orchha — templo dedicado a Krishna. Dentre os escritos sagrados do século

IX encontra-se o primeiro zero registrado na histéria da humanidade. Depreende-se na verdade que
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os nimeros atuais t€ém sua origem na India. Afinal, o sistema de numeracdo decimal € um sistema
que se baseia em decomposicdes utilizando a base dez, cujos seus numerais serao representado por
algarismos pertencentes ao conjunto dos algarismos indo-ardabicos & = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Mais precisamente, a numeracao arabe foi criada pelos indianos, ou seja, a base decimal, o sistema
numérico que usamos, foi criada pelos indianos. No entanto, segundo Kim Hyung-Joon (2012),
como tal sistema numérico chegou a Europa pelos drabes, implicou no nao reconhecimento do

maior patrimonio intelectual da India.

Figura 1.3: O zero mais antigo, em Gwalior. Fonte: BBC, 2019.

Ademais, diferente do que se observava a época Brahmagupta compreendia o estudo em
Matemaética como campo independente, de fato enxergando a Matemdtica ndo somente como uma
ferramenta da Astronomia. Além disso, por volta de seus 38 anos, em 628 d.C., Brahmagupta lan-
caria sua grande contribuicao, o livro de astronomia Brahmasphutasiddhanta® - onde era possivel
encontrar a utilizagdo de um conceito que demoraria oito séculos até ser assimilado pelos euro-
peus. Tratava-se da nogdo do 0. Nos escritos € possivel encontrar questionamentos sobre relagdes
entre “bens” e “dividas”, e no instante que se questionava o que restaria se tivéssemos a mesma
quantidade de bens e dividas, Brahmagupta respondera que nada sobraria. E portanto, motivado
por justificar tais equacdes, a esse “nada sobra” corresponderia a introdu¢ao de Brahmagupta do

0 a matemadtica da época.

z

3Cuja traducdo livre é "Doutrina de Brahma Corretamente Estabelecida". Disponivel em: https:
//www.wilbourhall.org/pdfs/628CE-Brahmasphutasiddhanta_Brahmagupta_Parts_
1-4_by_Sudhakara-Dvivedin_with_Sanskrit_Commentary_1902_India_Compiled_by__
Jonathan_Crabtree_2014-Australia.pdf. Ultimo acesso em: 31 de ago. de 2021.


https://www.wilbourhall.org/pdfs/628CE-Brahmasphutasiddhanta_Brahmagupta_Parts_1-4_by_Sudhakara-Dvivedin_with_Sanskrit_Commentary_1902_India_Compiled_by_Jonathan_Crabtree_2014-Australia.pdf
https://www.wilbourhall.org/pdfs/628CE-Brahmasphutasiddhanta_Brahmagupta_Parts_1-4_by_Sudhakara-Dvivedin_with_Sanskrit_Commentary_1902_India_Compiled_by_Jonathan_Crabtree_2014-Australia.pdf
https://www.wilbourhall.org/pdfs/628CE-Brahmasphutasiddhanta_Brahmagupta_Parts_1-4_by_Sudhakara-Dvivedin_with_Sanskrit_Commentary_1902_India_Compiled_by_Jonathan_Crabtree_2014-Australia.pdf
https://www.wilbourhall.org/pdfs/628CE-Brahmasphutasiddhanta_Brahmagupta_Parts_1-4_by_Sudhakara-Dvivedin_with_Sanskrit_Commentary_1902_India_Compiled_by_Jonathan_Crabtree_2014-Australia.pdf
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1.1.2 Sistemas de Numeracao

Relembremos brevemente a configuracdo da base decimal. Do fato, das posi¢des dos
algarismos que compdem o sistema decimal definirem um numeral, e, por conseguinte uma
intensidade, um nimero. Compreendemos entdo que um ndmero natural, por ora digamos 73508,
por exemplo, cujo é formado por 5 algarismos indo-ardbicos os quais representam as seguintes
ordens sete dezenas de milhar, trés unidades de milhar, cinco centenas, zero dezenas e oito

unidades. Mas veja que para este nimero, sdo vélidas as seguintes estruturas:

73508 =7-10*+3-10°+5-10°+8 - 1
=7-10*+3-10+5-10>+0-10' +8-10°
=0-10°+7-10*+3-10°+5-10*+0- 10" +8-10°

=0-10"+---+0-10°+7-10*+3-10*+5-10>+0-10' +8-10° paran > 4.

Ou seja, no sistema decimal o algarismo 0 a esquerda do algarismo de maior ordem, no caso
o 7, ndo altera sua intensidade, o seu real valor. Assim 073508; 0073508; 00073508 ou 000073508
representam o0 mesmo nimero, 73508. Desse modo, compreendemos que todo nimero natural N

de m algarismos € concebido nas seguintes estruturas:

N=a, 10" " +a, 1-10"%+--+a-10" + a; - 10°, am € 7. (1.1)
N:Za,n-lo’"—1 :Zan'IO”_1+ Z a, - 10771, an€ Fea,=0n>m (1.2)
m=1

n=1 n=m+1

Mas veja também que a representacdo pode ser utilizada de maneira conveniente para
qualquer conjunto que seus elementos sejam identificados por uma leitura posicional, como € o

caso de Q. Vejamos alguns exemplos,

i:0,57:0~10+0-1+5-i+7-i+0 d

_ = . -1 . -2
100 107 100 T0 1000 =210 710 (1.3

1,§:1,333~-:1-10°+3-10—‘+3-1o—2+3-1o—3+~--:1-1o°+23~10—". (1.4)

n=1

042=4-100"+2-1024+4-1034+2-10%+... = 24- 10-2n+1 +22- 1072, (1.5)
n=1 n=1
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Por fim, gostariamos de relembrar a operacdo de adicdo no sistema decimal, para frisar
como a interessante propriedade da manutengao da estrutura das decomposi¢des que os sistemas
de numeragdo possuem e salientar um confronto de necessidades quanto a programacdo das

operacoes. Consideremos o seguinte exemplo:

57+43=(5-10"+7-10% +(4-10" +3-10% = (5+4)- 10" + (7 + 3) - 10° (1.6)
=9.10'+10-10°=(9+1)-10' +0- 10° (1.7)
=10-10'=1-10>+0-10 (1.8)
=100 (1.9)

Percebe-se que a adicao considerando a operacao minuciosa da estrutura da base decimal
pode se tornar um processo muito longo - e alids, atualmente pouco ftil, principalmente con-
siderando linguagens de programacdo. Afinal, compreende-se também que a praticidade de se
programar uma rotina, um algoritmo, para operar nimeros como no exemplo anterior seria muito
pequena. Pois precisarfamos definir os 10 elementos de .#, programar de maneira conveniente
a soma em (/.2), generalizar o reconhecimento em (1.7) e (1.8), isto é, reconhecer em geral a
mudanca de ordens, por exemplo da ordem das dezenas para a das centenas. Logo, infere-se que
por questdes de necessidade seria mais interessante desenvolver outro sistema de numeragdo que

preferencialmente considerasse menos elementos que os de .#.

Isso posto, € diretamente compreensivel a necessidade da criacio do sistema de numeragdo
bindrio. Afinal é um sistema que utiliza apenas dois algarismos, 0 0 e 0 1. Uma vez que os
computadores funcionam intrinsecamente como um ensaio de Bernoulli, com dois resultados que
compodem sua esséncia. Haja visto que o sistema bindrio possui base 2 e que tal como o sistema
decimal também € um sistema de numeracao posicional, a simplicidade e a praticidade exigidas

anteriormente, por ora, estdo satisfeitas.

Vejamos agora como funciona a base bindria. Uma vez sabido que s utilizaremos os

algarismos 0 e 1, uma preocupacdo inicial seria como representar os nimero da base decimal.
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Denotaremos, por ora um nimero decimal D na base bindria como (B),. Observe que:

0=1(0) (1.10)
1=(1) (1.11)
2=1+1=);+{)=(>. (1.12)

Uma vez compreendido que a base € 2, nos aproveitando da estrutura da base 10, temos na

verdade que

0=0-1=0-2°=(0), (1.13)
1=1-2=(1), (1.14)
2=2-2=0-2'+2.2°=1-2"+0-2° = (10),. (1.15)

Como na base decimal, decomptinhamos em poténcias de 10, na base bindria, iremos
decompor em estruturas que obedecem as poténcias de 2. E isso posto, ja nos permite generalizar
toda a soma, afinal o reconhecimento da mudanga de ordem na base bindria consistird sobretudo

em (1), + (1) = (10),. Afinal, observe que

3=1-2'+1-2°=(11),

4=1-2240-2'+0-2° = (100),

5=1-22+0-2"+1-2°=(101),

6 =4+ 2 =(100), + (10), = (110),

7=4+3=(100) +(11), = (111),

8 = 4 + 4 = (100); + (100), = (1000),

9 =8+ 1=(1000); + (1), = (1001),
10 = 8 +2 = (1000), + (10); = (1010),

15=10+5 = (1010), + (101); = (1111),.
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Vejamos alguns outros exemplos,

37 =32+ 4 + 1 = (100000), + (100 + (1), = (100101),
78 = 64 + 8 + 4 + 2 = (1000000); + (1000); + (100), + (10), = (1001110),
80 = 64 + 16 = (1000000), + (10000), = (1010000),

158 = 78 + 80 = (1001110), + (1010000), = (10011110),

No inicio deste projeto, estuddvamos mecanismos para compreensao e entendimento de
sistemas numéricos, mais especificamente a base bindria, vislumbrando a introducao de tépicos
de sistemas dindmicos em discussdes consecutivas. Um desses mecanismos para auxiliar o
entendimento do sistema bindrio de maneira mais simples foi a insercao de objetos matematicos
do acervo da Biblioteca de Objetos Matemdticos* (BOM) dirigida pelo professor Dr. Marcio

Nascimento - e um desses objetos foi a Mdquina de Somar em Base 2.

Figura 1.4: Mdquina de Somar em Base 2. Fonte: BOM, c2014.

Ademais, a Maquina de Somar em Base 2 essencialmente realiza a soma no sistema bindrio.
Inicialmente, tentemos reconhecer um niimero neste objeto. Digamos que queiramos reconhecer
o 37. O ntmero 37, como vimos anteriormente pode ser decomposto como 37 = 32 + 4 + 1.
Observe que a maior poténcia de 2 que decompde o 37 € 32 e desse modo, colocaremos uma
bolinha na entrada do 32 = 2°. Para 37 faltam 5. Agora, a maior poténcia de 2 que pode ser

adicionada é 22 = 4, e assim também colocaremos uma bolinha na entrada do 22 = 4. Ainda

4Disponivel em: https://www.aedi.ufpa.br/bom/index.php/9-objetos. Ultimo acesso em: 01
de set. de 2021.
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falta 1 para 37, entdo s6 falta adicionar o 29 = 1. Por fim, colocaremos uma bolinha na respectiva
entrada do 2° = 1. E finalmente, para lermos como ocorre a mudanca do 37 na base decimal para
a bindria, identificaremos as posi¢Oes das bolinhas em suas respectivas posi¢des nas poténcias de
2. Deveremos ter 1 bolinha no 32 = 22, 0 bolinhas no 16 = 2%, 0 bolinhas no 8 = 23, 1 bolinha
no 4 = 22, 0 bolinhas no 2 = 2! ¢ 1 bolinha no 1 = 2°. Ou seja, concluimos que o 37 é 100101

na base binaria, tal como concluimos anteriormente.

Ressaltamos que introduzimos os sistemas de numera¢des decimal e bindrio prontamente,
pois os retomaremos jd no capitulo seguinte. Além disso, no capitulo que segue ainda adicionare-
mos mais um sistema - cujo se trata da base terndria, a qual nos servird de grande utilidade, no que
tange obtencdes do Conjunto de Cantor. Isso posto, apresentaremos nas secdes seguinte breves

memorias e relatos acerca de matemaéticos os quais sdo imprescindiveis ao nosso trabalho.

1.2 Breve biografia de Georg Cantor

Nesta se¢do, apresentaremos uma sucinta biografia de um dos matemadticos do século XIX
mais intrinsecos as teorizacdoes da Matematica Moderna: Georg Cantor, autor do conjunto que

leva seu nome; e alvo vislumbrado na fundamentagao promovida por este trabalho.

Georg Ferdinand Ludwig Phillipp Cantor nascido em 3 de marco de 1845, em Sao Peters-
burgo, Russia. Fora o primeiro dos seis filhos do casal Georg Woldemar Cantor e Maria Bohm.
Em 1856, a familia Cantor mudou-se para Frankfurt, na Alemanha, em decorréncia da doenca
pulmonar que o pai contraira. Neste interim, o jovem Georg Cantor frequentou escolas particulares

e, com quinze anos, fora admitido no Darmstadt Gymnasium.

Theodor Schaeffer era professor de Cantor no liceu, e aparentemente o pai viu nele um
modelo para o sucesso do filho no futuro (ALVES, 2008). Em 1862, comec¢ou a estudar matematica
no Instituto Politécnico em Zurique, no entanto, logo se transferiu para a Universidade de Berlim.
A mudancga para Berlim lhe ofereceu a oportunidade de estudar em um ambiente de mais prestigio
e ndo somente, como a oportunidade de aprender matemdtica com excepcionais referéncias, entre

seus professores estavam Karl Weiertrass>, Ernst Eduard Kummer® e Leopold Kronecker?.

SK. Weierstrass (1815-1897): matematico alemao da drea da Andlise Moderna.
SErnst E. Kummer (1810-1893): matematico aleméo da area de Teoria dos Nimeros
7L. Kronecker (1823-1891): matematico alemao da area de Teoria dos Ntimeros.
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Figura 1.5: Georg Cantor.

Em 1867, dissertou sua tese de doutorado em Teoria dos Conjuntos sobre uma tese gaus-
siana. Ademais, Cantor continuara pesquisando na 4rea de teoria dos nimeros gaussianos e
contribuiu fortemente, ao passo da importancia as quais suas publica¢des em periédicos matema-
ticos no decorrer dos anos conduziu. A posteriori seu doutoramento, Cantor aceitou a primeira
posicdo que lhe fora oferecida na Universidade de Halle. Como era um instrutor iniciante na
universidade alema, Cantor dava aulas particulares cujo pagamento consistia em quanto seus es-
tudantes pudessem despender. Isso posto, no resto do tempo, conduzia suas pesquisas em andlise

matematica, influenciado pelas ideias de Weiertrass (ALVES, 2008).

Todavia, esse tipo de trabalho o levou a dissidéncia com Kronecker e que resultou em
conflito que perdurou por toda a sua vida. Em Halle, Cantor se envolveu profundamente com
o estudo das fungdes a luz dos métodos de Weiertrass em definir ndmeros irracionais como
limites de sequéncias racionais - que o levou ao conceito de convergéncia. E, por conseguinte, a
conceituagdo real de infinito considerando diretamente os conjuntos e ndo a infinidade potencial
de limites, considerando diretamente os nimeros, utilizada por séculos pelos matematicos. Isso

posto, Cantor foi o primeiro a teorizar o infinito verdadeiro.

Mas também nesse intervalo, casou-se com Vally Guttmann, uma amiga de sua irma,

oriunda de uma familia judaica de Berlim.

Os dois se conheceram nessa cidade e se casaram poucos anos depois de se
mudarem juntos para Halle, em 1875. Comecaram a formar uma familia vivendo do
saldrio de Cantor, que consistia em modestos rendimentos pagos pelo governo nas pro-
vincias, significativamente mais generosos que a remuneracio oferecida na Universidade
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de Berlim. Mas foi ali, em uma pequena cidade na zona rural da Alemanha, que ele
desenvolveu sozinho uma teoria matemaética completa. (ALVES, p. 6 ,2008).

Ainda em Berlim, Cantor conheceu Gosta Mittag-Leffler8, amigo cujo nos momentos
mais dificeis de Cantor, quando sequer queriam ouvir suas teorias sobre o infinito, publicava

regularmente os trabalhos de Cantor em seu periddico Acta Mathematica®.

Figura 1.6: Gosta Mittag-Leffler.

No decorrer dos primeiros anos em Halle, Cantor também conheceu Richard Dedekind'° -
o qual compartilhou grande admiracdo com Georg Cantor, bem como Cantor admirava os métodos
de Dedekind em andlise matemdtica. Além disso, em 1877, Cantor escrevera um ensaio o qual
quase fora rejeitado para a publicacdo em um periddico editado por Kronecker. Felizmente,

Dedekind interviu a favor possibilitando a publicacido de Cantor.

Nao obstante, contribui¢ao a Matematica feita por Georg Cantor na Teoria dos Conjuntos,

alguns matematicos importantes se contrapuseram, como

o matematico franc€s Henri Poincaré'' o qual afirmou que a teoria dos conjuntos era

uma moléstia, uma doenca perversa da qual, algum dia, os matematicos estariam curados.

8G. Mittag-Leffler (1846-1927): matematico da 4rea de Andlise Matematica
9Revista cientifica de acesso aberto que abrange pesquisas em todos os campos da matemadtica, inclusive consi-
derada por muitos como a mais prestigiada de todas as revistas de pesquisa matemadtica. Disponivel em: https:
//intlpress.com/site/pub/pages/journals/items/acta/_home/_main/index.php. Ultimo
acesso em: 30 de ago. de 2021.
10R . Dedekind (1831-1916): matemético da drea da Algebra Abstrata.
ITH. Poincaré (1854-1912): matemadtico considerado por muitos como o dltimo universalista


https://intlpress.com/site/pub/pages/journals/items/acta/_home/_main/index.php
https://intlpress.com/site/pub/pages/journals/items/acta/_home/_main/index.php
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Figura 1.7: Richard Dedekind.

[Por outro lado,] em resposta, o matematico alemao David Hilbert'? disse que ninguém
nos expulsaria do paraiso que Georg Cantor abriu para nés. A entrada de Cantor ao
infinito Jardim do Eden, sem didvida, constitui a abertura de uma nova era na matematica.
(ALVES, p. 7 ,2008).

Independentemente das adversidades de ideias contrarias, foi Cantor que ainda nos con-
cebeu a hipotese do continuum'3. Mas infelizmente, durantes seus esfor¢os para resolver tal
hipétese, sofrera um colapso nervoso. A partir disto, relata-se que Cantor apresentava sintomas
que se assemelham aqueles associados com o distdrbio bipolar ou psicose maniaco-depressiva.

Morrera em 6 de janeiro de 1918 na Halle Nervenklinik, clinica mental universitaria.

1.3 Breve biografia de Robert Devaney

Nesta se¢do, apresentaremos igualmente uma biografia objetiva de Robert Devaney, ma-
tematico fundamental a Teoria dos Sistemas Dinamicos, € ndo somente quanto pesquisa, mas
também quanto divulgacdo da ciéncia com projetos pedagdgicos de extensdao. Sua fundamentacdo
em Dinamica - mais especificamente, Cadtica, é também objeto essencial vislumbrado na pesquisa

deste trabalho.

Robert Luke Devaney nasceu em 9 de abril de 1948 em Methuen, Massachusetts ¢ um

12D, Hilbert (1862-1943): contribuiu fundamentalmente em diversas dreas da matemaética
3Conjectura que essencialmente consiste na nao existéncia de nenhum conjunto com cardinalidade maior que a do
conjunto dos niimeros inteiros e menor que a do conjunto dos nimeros reais.
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matematico americano e atualmente Professor Emérito de matematica na Universidade de Boston

- segundo seu Brief Vita'# disponibilizado pelo préprio.

Figura 1.8: Robert Devaney.

Graduou-se como Bacharel em 1969 no College of the Holy Cross e obteve seu PhD na
University of California em Berkeley em 1973 sob a orientacdo de Stephen Smale'> - com a disser-
tacdo Reversible Diffeomorphisms and Flows'¢. Devaney lecionou na Northwestern University,
na Tufts University e na University of Maryland, College Park antes de ingressar no corpo docente
da Boston University em 1980. Em junho de 2018, aposentou-se e tornou-se Professor Emérito

da Boston University.

{

Figura 1.9: Stephen Smale.

Ademais, Robert Devaney € essencialmente conhecido por sua ampla teoria desenvolvida

4Disponivel em: http://math.bu.edu/people/bob/brief-vita.html. Ultimo acesso em: 31 de
ago. de 2021.

15S. Smale (1930): matemdtico ganhador da Medalha Fields em 1966 por seu trabalho em Geometria Diferencial

16Disponivel em: https://www.ams.org/Jjournals/tran/1976-218-00/
S0002-9947-1976-0402815-3/S0002-9947-1976-0402815-3.pdf. Ultimo acesso em: 31 de
ago. de 2021.


http://math.bu.edu/people/bob/brief-vita.html
https://www.ams.org/journals/tran/1976-218-00/S0002-9947-1976-0402815-3/S0002-9947-1976-0402815-3.pdf
https://www.ams.org/journals/tran/1976-218-00/S0002-9947-1976-0402815-3/S0002-9947-1976-0402815-3.pdf
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na drea dos Sistemas Dindmicos, principalmente por sua pesquisa em Dindmica Analitica Com-
plexa e por estruturar defini¢des simples e amplas acerca de Sistemas Cadticos — teoria alvo deste
trabalho. Além disso, segundo Devaney (2003) € possivel reconhecer sistemas dindmicos cadticos
sem precisar de conceitos complicados da teoria da medida — afinal, bastaria reconhecer trés carac-
teristicas fundamentais. Estariamos diante de um sistema cadtico se este apresentar dependéncia
sensivel das condicdes iniciais (o efeito borboleta), transitividade topoldgica (para quaisquer dois
conjuntos abertos, alguns pontos de um conjunto serdo projetados sobre o outro), e alta densidade
do conjunto das 6rbitas periddicas. No entanto, a posteriori Devaney observaria que sua defini¢ao
de Sistema Cadtico poderia ser ainda mais concisa, afinal a dependéncia sensivel era obtida pelas
outras duas exigéncias da defini¢do — isto €, se ha transitividade topoldgica e densidade das drbitas

periddicas, entdo deve instantaneamente haver dependéncia sensivel.

Presentemente, Devaney continua pesquisando sobre aspectos topoldgicos da dindmica,
incluindo tépicos de continuum indecomponiveis, curvas de Sierpinski, Cantor bouquets, conjuntos
de Mandelbrot e de Julia — inclusive tem seu nome em uma estrutura fractal em certos conjuntos

de Julia por ser o primeiro a investigd-la, trata-se da Devaney hairs.

O prestigio da contribuicao de Robert Devaney o fez inclusive receber uma conferéncia em
2008 em Tossa de Mar, Espanha, em homenagem ao seu 60° aniversario. Em 2010, todos os artigos
da conferéncia foram publicados em uma edicao especial do Journal of Difference Equations and

Applications'’, cujo também homenageava Devaney.

Além de seu distinguido e homenageado trabalho em pesquisas, Devaney foi o organizador
do Math Field Days da Boston University para alunos por mais de duas décadas. Outrossim,
inclusive, fora diversas vezes premiado pela Boston University, pela National Science Foundation
(NSF) - o qual dirige desde 1989 o Projeto de Tecnologia e Sistemas Dinamicos, e pela Mathe-
matical Association of America (MAA) por seu trabalho educacional. Seu trabalho em ensino e

divulgacdo de Matematica, especialmente de Sistemas Dinamicos, € extenso, o professor Devaney

ministrou mais de 1.600 palestras convidadas sobre sistemas dindmicos e tépicos
relacionados em todos os 50 estados dos EUA e em mais de 35 paises em seis continentes
em todo o mundo. Por mais de vinte anos, o Professor Devaney foi o principal organizador
e palestrante dos Dias de Campo de Matemadtica da Universidade de Boston. Esses

eventos trouxeram mais de 1.000 alunos do ensino médio e seus professores de toda

7Disponivel em: https://www.tandfonline.com/toc/gdea20/16/5-6. Ultimo acesso em: 31 de
ago. de 2021.
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a Nova Inglaterra ao campus da Universidade de Boston para um dia de atividades
com o objetivo de familiarizd-los com o que hd de novo e empolgante em matematica.
(DEVANEY, p. 1, 2019).

Durante os anos de 2013 a 2015, atuou como presidente da MAA e também foi membro do
Congresso da MAA no intervalo de 2014 a 2019. Infelizmente, por dispendiosos compromissos
da presidéncia da MAA em 2013 os eventos citados os quais eram organizados por Devaney

precisaram SEer Suspensos.

Nos capitulos seguintes, daremos nossos primeiros passos na conceituacdo da teoria dos
sistemas dindmicos. Gostariamos de ressaltar que empregaremos algumas propriedades como
ja conhecidas, salvo excecdes de necessidade que reapresentaremos e trataremos de analisd-las
convenientemente a nossa argumentacao. Sao resultados que comumente retomam proposigoes e
teoremas de Célculo I, Andlise Real e Topologia dos Espacos Métricos. Desse modo, recortamos
algumas referéncias as quais auxiliaram na producao deste estudo e esperamos que possam auxiliar
o leitor na boa continuidade deste trabalho: [11], [12], [16], [17], [18], [20] e [24]. Refor¢camos

que comumente, faremos referéncias a esses livros citando explicitamente qual resultado se trata.



CAPITULO 2

O CANTOR TRIADICO

Neste capitulo apresentaremos um exemplo tipico de conjuntos de Cantor, o caso do Cantor
Terndrio ou Cantor Triddico. Além disso, conceberemos as no¢des construtivas e topologicas do
Conjunto de Cantor Triddico. Iniciaremos apresentando a construcdo do exemplo especifico de
Cantor, para posteriormente definir conjuntos de Cantor em geral e por fim demonstrar algumas

caracteristicas algébricas e topoldgicas gerais aos conjuntos de Cantor Terndrios.

2.1 O Conjunto de Cantor Triadico

2.1.1 Obtencoes de Conjuntos de Cantor Triadico

A priori, fixaremos um espaco para conter o nosso conjunto alvo. Consideremos o intervalo
I =[0,1] c R. Desse modo, nosso objetivo por ora serd construir o conjunto de Cantor sobre /.

O método que utilizaremos para esta construcao serd o da trissecc¢ao.

A vista disso, inicialmente, trissectemos / em trés subintervalos de mesma medida, ou seja,

1 2
recortaremos I nos pontos g € 5 ApOS o recorte de I, retiraremos o seu terco médio aberto, 1sto

31



32

12
é, o intervalo aberto (g, §) Ao que sobra de I, denotaremos por C;. Logo,

1 2 1 2\¢
Cy = ng]LJ[§,1]::(§,§) n[o,1]. 2.1

De imediato, notem de (2.1) que C; € um conjunto fechado, uma vez que € resultado da
unido de 2 intervalos fechados. Vale observar também que os intervalos de C; medem ambos 1/3.

A posteriori, trissectaremos cada um dos intervalos que definem Cj. Ou seja, os recortaremos nos

1 2 7 8 1 2
pontos 5 e 5 e 5 e 9 Ap6s o recorte, removeremos os tercos médios abertos de [O, 3 e [g, 1],
L . . 1 7 8
isto €, respectivamente os intervalos abertos 9 e 9] Ao que sobra de C;, denotaremos

por C>. Isso posto,

C
1] [21] [27] 8 12\ (78
G=10,-|u|Zz|uls2|ul=1]=l=2]ul=2]] nlo1]. 2.2
2 [ 9] “19°3] " [379] " |9 ] ((9 9) (9 9)) [0.1] (22)
0 1 2 1
3 3
:() 1 2 1 2 7 8 :1
s 5 3 505 9
0 1 2 1 2 7 8 1
s 5 3 5 9 9

Figura 2.1: Esboc¢o da construc¢io do segundo passo do conjunto de Cantor.

Desta vez observem de (2.2) que C; também € um conjunto fechado, haja visto que é
resultado da unido de 4 intervalos fechados. Atente também ao fato dos intervalos os quais definem
C> medirem 1/9. Ademais, seguindo o raciocinio de se trissectar os intervalos que definem C, e
se retirar os tercos médios abertos destes, obtemos dos pontos restantes o que chamaremos de Cs.

Portanto,

EEU%§U§ZU§§U§1
27’3 3’27 27°9 9’27 27|
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Infere-se que com a progressao dos passos tomados, obtemos uma sequéncia de conjuntos
Cl? CZ, C3a ) Cn—l’ Cnv e

tal que o conjunto C, é o conjunto dos pontos de C,_; retirando-se os tercos médios abertos.
Depreende-se também que na n-€sima etapa da constru¢do obtemos 2" intervalos fechados cuja
unido destes define C,,. Nao somente, mas também vale ressaltar que os intervalos de C,, medem

1/3". E por fim, observe que os conjuntos C, sdo todos conjuntos fechados encaixantes. Isto é,

I>CioG,>C3>---02C.12C, D -

Ao repetir o procedimento ad infinitum, indefinidamente, obteremos uma "poeira" do que
outrora foi /. Por outro lado, essa metdfora também nos antecipa que se trata de um conjunto
nao vazio. Inclusive, isto pode ser compreendido de forma anterior, uma vez que as extremidades
dos tercos médios sempre estardo contidas nesta poeira resultante, isto €, no conjunto final C.
A esse conjunto Cu, enfim construido, chamaremos Conjunto de Cantor. A seguir o definiremos

formalmente.

Definicao 2.1.1 O conjunto de Cantor Cy é a intersecdo dos conjuntos C,, construidos através

da remogao recursiva dos ter¢os médios abertos de 1. Portanto,

Coo = ﬁ C,. (2.3)

n=1

Como adiantamos anteriormente no capitulo primeiro apresentaremos agora outra expansao

numérica que resulta no conjunto Cantor. Trata-se da expansao terndria.

Definicao 2.1.2 A base terndria é um sistema de numeragdo posicional que utiliza trés algarismos
0, 1 e 2. Sistema de numeragdo que se estrutura concebendo os niimeros a partir de combinagoes
com os algarismos 0, 1 e 2 em poténcias de base 3. Nesta base, denotaremos os niimeros das

bases decimal D, bindria (B), como (T)s3.



Exemplo 2.1.1 Vejamos algumas transformacoes da base terndria.

10=9+1=1-32+0-3"+1-3°=(101);
11=9+2=1-32+0-3"+2.3%=(102);
12=9+3=1-32+1-3"4+0-3%=(110);

(100011), =35=27+6+2=1-33+0-3>+2-3" +2.39 = (1022);.
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(2.4)
(2.5)
(2.6)
2.7

Em sintese, infere-se que na base 3, (0)3 + (0)3 = (0)3, (2)3 +(0)3 = (1)3 +(1)3 = (2)3

e (1)3 + (2)3 = (10)3. Ao se compreender que na base terndria a ordem s6 aumentard quando

operarmos (1)3 + (2)3 obtendo assim (10)3, ja podemos trabalhd-la amplamente.

Adiantamos que argumentaremos a seguir vislumbrando apresentar uma das caracteriza-

cOes mais interessantes e uteis do conjunto de Cantor - particularmente, o construido anteriormente

por trissec¢des sobre I = [0, 1]. Trata-se da caracterizagdo obtida pela expansao terndria. Mas para

isso precisamos restringir nosso raciocinio da transformagao para a base 3 ao intervalo 7 = [0, 1].

Desse modo, se ¢ € I, representar ¢ na base 3 é sobretudo obter a decomposicao estrutural

der=(0,ttrt3---t,-- )3, tal que cada t,, € {0,1,2}. De modo que

(] OOt
_ - _
EOWIEEE I

n=1 n=1

L»)l3

Exemplo 2.1.2 Vejamos algumas transformacoes da base terndria sobre 1.

1
3 =0-3°4+71-31'40-32+0-37%=(0,100); = (0,1)3

1
> =0-37'4+0-32+1-373=(0,001);

7

> =0-37'42.32471.373 =(0,021);

7

ST =0-37'40-3242.33+1-3%=(0,0021);.

(2.8)

2.9
(2.10)
(2.11)

(2.12)

Para melhor compreensdo do que vislumbramos, gostariamos também de apresentar a

seguinte convengao (0, - - t,1)3 = (0, - - £,0222 - - - )3. Tal convencao € inspirada em combinacdes

reais de outras bases, tal como a igualdade na base decimal 0,999 --- = 1 por exemplo. Desse

modo, podemos entender que (1); = (0,222 ---)3. Em verdade, isto € consequéncia de (2.8) O
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que nos permite sobretudo compreender que se o algarismo final da estrutura da base trés for 1,

1
entdo podemos substitui-lo pela sequéncia 0,222 ---. Assim, 77 = (0,001)3 = (0,00222---),

7 7
57 = (0.021); = (0,02222+ ) & g = (0,0021)3 = (0,002222 ).

Sinteticamente, vamos compreender um esboco do processo que estamos fazendo com a
Figura 2.2. Observe que o esbogo ji nos indica que os nimeros que seriam identificados com o

algarismo 1 em algum digito da expansao terndria serdo omitidos pela exclusio dos tercos médios.

03 13 23
0 1 2 1
3 3
03 13 23 03 13 23

0 1 2 1 > 1 5
9 9 3 3 9 9

0 1 2 1 2 7 8 1
9 9 3 3 9 9

Figura 2.2: Esbogo da identificacdao dos elementos a partir da expansao terndria.

Exemplo 2.1.3 Vejamos outro exemplo de transformacdo para a base terndria, tomemos agora o
niumero % Diretamente, observe que esta fracdo irredutivel possui denominador 4 caracterizando
certa dificuldade em representar a expansdo em poténcias de 3. Facamos nossa transformag¢do
por aproximagoes. Desse modo, é facilmente notado que

2

32~

<

Bl —
W =

Assim podemos comegar nossa aproximagdo considerando a seguinte relacdo:

10 2
Z = ﬁ + ? + Cy.
1 2 1 . .. p
LOgO, c1 = Z — 5 = % Segumdo um ractocinio analogo, observemos que
1 1 1 2 2
— e — < — = —
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Desse modo, podemos reescrever a aproximagdo da seguinte maneira:

10 2 0 2
Z—§+§+3—3+3—4+C2.

De certa forma, parece que nossa aproximacdo estd dominada pela série ), To-

o —
n=1 32n°
mando isso como uma afirmagdo, vamos testar a sua validade. Veja que esta progressdo geométrica

possui razdo igual a

2
_ 32(n+1) _ 1
=TS T3
ﬁ
Posto isto,
2
Z ﬁ = 1 (2.13)
n= 1 - ?
2
s 2 1
9
=2 ="=_ 2.14
8 8 4 ( )
9
Portanto,
1_0+2+0+2+0+2+
4 31732 33 3435 36
Equivalentemente,

1
1 (0,020202- - - )3
Proposicao 2.1.1 Os elementos do conjunto de Cantor Triadico possuem expansdo terndria uti-

lizando somente os algarismos 0 e 2. Ou seja,

(o]
Co = tEI;t:Ztn‘B_", comt,=0out, =2

n=1

Demonstracd@o. Retomemos por ora os passos iniciais da construcdo do conjunto de Cantor.
12 .
Observe que se ¢ € (5’ 5), entdo devemos ter que na base terndria t = (0,#1t2t3- -1, - - - )3, com

t1 = 1. Desse modo, os pontos ¢ retirados no primeiro passo da construcao de Co, tem a forma
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1
t = (0, 1t2t3t4 - - - )3, com excegdo de 3= (0,1)3. Explicitemos os extremos que permanecem:

- (0)3 1=

=(0,2)3 1 =(1)s.

1
Observe que 3= (0,1)3 e 1 = (1)3 podem ser reescritos utilizando a nossa convencio. De

imediato, temos que

1
§=(0,1)3=(0,0222---)3 1=(1);=(0,222---)s.
. - . 12 78
No segundo passo, omitimos na constru¢do os intervalos ) e 99/ Observe que

os pontos ¢ retirados no segundo passo da construgdo de C, tem a forma ¢t = (0,01#324 - - - )3 ou
1 7
t = (0,21t3t4 - - - )3, exceto os pontos de 5= (0,01)3 e 9= (0,21)3. Explicitemos os extremos que

permanecem agora com a COHVGDQQO:

1 2
0=(0); 5= (0,00222---)3 9= (0,02);
1 2 7
—=(0,0222--)3 2 =(0,2)3 Z =(0,20222- )5
3 3 9
8
5 = (0.22); 1=(0,222-).

A duzi lui . 1 1 2 7 8\ (19 20 25 26
o se produzir C3, excluiremos os intervalos FERET) e 3\ e FEREEH R

Tais intervalos contém nimeros na forma (0,001#425 - - - )3, (0,021¢t475 - - - )3, (0,20124¢5- - - )3 ou
(0,221t4t5 - - - )3. Todos os nimeros naquelas formas serdo excluidos em Cz, em excec¢do dos
pontos de 3% = (0,001)3, % =(0,021)3, % =(0,201)3 e i—g =(0,221)3.

Recursivamente, podemos concluir que os elementos que permanecem apds as retiradas
dos ter¢cos médios podem ser escritos utilizando somente os algarismos 0 e 2 na expansao terndria.
Mas também, € possivel apontar outros elementos do Cantor Terndrio que ndo extremidade de
intervalo, como por exemplo o 411' que possui expansao terndria utilizando somente os algarismos

0 e 2. De modo geral, € verificado que se t € C,, entdo sua expansao ternaria t = (0,¢11t3 - - -)

configura-se utilizando apenas os algarismos 0 e 2, afinal até aqueles que possuem o algarismo 1 na



38

sua configuracdo podem ser reescritos utilizando a relag¢do (0,---#,1---)3 = (0,---1,0222- - -)3.

2.1.2 Nocoes topoldgicas do conjunto de Cantor Triadico

Ap6s introduzirmos o conjunto de Cantor Triddico, vejamos algumas propriedades naturais
deste curioso conjunto. Veremos por exemplo que uma das caracteristicas deste conjunto € ser
Perfeito, ou seja, um conjunto no qual todo ponto € ponto de acumulag¢do de pontos do conjunto.
Além disso € um conjunto compacto (fechado em R) e totalmente desconexo (que em R significa
ter interior vazio). Veremos mais adiante que conjuntos deste tipo sdo mais gerais do que apenas

subconjuntos da reta, podem existir em outros espagos.
Proposicao 2.1.2 O conjunto C, é um conjunto fechado.

Demonstracdo. Seja {I,},cn a familia dos intervalos abertos retirados durante a construg¢ao de
C,. Desse modo, de imediato é verdade que U I, trata-se de um conjunto aberto. Por outro lado,

neN
C

seu complementar deve ser um conjunto fechado, isto €, U L,| =[0,1]- U I,, € um conjunto
neN neN
fechado. Uma vez compreendido que C, s@o os pontos de [0, 1] que restam ao se retirar os pontos

de U I,,. Temos que
neN

C
Coo = Uln ﬂ[o,l].

neN

Mas isso significa que C € a intersec@o de dois conjuntos fechados. Logo, C, também &

um conjunto fechado.
]
De imediato, podemos conceber como consequéncia da Proposi¢do 2.1.2 a seguinte pro-

posicao.

Proposicao 2.1.3 O conjunto Cy é um conjunto compacto.
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Demonstracdo. Uma vez compreendido que Co, estd contido em I = [0, 1] que € limitado, segue-se
que C também o é. Portanto, pela Proposi¢cao 2.1.2 temos que C,, € fechado e limitado. Logo,

Cs € um conjunto compacto.

Proposicao 2.1.4 O conjunto de Cantor Terndrio é um conjunto ndo enumerdvel.

Demonstracdo. Suponhamos que Co seja enumerdvel. Desse modo, seus elementos podem ser

organizados em lista, consideremos da seguinte maneira:

Co = {c1,¢2,¢3,- -+ }.

Uma vez retirado o terco médio inicial, temos que c¢; deve pertencer a [O, %] ou a [%, 1].
Escolheremos o intervalo dos dois que ndo contenha ¢y, ao escolhido chamaremos de [d},e;]. Ao
passo que a construcdo de C, continua, fagamos a mesma andlise. Omitiremos da constru¢ao o
terco médio de [d, e;] e ficamos com [x1,x2] U [x3,x4]. Escolheremos agora [x1,x2] ou [x3, x4]

que ndo contenha c;, ao escolhido chamaremos de [d>, e3].

Aplicado o método anterior ao passo indutivo, facamos a seguinte interpretagdo. Todos

os intervalos [d,, e, ]| sdo ndo vazios, fechados e decrescentemente encaixados. Desse modo, pelo

Teorema dos Intervalos Encaixados, deve existir ¢ € [0, 1] tal que ¢ € ﬂ[dn, en]. Inclusive,

n=1
oo

observe que ndo existe outro ¢’ € [0,1] tal que ¢’ € ﬂ[dn, e,]. Pois, caso contrario, tomando

n=1
n € N suficientemente grande resultaria que

1
lc = | < |lep—dy| = F — 0.
Ademais, obtemos que ¢ € Co. Uma vez que da andlise anterior Vn € N ¢ € [d,, e,] € C,

e por (2.3), temos Co, = ()., C,.. Por outro lado, a maneira que construimos, ¢ # a, para qualquer

n € N, afinal se existisse i € N tal que ¢ = q;, entdo ¢ ¢ [d;, ¢;].

Portanto, estamos diante de uma contradi¢do! Afinal, encontramos ¢ € Cy tal que para
todon € N, ¢ # a,. Isso posto, nos permite concluir que o conjunto de Cantor Terndrio nao é

enumeravel.
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A luz da nossa construgio de C.,, obtemos que este conjunto era “apenas” uma poeira de I =
[0, 1]. De certa maneira, ao se referir como poeira o conjunto resultante do processo de constru¢ao
do conjunto de Cantor, € possivel vislumbrar a seguinte propriedade que apresentaremos. Afinal,
trata-se justamente da topologia desta poeira de Cantor, isto €, da ndo existéncia de intervalos em

Cw - mais precisamente, do conjunto de Cantor Terndrio possuir interior vazio.
Proposicao 2.1.5 O conjunto de Cantor Terndrio possui interior vazio, isto é, CS = (.

Demonstracdo. Para provar que CZ = 0 suponhamos o contrdrio vislumbrando um absurdo.
Desse modo, suponhamos que C2 # 0 e seja x € C2,. Isso posto, nos permite avaliar que existe
uma vizinhancga aberta de x de raio 6 > 0 contida em Cy, isto é, (x — 9, x + ¢) C Cw.

Assim, por (2.3), (x = 8,x + ) C ﬂ C,. Logo, (x —d,x + ) c C, para todo n € N.

n=1
Uma vez compreendido que C, € definido pela unido de 2" intervalos fechados e disjuntos os quais

1
medem TR devemos ter que (x — J, x + 9) estd contido em um dos subintervalos de C,. Como para

1 1
n € N suficientemente grande e — 0, entdo deve existir ng € N tal que I < 0. Mas observe

que, (x — d,x + §) mede 26. Como 26 > § > , temos que (x — J,x + ¢) é maior que C,,. Logo,

3o
(x=9,x+06) ¢ Cy,. Mas isso contradiz (x — 6, x + ) C C, paratodo n € N consequéncia imediata

da suposi¢do. Por fim, CZ, = 0.
]

Ou resultado interessante, € que se C € uma poeira do que outrora foi /, o complementar
de C em I preenche completamente /. Isto é, configura-se a alta mistura, a densidade de C$ em

I.
Proposicao 2.1.6 O conjunto complementar de Cy, é denso em I = [0, 1].
Demonstracdo. Para garantir a densidade de C, em I = [0, 1] mostraremos que C_OCo =[0,1]. O

conjunto complementar de C, € a unido dos tercos médios sem suas extremidades, no momento

que tomamos o fecho desta unidio estamos adicionando as bordas. Em sintese, CS, = I — C?,. Mas
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pela Proposicao 2.1.5, CZ = 0. Assim,
cC ==1[0,1].

Ou seja, C_OCO = [0, 1]. E portanto, CS é denso em I = [0, 1].

Proposicao 2.1.7 O conjunto de Cantor Terndrio possui medida nula.

Demonstracd@o. Retomemos a construcdo do n-ésimo passo do conjunto de Cantor. Vimos que
neste passo, C,, seria definido pela unido de 2" intervalos fechados e disjuntos. Nao somente, mas
também vale ressaltar que os intervalos de C, medem 1/3” cada um. Além disso, é dirrg:to da
constru¢do também que C,, C C,. Isso posto, dado &£ > 0, tomemos n € N tal que (g) < e.

Desse modo, existird uma cobertura enumeravel de C., por intervalos abertos J; O Cj 0s quais

k

2

medem (3) . Ouseja, Coo C U J, tal que Z |J,| < . Afinal, quando n — oo.
neN neN

NLEDY (%) 0.

n—oo n—oo

O conjunto de Cantor Terndrio possui medida nula!. ]

Desse modo, a partir das Proposi¢des anteriores e, essencialmente de 2.1.2 ¢ 2.1.5, podemos
remodelar topologicamente a descri¢cao do conjunto de Cantor Triddico apresentada na Definicao
2.1.1. Afinal, relembremos que: um conjunto € totalmente desconexo se ndo contiver nenhum
intervalo; e um conjunto € perfeito se cada ponto dele for ponto de acumulac@o ou ponto limite de
outros pontos no conjunto. Em vista disso, o conjunto de Cantor Triddico também € totalmente

desconexo e subconjunto perfeito de 1.

Além disso, nosso conjunto possui mais uma caracteristica interessantissima a qual deixa-

1
mos ao final. Observe que se olharmos por ora somente para o intervalo [O, 3 da construcao de
Cw. A partir de um zoom aumentado 3 vezes, poderiamos enxergar I novamente. Mais precisa-

1
mente, a partir da ampliacdo f(x) = 3x aplicada em [O, §] podemos obter I = [0, 1] novamente.

Ver p. 48-49 de [15].
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Mas imagine que esse "zoom" continue até a constru¢do de C,. Assim, a partir da ampliacdo

f"(x) = 3"x em qualquer um dos 2" intervalos obteriamos novamente / = [0, 1].



CAPITULO 3

INTRODUCAO A DINAMICA
UNIDIMENSIONAL

3.1 Definindo a dinamica

Afinal, o que € a Dindmica? E um sistema dinamico? Usam-se estas concep¢des em
vérios contextos, € provavelmente o contexto dos estudos da Fisica seja o mais recorrente. No
entanto, do ponto de vista matemdtico, a dindmica pode descrever as iteracdes de uma aplicacao
definida em um conjunto e suas consequéncias no comportamento futuro de cada ponto do conjunto
fixado. Ulteriormente breve estabeleceremos as definicoes de Dinamica, que descreve formalmente
os itens expressados acima. Evocaremos, alguns exemplos tipicos, como a dindmica da familia
quadrética F,(x) = ux(1-x), aplicada no intervalo [0, 1], exemplo este que se torna de importancia
significativa para o nosso estudo principalmente quando discutirmos F,, também aplicada no

conjunto de Cantor. Mas, o que € um sistema dindmico?

43
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3.1.1 Um sistema dinamico

Argumentaremos o desenvolvimento de nossa conceituagdo a partir da teoria dos siste-
mas dindmicos de tempo discreto. Ademais, um sistema dindmico € sobretudo uma aplicacdo

essencialmente caracterizada por uma recursiva transformagao em seu dominio.

Considere uma fungdo f : A — A,onde A C Re f € continua em A ou até mesmo continua

em A menos uma quantidade enumerdvel de pontos.

A partir da aplicacdo procuramos estudar a evolucao de f pelo viés das iteracoes.

Definicao 3.1.1 O iterado é a composicdo recursiva de f, i.e o n-ésimo iterado de um ponto
Xo € A é obtido por

f" N (x0) = f o f"(x0) = f" o flx0), n €N. (3.1

E importante observar que f° := Id, sendo 1d a aplicagdo identidade.

Podemos reanalisar a relacao das composi¢des em (3.1) analogamente do seguinte modo:

Xn+1 == f(xn)»

no qual f € a transformagao cujo dominio e contradominio sdo 0 mesmo conjunto A e a sequéncia

X, € A bem define-se Vn € N uma vez escolhido xo € A qualquer.

Exemplo 3.1.1 Considere a aplicacdo recursiva da transformagao In(x), dado o ponto inicial x,

calculamos a sequéncia dos iterados

xo = x, x1 = In(x), x3 = In(In(x)), x3 = In(In(In(x))), ---

Ao se repetir tal processo tdo recursivamente quanto se queira o estudo da dinamica finalmente

torna-se mais interessante.

Continuando as defini¢des bdsicas, tem-se que

Xman = " = f™ o f", para quaisquer m, n € N U {0}. (3.2)
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Além disso, quando f é invertivel, podemos definir £~ := (f~!)" para cada n € N. Desta

forma, generaliza-se a identidade em (3.2), a qual € satisfeita para quaisquer m, n € Z.
Definicao 3.1.2 Um sistema dindmico unidimensional é a terna (f, A, o) e suas propriedades.

Podemos também considerar um sistema dindmico unidimensional em C, com f : C — C,
uma func¢ao de uma varidvel complexa ou mais geralmente considerar f definida no que chamamos
de variedade de dimensao topoldgicaum. Em tdltima instancia, estudar a dindmica de uma aplicag¢ao
em uma variedade € analisar o que acontece com o futuro e o passado (caso a funcao seja inversivel)

de todos os pontos ou da maioria dos pontos (do ponto de vista topoldgico e/ou métrico).

A partir daqui interpretaremos "fdo recursivamente quanto se queira” do mesmo modo
que compreendemos iterar ad infinitum, isto €, consideramos o estudo do comportamento futuro

das iteracdes. Sobretudo tal ponto compreende

o estudo do comportamento final ou assintético de um processo de iteragoes.
[-- -1 Se o processo € discreto tal como as iteragdes de uma funcio, entdo a teoria espera
compreender o comportamento final dos pontos x, f(x), f2(x), ---, f™(x) quando n
cresce. Isto é, sistemas dindmicos questionam: para onde os pontos vdo e o que fazem
quando chegam 14? (Devaney, p. 17, 2003)

Introduzidos aos comportamentos dos pontos dos sistemas e a evolucdo dos iterados,
podemos definir por ora os conjuntos Orbita e por conseguinte os conjuntos dos pontos periddicos

e dos pontos fixos.

3.1.2 Conjuntos: das orbitas, dos pontos periédicos e dos pontos fixos

Definicao 3.1.3 Conhecendo os pontos iterados f"(x), com n € Z., define-se a orbita futura ou

também chamada de semi-6rbita positiva a qual denotaremos por O™ [ x]:

O*[x] = {f"(x);n € Z4}.

Se f(x) também é invertivel, podemos definir a 6rbita passada ou semi-6rbita negativa, O~ [x] que

¢ o conjunto dos pontos f~"(x), n € Z,.:

O~ [x]={f""(x);n € Z}.
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bem compreende-se assim que a Orbita completa O[x], como o conjunto dos pontos f"(x), n € Z:

O[x]:= O [x] U O7[x] = {f"(x);n € Z}.

Observacao 3.1.1 Depreende-se que nem sempre serd possivel discutir a orbita completa de
algumas funcoes, haja visto a exigéncia da bijecdo para se ter a inversa. Isso posto, comumente
refere-se as orbitas futuras - nesse contexto, as unicas orbitas possiveis de se definir - das funcoes

ndo inversiveis, simplesmente como orbitas.

Além disso, vale frisar que compreendemos que tais conjuntos Orbitas correspondem ao
itinerdrio de um determinado ponto inicial ao longo de uma aplicagdo f. Verifica-se que a bijecao
de uma aplicacdo é um fator relevante no estudo da dindmica desta aplicacdo. Retornaremos
recorrentemente as fungdes bijetivas e continuas no desenvolvimento deste trabalho, por isso

faz-se necessdrio tratar desde ja tais fungdes da seguinte maneira.

Definiciio 3.1.4 Uma fungdo f diz-se um homeomorfismo se: f ébijetiva; e f e f~! sdo continuas.

Exemplo 3.1.2 Considere a aplicacdo f : [0,00) — [0,00) definida por f(x) = x%, de fato f é

homeomorfismo. pois:

i) bijetividade: x1 > x, & x% > Xy - x| > x% S f(x1) > f(x2) .. f é injetiva.

ce[0,0)20<ce0-c=0<c?=f(c) .. f(c) €[0,0),Yc € [0,00) ... fésobrejetiva.

ii) continuidade: f(x) = x*e f~'(x) = \x sdo continuas em [0, o).

Exemplo 3.1.3 Retomando o Exemplo 3.1.2 considere o ponto xy = % = 0.5. Veja que

x1 = f(x0) = x} = % =0.25

X = f2(xo) = (xg)2 = xt = %6 - 0.625

x5 = f3(x0) = ((xg)z) =x8 = %6 ~ 0.0039
X = fM(x0) = 32" = 2% n € N U {0}
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Assim, recursivamente calculando os iterados de xo = 0.5 em [ quando n cresce obtemos

a semiorbita positiva deste xy, veja

1
0*[0.5] = {f"(0.5);n e NU O} = {0.5,0.25,0.625,0.()039,- SRETTI } (3.3)

Analogamente,

FNxo) = Vxo = 0.707
F2(x0) = \J¥x0 = 0.84

F3(x) = \/,/\/x_o =0.917

1
S x0) =

Determinemos a semiorbita negativa de xy = 0.5,

1
07[0.5] = {f™(0.5);n e NU 0} = {0.5,0.70,0.84,0.91,- g } . (3.4)

A partir das semiorbitas obtidas em 3.3 e 3.4 conseguimos expressar o conjunto 0O[0.5],

1 1
0[0.5] = {£"(0.5);n € Z} = { — ,0.84,0.70,0.5,0.25,0.625,--~27,--} (3.5)

b 22—}1 H

Exemplo 3.1.4 Considere a mesma funcdo definida no Exemplo 3.1.2, observe que se xo = 1,

entao

1=1=f1)=fA()=,0)=-=f")
1=Vi=f')=f21)==f")

Concluimos que

O[1] = 0*[1]UO[1] = {1} U {1} = {1}.

Observacao 3.1.2 Gostariamos de salientar a seguinte questdo acerca dos exemplo anteriores.
Quais seriam os itinerdrios, as orbitas positiva e negativa de xy = 0.5 e xo = 1 ao se iterar ad

infinitum? Retomaremos esta questdo futuramente.
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Exemplo 3.1.5 Considere a aplicacdo g no S', definida por g(0) = 20. E ficil concluir que
0[0] = {0}, afinal f"(0) = 2" ¢ 2" - 0 = 0, para qualquer n.

Os Exemplos 3.1.4 e 3.1.5 nos motivam as seguintes defini¢des as quais sdo imprescindiveis

ao estudo da teoria dos sistemas dinAmicos .

Definicao 3.1.5 O ponto x é um ponto fixo para uma aplicacdo f se f(x) = x. Denotaremos o

conjunto dos pontos fixos de uma aplicacdo f por Fix(f).

Proposicao 3.1.1 Sejam f: X — X e x € X. Se O[x] = {x}, entdo x é ponto fixo de f

Demonstragdo. Pela Defini¢do 3.1.3, devemos ter sem perda de generalidade que

{x, fO) 2, f7(x) -+ ) = {x)

Mas se tais conjuntos s@o iguais, entdo x = f"(x) para todo n. E, particularmente, valerd que

f(x) = x. Portanto, x é ponto fixo de f.

Definicao 3.1.6 O ponto x é um ponto periodico de periodo p, se fP(x) = x. Mais precisamente,
diz-se que x é ponto de periodo p se p é o menor inteiro positivo tal que fP(x) = x. Denotaremos

o conjunto dos pontos periédicos de uma aplicagdo f por Per,(f). Observe que Pery, C Per),.

Se x é um ponto periddico de periodo p, entdo a sua 6rbita completa ciclos, repeti¢des, a
cada p iteracOes da aplicacdo. Analisando como conjunto, a drbita de um ponto periédico x de

periodo p é um conjunto finito {x, f(x), f2(x),-- -, fP~1(x)}.

Definicao 3.1.7 Seja f : A — A uma fungdo. Um conjunto B C A é invariante pela f se

f(B) C B.

Observacio 3.1.3 E vdlido compreender claramente que a orbita periédica é o conjunto de todos

os iterados de um determinado ponto periodico.
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Esta discussao inicial sobre itinerdrios e periodicidade passa a ser mais interessante quando
pensamos na quantidade de pontos fixos, para onde irdo os pontos de uma vizinhanga de tal ponto
fixo, ou ainda o que a ordem de periodicidade é capaz de resultar. Por exemplo, a identidade
Id(x) = x em R possui todo o seu dominio fixado, i.e, Fix(Id) = R, no entanto se pensarmos na

funcdo f(x) = —x, esta fixa apenas a origem, afinal —x = x apenas se x = 0.

Analisando ainda f(x) = —x, observe que

f)=x, f2(0) = =(=x) = x, 1 (x) = =(x) = =x, -+, f"(x) = (=1)"x.

Depreendemos assim que todos os pontos ndo nulos sio de periodo 2 e que Per,(f) = R,
afinal sem perda de generalidade ao passo que n € par a proxima iteragdo n + 1 de x retorna ao
iterado n — 1, isto €, retorna ao —x. Se iterarmos x = 1 ao longo de f(x) = —x, observaremos
que O[1] = {1,-1,1,—1,--- }. Veja que se iterarmos xo € R* ao longo de f(x) = —x, concluimos
que a orbita de xg € O[xo] = {x0, —x0, X0, —X0, - - - }. Tal processo pode ser analisado pelo seguinte

gréfico:

Figura 3.1: Itinerario de xp = 4 ao longo de f(x) = —x.

E aqui nos deparamos pela primeira vez com o diagrama das iteracoes em teias, que
sdo essencialmente caminhos (no caso, em lilds) de poligonais perpendiculares. O processo
da conducdo do diagrama consiste sobretudo no espelhamento recursivo que segue os seguintes
passos: toma-se um ponto xo no dominio; projeta-se este ponto xy na aplicacdo, construindo o
segmento de x( até sua projecdo em f, isto é, esse passo reflete a busca do x; = f(xgp); projeta-se
x1 perpendicularmente ao segmento anterior em /d, construindo um segmento paralelo ao eixo
x; note que a projecdo de x; em Id € justamente o préprio x; no dominio de f; agora basta

repetir para x; em Id o que fizemos para xp, isto resultard no encontro de x, = f2(xg) = f(x1).
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Repetindo o processo tanto quanto se queira estaremos construindo um diagrama que denotard
geometricamente o itinerdrio de xp ao longo de f. No nosso exemplo, do fato de todo x # O ser

de periodo 2 para f(x) = —x, obtemos poligonais quadradas.

Exemplo 3.1.6 A aplicacio f(x) = x? possui 0 e 1 como pontos fixos. Veja que

P=xox(x-1)=0. (3.6)

E a equagdo (3.6) s6 é verdadeira para x = 0 e x = 1. Vejamos o grdfico

0z o4
(0,0)
02

Figura 3.2: Pontos fixos de f(x) = x?.

Exemplo 3.1.7 A aplicacdo f : R — R dada por f(x) = x> possui trés pontos fixos. Afinal,

Pexoxx*-D)=x(x-1)x+1)=0. (3.7)

E a equacgdo (3.7) so é verdadeira para x = —1, x = 0 e x = 1. Vejamos no seguinte

grdfico.

Exemplo 3.1.8 Encontremos os pontos fixos da aplicagdo Qq(x) = x> —a, com a € Z... Facamos

2
1 1
2— = 2— = - — = -
X —a=xex —x aH(x 2) a+4. (3.8)
E assim do obtido em (3.8), temos
1 4da+1 1 1 1
x-ii 7 —Eiz 4a+1—§(li\/4a+l).
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02
(0,0)|

(1,1

Id

fla) =2

Figura 3.3: Pontos fixos de f(x) = x3.

Desta forma, obtemos os dois pontos fixos de Q.(x) = x> — a, os quais sdo

1
x=§(11V4a+1).

Exemplo 3.1.9 Se a = 1, teriamos Q1(x) = x> — 1. Observe que o grdfico de Q1 seria intersectado

1+V5

por 1d nos pontos x = , aproximadamente x = —0.62 e x = 1.62. Ou seja, x = —0.62 e

x = 1.62 sdo os pontos fixos de Q1(x).

(162,1.62)

(-0.62,-0.62)

Figura 3.4: Pontos fixos de Q(x) = x> — 1.

Considerando ainda andlise sobre os pontos aplicados em Q. Observe que os iterados
de 0 e —1 geram Orbitas periddicas. Analisemos inicialmente x = 0, note que Q;(0) = -1,
0 (01(0)) = 0, e assim recursivamente encontramos que Q%”_l(O) =-le Q%”(O) = 0 para
todo n € N U {0}. Vejamos agora x = —1, note que Q;(-1) = 0, 0 (Q1(~1)) = —1 e assim
recursivamente encontramos que Q3"'(—=1) = 0 e 07*(—1) = —1 para todo n € N U {0}. Ou
seja, estamos diante de dois pontos de periodo 2 para Q1, cujas 6rbitas tem somente 0S mesmos

elementos de {0,—1}.
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Desta vez, testemos outro ponto. Seja este o x = 1, vejamos o que ocorre ao longo de

0:1(x) =x>-1.

x=1,01(1)=0, Q{(1)=-1, Qi(1) =0, Q](1) = -1, 0}(1) =0, --

Observe que x = 1 € "quase" periddico. Na verdade, sua Orbita culmina nas Orbitas dos

periddicos O e —1.

Vejamos no diagrama de teias o itinerdrio de x = 1 no seguinte gréifico:

Figura 3.5: Itinerarios de x = 1 sobre Q;(x) = x> — 1.

Como x = 1 nao é periédico, o fato das semidrbitas positivas O*[0] e O*[—1] sobre
Q1(x) estarem contidas em O*[1] nos sugestionam que x = 1 é um ponto que eventualmente
seria periddico - afinal, a partir do segundo iterado x = 1 segue o itinerario de x = 0, isto &,

Q’f“(l) = Q'(0). Precisamos definir este comportamento formalmente.

Definiciio 3.1.8 Se x ndo é um ponto periédico, no entanto exista m > 0 tal que f"*(x) = f*(x)
para todo k > m, entdo x é eventualmente periédico de periodo n. Isto é, f*(x) é periédico para

k > m, e particularmente, se f"*1(x) = f"(x) temos que x é pré-fixo.

Desse modo, pela Defini¢do 3.1.8, x = 1 é um ponto pré-periddico para Q;(x), uma vez

que 07(1) = 01(0).

Observacao 3.1.4 Vale ressaltar que se a aplicacdo f for um homeomorfismo, entdo para se

manter a sua bijecdo ndo devera existir pontos eventualmente periodicos’.

Ver p.19 [7].
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Tratemos a seguir um exemplo mais elaborado.

Exemplo 3.1.10 Seja S! o circulo unitdrio no plano. Seja g(0) = af, com 0 € S' e a € N. Dizer
que 0 € S' nos permite escrever 8 = 0 + 2kn, para k € Z,. Note também que g"(0) = a"6,

VO € S'. No entanto, se  é um ponto periédico de periodo n, devemos ter que
g"(0)=d"0=0=0+2kmn, (3.9

para algum inteiro k.
Mas observemos que de (3.9), é possivel concluir que

2km 0(a"* - 1)
9 = k = .
a®—1 ¢ 2r

(3.10)

Por ora, analisemos o seguinte, como 0 < 0 < 2n, entdo 0 < a0 < 2na". Utilizando a
primeira desigualdade, obtemos 0 < a"0 — 0 < 2na" — 2n. Dividindo a ultima desigualdade por

2n, obtemos 0 < k < a" — 1. Do fato de a € N, temos que a > 1. Desse modo de (3.10),

0-a" = N (3.11)

a}’L

Fixado k, ao se fazer n — oo em (3.11), concluimos que 6 - a* = k2n. Mas lembre que

2km
a"—1
0 < k < d"inteiro. Mas ndo somente, uma vez que se 0 é ponto periodico de periodo n para g,

0 pode ser 2n. Logo, k também pode ser a". E isto nos permite concluir que 0 = para

entdo os elementos de Per,(g) sdo as a" — 1 raizes de 2n.

3.1.3 Conjuntos limite

Definicao 3.1.9 Sejam X um espaco métrico e f : X — X um sistema dinamico. Dado x € X
definimos o conjunto w-limite de x como o conjuntos dos pontos { lim f"(x);x € X } e denotamos
n—0oo

por wrlx], e quando ndo houver ambiguidade, simplesmente por w(x]. Vale ressaltar a seguinte
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definicdo equivalente.

wrlx] = {nli_)rglof"(x);x € X} (3.12)
= ﬂ {(Fm(x);m > n}. (3.13)
neN

Observacao 3.1.5 Se X é um compacto, é verdade que buscar w¢[xo] é procurar onde os pontos
xo € X estdo se acumulando. No entanto, se pegarmos por exemplo X = R é possivel que
w[x] = 0. Tome f : R — R dada por f(x) = x + 1. Desse modo, f"(x) = x + n e nesse caso, de

fato, wy[xo] = 0 para todo xo € R.

Definicao 3.1.10 Seja f : X — X um sistema dindmico inversivel. Dado x € X definimos o
conjunto a-limite de x como o conjuntos dos pontos { lim f™(x);x € X } e denotamos por ay|x],
n—oo

e quando ndo houver ambiguidade, simplesmente por a[x]. Vale ressaltar a seguinte definicdo

equivalente.
aylx] = {nh_)m f(x);x € X} (3.14)
= ﬂ {(F(x):m > n}. (3.15)
neN

Definicao 3.1.11 Sejam f : X — X um sistema dinamico e p um ponto periodico de f de periodo
n. Um ponto x é dito w-limite assintoticamente se klim F*(x) = p. O conjunto de todos os pontos
—00

x € X tais que klim F*(x) = p é chamado de conjunto estavel, e o denotaremos por W*(p).

Definicao 3.1.12 Sejam f : X — X um sistema dinamico inversivel e p um ponto periodico de
f de periodo n. Um ponto é dito a-limite assintoticamente se klim f¥(x) = p. O conjunto de
——00

todos os pontos p € X tais que klim f kn (x) = p € chamado de conjunto instavel, e o denotaremos
——00

por W4(p).

Observacao 3.1.6 Se p ndo é periddico, facamos uma adaptacdo as duas iltimas definigoes

adicionando a seguinte exigéncia, se

k— oo = |ff(x) - A p)l =0,
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entdo p é w-limite assintoticamente. Agora se
k— -0 = [ff(x) = A ()l = 0,
entdo p é a-limite assintoticamente

Exemplo 3.1.11 Retomemos o Exemplo 3.1.9. O ponto x = 1 é eventualmente periodico, e
culmina a orbita dos periodicos x = —1 (na primeira iteracdo) e x = 0 (na segunda iteracdo). E

assim, segue diretamente que 1 € W(—1) e 1 € W9(0).

Exemplo 3.1.12 Retomemos o Exemplo 3.1.7. Uma vez compreendido que —1, 0 e 1 sd@o os pontos
fixos de f(x) = x3, podemos interpretar que W*(0) = (=1,1), W*(-=1) = {x e R;x < -1} e

WH(-1) = {x € R;x > 1}. Vejamos isso com os seguintes diagramas de teias.

]ll (-11-1)

fa)=4?

-2

Figura 3.6: Diagrama que esboca o conjunto estdvel de 0.

Veja que da Figura 3.6, de fato os x tais f"(x) = 0 quando n — oo sdo —1 < x < 1,

confirmando que W*(0) = {x e R;—1 < x < 1}.

Veja que da Figura 3.7, de fato os x tais f"(x) = —1 quando n — —co sdo x < —1 e os
x tais f"(x) = 1 quando n — —oo sdo x > 1. Confirmando que W*(—1) = {x e R;x < -1} e

WH(1) ={x e R;x > 1}.

Notem do exemplo anterior, que existem alguns pontos que se aproximam (ou se afastam)
mais rdpido. Mas isto j4 nos permite vislumbrar, antecipar, alguma relacdo com a derivada.

Compreenderemos esta no¢ao no capitulo seguinte, trata-se da hiperbolicidade.
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1d .

Figura 3.7: Diagrama que esbog¢a os conjuntos instdveis de -1 e 1.

45
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CAPITULO 4

HIPERBOLICIDADE

Argumentaremos nesta secao a construcao da atragdo e repulsao de pontos a luz da derivada
do sistema dinamico e a esta grandeza chamaremos hiperbolicidade e aos pontos nessa natureza de
pontos hiperbdlicos. A priori discutiremos algumas aplicacdes de suma importancia para o desen-
volvimento e boa compreensdo do nosso estudo para bem introduzir a no¢ao da hiperbolicidade.

E uma dessas ¢ a dinAmica sobre o circulo unitrio S que veremos a seguir.

4.1 Dinamica no Circulo

O circulo unitério centrado na origem € visto no Ensino Médio como o conjunto
St = {(x,y) e R?: x> + y* = 1},

0 ja bem conhecido subconjunto de R2. Aqui veremos S' como um intervalo. Para isso, ao invés
do espago R? consideraremos o circulo como um subconjunto do plano complexo C, ou seja, os

nimeros complexos z € C tais que |z| = 1. Definamos IT : (R, +) — (C*,X) como

H(X) — eZﬂ'ix

57
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desse modo, condicionamos a apresentagio de S! sendo subconjunto de C. Observe diretamente

que estamos definindo um homomorfismo, afinal

H(X + y) — e27ri(x+y) — eZm’x . eZm'y

= I1(x) - H(y).

Além disso, compreenda que estamos diante de uma aplicacdo que nao € injetiva, pois se
x € Z, sempre ocorre que I[1(x) = 1. Logo, IT ndo é um isomorfismo. No entanto, para fazer a
identificacdo de algo em C com um intervalo, tal como estamos construindo para reapresentar S'
precisaremos ter a bijetividade para se concluir o isomorfismo. Mas, para isso deveremos buscar
restricoes no dominio de I1. A priori, € direto concluir que o nicleo de I1 é Z - mas, gostariamos
que Ker(IT) = {0}. Por outro lado, se considerarmos Il|j,,+1), com n € Z, temos assim que
Ker (1'[|[n,n+ 1)) = {0}. Portanto, II|j ) € um homomorfismo que possui a injetividade. Dada tal
construgdo, seja 7 : [0,1) = ' ¢ C, com 7 = IT|o,1). J4 sabemos que 7(x), com x € [0, 1), possui
a injetividade, mas ndo somente, afinal T possui também a sobrejetividade - uma vez que existe
um tnico 77(z) = x € [0, 1) paratodo z € S'. Por fim, concluimos a bijecio do homomorfismo 7,

depreende-se que [0,1) e S! sdo isomorfos. Mas também, é verdade que IT/Ker(IT) = I1/Z = S'.

Ademais, embora reapresentemos S! como o intervalo [0, 1), compreendemos que para o
desenvolvimento da teoria serd mais conveniente considerar S' "isomorfo" ao intervalo unitdrio
I = [0, 1]. Mas para isso, exigiremos a compreensao para termos os pontos "0" e "1" identificados,
isto €, "0=1", para assim mantermos a injetividade do isomorfismo. Formalmente, a identificacdo
se trata de fato da seguinte igualdade de classes [0] = [1]. Uma representacio do exposto pode ser

encontrada na Figura 4.1.
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[0,1]

Figura 4.1: Identificacdo de [0, 1] com S'.

Uma vez que nossa perspectiva sobre S! nio ¢ a usual, também precisaremos definir uma
distancia conveniente para prosseguirmos o nosso estudo. Afinal, ao identificar O e 1, ndo devemos
ter que a distancia entre eles resulte em 1, mas sim 0. Inclusive, ao medir as distancias, em algum
momento terfamos que escolher entre um arco maior e outro menor. Deste modo, para x,y € S!

vamos considerar a seguinte distancia no circulo:

dgi(x,t) = min{|x — y|,|x =y — 1], |]x =y + 1]}

Usando a distancia definida, obtemos dgi(0, 1) = min{1,2,0} = 0 como queriamos.

Exemplo 4.1.1 Vejamos alguns exemplos sobre dg: :

Lo 2
4. dg %1) = %
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Observemos que ao que parece se operarmos elementos de S' poderiamos obter um outro
fora do mesmo. No entanto, isso seria uma inconveniéncia e para evitd-la consideraremos a no¢ao
de médulo 1 - isto é, os pontos que diferem por um nimero inteiro sdo na verdade o mesmo

elemento do S!.

Exemplo 4.1.2 Para melhor compreensdo, vejamos exemplos:

1. O ponto 1.3 é o mesmo que 0.3, ou que —0.7, ou que 75.3, ou que 0.3 (mod 1), ou que
75.3 (mod 1).

2 37 2
2. m—=——-—=—=— 1).
Vale também 5 553573 (mod 1)

E importante interpretarmos que a distincia dgi se trata de uma métrica. Dada relevancia
da propriedade, exporemos essa no¢gdo como uma proposi¢ao.

Proposicio 4.1.1 A distdncia dgi é uma métrica sobre S'.

Demonstracao.

1. Ja temos dgi(x,y) > 0, por defini¢do de fungdo modular.

2. Se x =y, entdo dgi(x,y) = min{0,1,1} = 0. Por outro lado, se dgi(x,y) = 0, entdo
min{|lx - y|,|x—y—=1],|x—y+1|} =0. Dai,x—y=0,oux—y—-1=0,oux—y+1=0.
No entanto, os dois ultimos casos diferem apenas de um inteiro, isto é, x = ymod1. Desse

modo, vale x = y.

3. Observe que dgi(x,y) = min{|x—y|, |x—y—1|,|x—=y+1|} = min{|y—x/|,|y—x+1|, |y—-x-1|} =
dsl(y,.X)

4. Verificaremos analisando casos, inicialmente tomaremos dgi(x,y) = |x — y| e dgi(y,2) =

|y — z|. Desse modo, ocorrerd que
dgi(x,y) + dsi(y,2) = |[x = y| + [y — zl. (4.1)

Como |[x —y|+|y—z| =2 |(x—y)+(y—2)| = |x—z|. Sedgi(x,z) = |x — z|, entdo estd

feito. Por outro lado, caso contrario, restariam duas possibilidades dgi(x,z) = |[x —z+ 1| ou
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dgi(x,z) = |[x—z—1]. Mas vejaque se dgi(x,z) = |[x—z+1],entdo |x—z| > |x—z+1]|. Assim,
pela desigualdade em (4.1) obtemos a conclusdo. Por fim, caso nenhum dos anteriores seja
o minimo, deve ocorrer que dgi(x,z) < [x —z+ 1] e dgi(x,2) < |x — z[, logo dgi(x,z) =

lx —z—1| < min{|x - z|,|x —z + 1]}.

Segundo caso, se dgi(x,y) = |x —y| e dgi(y,z2) = |y — z + 1|. Desse modo,

dgi(x,y) +dgi(y,2) = [x —y| + |y —z+1]. 4.2)

Como |[x—y|+|y—z+1] 2 |(x—=y)+(y—z+1)| = |[x—z+1]|. Sedqg(x,z) = |[x—z+ 1|, entdo
ja finalizamos. Caso contrdrio, s6 seria possivel dgi(x,z) = |[x —z| ou dgi(x,2) = |[x —z—1|.
Mas veja que se dgi(x,z) = |x —z— 1|, entdo |x —z + 1| > |x — z — 1]. Assim, pela
desigualdade em (4.2) obtemos a conclusdo. Por fim, caso nenhum dos anteriores seja o
minimo, deve ocorrer que dgi(x,z) < |[x —z+ 1| edg(x,2) < |x —z — 1], logo dgi(x,z) =

|x —z] < minf{|x —z—1],|x =z + 1]}

Terceiro caso, se dgi(x,y) = |[x =y + 1| e dgi(y,2) = |y — z + 1|. Desse modo,

dgi(x,y) +dg(y,2) = |[x =y + 1|+ |y —z+1]. 4.3)

Como|x—y+1|+|y—z+1|2|(x—-y+ D)+ —-z+1)|=|x—z+2] > |x—z|+2. Se

dgi(x,z) = |x — z + 1], entdo ja finalizamos. Uma vez que,

x—z+1|<|x—-z|+1 &= |[x—z+1|+1 < |x—2z|+2

Como |x —z+ 1| < |x —z+ 1| + 1, resulta

dg(x,2) =|x—z+1[<|x—z|+2 < [x—y+ 1|+ |y —z+ 1| =da(x,y) + ds(y,2).

Caso contrério dgi(x,z) = |x — z| ou dgi(x,z) = |x — z — 1|. Mas veja que se dgi(x,z) = |x —
z—1]|,entdo |x—z+1| > |x—z—1]|. Assim, pela desigualdade em (4.3) obtemos a conclusio.
Por fim, caso nenhum dos anteriores seja o minimo, deve ocorrer que dgi(x,z) < |x —z + 1|

edgi(x,2) < |x—z—-1|,logodgi(x,2) = |x — z| < min{|lx —z—-1]|,|x —z + 1|}

Os outros seis casos sdo inteiramente andlogos. E por conseguinte, sempre vale a desigual-

dade triangular de dg1 sobre S!.
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Pelo que concluimos anteriormente, estamos diante de fato de uma métrica dgi sobre S'.

Ao concluir que dgi é uma métrica, obtemos que o par (S',dg1) é um espaco métrico.

O que nos possibilita analisar a existéncia de conjuntos abertos ou fechados, de proximidade e

convergéncia de pontos e até de continuidade de aplicacdes em S'.

Exemplo 4.1.3 Analisemos alguns exemplos:

1. O intervalo

2. O intervalo

3. O intervalo

4. O intervalo

5. O intervalo

6. O intervalo

yp,
W —

NSt W —
W —

.p,
W] —

2

iy |
5 B

é aberto em S'.

2
(3
5

é fechado em S.

é aberto em S'.

2
U lg, 1] é fechado em S'.

ndo é aberto nem fechado em S'.

ndo é aberto nem fechado em S'.

7. Vale que [0,1) = (0,1] =[0,1] = S!

8. O circulo unitdrio S' é aberto e fechado.

Observacao 4.1.1 Pelo que argumentamos anteriormente, é aceitdvel dizer também que o circulo

todo € [1,2), [44.3,45.3], (-12,—11], ou ainda [a,a + 1) = (a,a + 1] = [a,a + 1].

4.2 Rotacoes sobre o circulo unitario

Definiciio 4.2.1 Uma rotacdo de S' é uma aplicagdo R, : S' — S' definida na forma R,(x) =

x + a (mod 1), com a € [0,1].
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Observacao 4.2.1 Uma definicdo andloga a dada acima retrata a rotacdo como R,(x) = x +
2na, comx € S' e« € R. Em alguns exemplos serd mais conveniente tratar d iiltima maneira
para se evidenciar com clareza determinadas propriedades investigadas. Note que a identificacdo
de 0 e 1 mantém-se respeitada. Em sintese, apenas reforcamos a compreensdo de que 0 e 1 sdo

identificados também com 2.
Exemplo 4.2.1 Notemos que:

1. Ry(x) = Ri(x) = x é a rotacdo identidade - a qual possui todos os seus pontos sendo fixos.

2. R L R% sao rotagoes de 90° e 270° no sentido hordrio, respectivamente.
Observacao 4.2.2 Ao se iterar R,, obtemos
Ry(x) = x + a (mod 1), R(zy(x) =x +2a (mod 1), Ri(x) =x+3a(modl), ---
E ao passo indutivo, concluimos que

R} (x) = x + na (mod 1) = Rye(x). (4.4)

Logo compreendemos que a dindmica anterior no circulo representa uma rotacao se obser-
varmos que cada elemento se desloca @ ao longo do perimetro do circulo. E importante lembrarmos
que embora estejamos fazendo identificacdes de 0 com 1, visando a perspectiva modular, a rotagao

apresentada também equivale a uma rotacdo de 2« radianos.

O parametro « dirige grande importancia no desenvolvimento da teoria. Desse modo, dado

a € R classificaremos as rotagdes no circulo em consonancia com essa constante.

Definicao 4.2.2 Se a € [0, 1] for um niimero racional, diremos que R, é uma rotacdo racional.

Sendo, uma rotagdo irracional.

Observacao 4.2.3 Ao se classificar a rotagcdo dependendo da natureza de a, depreendemos que a
aplicacdo se comporta de maneiras diferentes dependendo de « ser racional ou ndo, desse modo
podemos também classificar as orbitas dos elementos de S' a partir dos iterados de R,. Vejamos

no seguinte exemplo que culminard em um teorema fundamental.
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Exemplo 4.2.2 Seja R,(x) = x+2na, coma € R. Sea € Q, isto é, se « = p/q comp e q inteiros,
entdo RL(x) = x + 2np = x. O que significaria que todos os pontos do circulo sdo periédicos de

periodo q. Por outro lado, o que ocorre quando « é irracional? Discutiremos os casos a seguir.
Teorema 4.2.1 Todo ponto do circulo tem érbita periodica sob rotagdo racional.

Demonstracdo. Sejam xp um ponto do circulo e @ um nimero racional associado a rota¢ao R,.

Para mostrar que a érbita de x( é periddica, basta achar um natural n tal que R (xp) = xo.

De a € Q, consideremos @ = p/q, sendo p e g inteiros e ¢ ndo nulo. Tomando n = ¢,
temos RZ(xp) = xo + ga (mod 1) e, finalmente, como ga = p é um inteiro, RZ(xp) = x9. Como x

€ um ponto genérico do circulo, todo ponto do circulo tem 6rbita periddica sob rotacio racional.

Observacao 4.2.4 Da conclusdo do Teorema 4.2.1 seria igualmente compativel concluir que todos

os pontos do S' seriam periddicos de periodo q ou ainda que séo fixos para R.
Teorema 4.2.2 Nenhum ponto do circulo tem érbita periodica sob rotacdo irracional.

Demonstracdo. Sejam xy um ponto do circulo e @ um nimero irracional associado a rota¢ao R,.
Por redug@o ao absurdo, suponha que 3n € Z tal que R (xp) = xo sob rotacdo irracional. Como
Rl(x0) = xo + na (mod 1), terfamos na inteiro. Contudo, n € inteiro e @ irracional. Obtemos
assim uma contradi¢do! Portanto, como x € arbitrério, Ax € S lcoma e R- Q tal que sua orbita

seja periddica.
]

As luzes dos teoremas acima, interpretamos sob a natureza da rotacdo R,: todos os pontos
do circulo tem 6rbita periddica se, e somente se, essa rotacao € racional; as rotagdes irracionais

nao permitem periodicidade de nenhum ponto do circulo.

Definido e argumentado questdes sobre a periodicidade de 6rbitas dependendo da racio-
nalidade de @ obtemos algumas consequéncias de grandeza elevada no nosso desenvolvimento.
As propriedades que apresentamos até agora constituem a base para os teoremas que seguem.
Uma dessas € sobre a densidade de drbitas sob rotacdes - mais especificamente sobre a rotagao

irracional. Mas inicialmente daremos uma defini¢do a nocao de um conjunto denso.
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Definicao 4.2.3 Sejam X e Y conjuntos que satisfazem X C Y e munidos da métricad : Y XY — R.
Dizemos que o conjunto X é denso no conjunto Y quando, para todo & > 0ey €Y, existe x € X

tal que d(y, x) < €. Equivalentemente, X CY é denso emY se X =Y.
Teorema 4.2.3 Toda érbita de R, é densa em S' se « é irracional.

Demonstracdo. Seja x € S'. Dados pontos na 6rbita de x, entdo estes sdo distintos, caso contrario

se R'(x) = Rl(x) nds terfamos
R(x) - R(x) =0 & x+ma (mod1)—x—na(mod1l)=(m-n)a(mod1l)=0.

Assim, ocorreria (m — n)a € Z. Todavia, isto significaria que m — n = 0. Como para quaisquer
conjuntos infinitos do S! deve-se existir limitantes. Portanto, paratodo & > 0 existem inteiros ne m
tais que |R”(x)— R (x)| < €. Agora, tomando k = m—n, obtemos R ""(x) = x+(m—n)a(mod1).

Ao se fazer k — 0 sempre ocorrerd que R!'"(x) — x, isto é, |R " (x) — x| < €.

Mas observe que do anterior € possivel concluir que

R™(x) - R((,n_l)k(x) <e&.

th(x) - x’ <e,

RF(x) - ()| <&, -

Como arotagdo R, preserva comprimento, concluimos que ela conecta os arcos R iterados

formando uma cobertura para todo o S'. Particularmente, dizemos que
Ry(x), R2(x), ---, R™(x),- -
x’ a/(x ’ (04 X), B 104 (x )
particionam S! em arcos menores que &. Como vale para & tdo pequeno quanto queiramos.

Concluimos a densidade das drbitas sob rotacdo irracional.

Outra demonstragao complementar pode ser encontrada na pagina 21 do livro [1].

Exemplo 4.2.3 Analisemos um exemplo de densidade sobre uma aplicacdo. Seja f(x) = 2x uma

aplicacdo no S'. Inicialmente, vejamos como a aplicacdo da rotacdo 2x funciona. Observemos
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que os pontos do circulo sdo dobrados a cada iteracdo, isto é

x, f(x)=2x, f2(x) =4x, f3(x)=8x, .-+, f(x) =2"x.

E sendo dessa forma, de todo modo, vale reforcar que ndo importa quao pequeno seja o

arco x € §', existird n cujo f"(x) = 2"x cobrird todo o circulo S'.

Agora, se x é um ponto periodico de f(x) = 2x de periodo p, ocorrerd fP(x) = 2Px = x.
Mas também, ao compreender que se @ € Z, entdo x = x + 2an. Desse modo, obtemos uma

relagcdo para pontos periodicos de f(x) = 2x de periodo p no circulo

2’x = x+2an, a € Z.

Mas e a densidade dos pontos periddicos dessa aplicagdao no circulo?

Proposicao 4.2.1 Seja f(x) = 2x uma aplicagdo de rotacdo sobre S'. Os pontos periédicos de f

sdo densos em S'.

Demonstragdo. Do que analisamos anteriormente, ja podemos retomar que se xp € um ponto
periddico de f(x) = 2x de periodo p, ocorrerd fP(xg) = 2Pxy = xo + 2an, para @ € Z. De forma

equivalente, concluimos que se f”(xp) = xo, entdo

2
2Pxy —xp = 2an — (2 — Dxp =2an .. xg= 2pa/ﬂ1
E pela identificacdo que estamos trazendo desde o inicio desta teoria, xo = ¢ (mod 1),

2 -1
para 0 < a < 2” inteiro. E novamente pela identificacdo concluimos que todos os pontos

periédicos de f sdo as (27 — 1)-ésimas raizes da unidade. Segue-se que o conjunto dos pontos

periédicos de f é denso em S!. Afinal, o conjunto de pontos periédicos de f de periodo p = 1, é

Peri(f) = {a (mod 1) € S';a =0, 1 ou 2} —[0]=[1] = [2].
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E quando n = 2,

Pery(f) = {% (mod 1) € S:;a =0, 1,2, 3 ou 4} = [0] U [1/3] U [2/3].

E quando n = 3,

Pers(f) = {% (mod 1) e 10 <a < SeQ/EZ}

= [0JU [1/7]VI2/7T] U [3/T] U [4/7] U [5/T] U [6/T].

E assim, o conjunto de pontos periddicos de f de periodo p € dado por

a
20 -1

op
nd l(modl)eSl;OSQSZPean}:U[

a=0

Per,(f) = {21’

p
Observe que a unido dos pontos peridédicos de f, Per(f) = U Per(f), se trata de Q

j=1
quocientado com Per;(f) e que estd contida em [0,1] = S !, Haja visto que o fecho do conjunto

dos pontos periédicos de f é o préprio S!, isto é, Per(f) = S!, concluimos que o conjunto dos

pontos periédicos de f & denso em S'.
|

Esta se¢do nos permitiu compreender e até vislumbrar diversas dindmicas de aplicac¢des
no circulo. Mas sobretudo que uma pequena variacdo no parametro faz com que as dinamicas

possam ser completamente diferentes - como obtemos a partir do Exemplo 4.2.2.

O proximo exemplo tem o objetivo de discutir as no¢des de atracdo e repulsdo de x €
S'. Defini¢des que como veremos estdo essencialmente dependentes da derivada, trataremo-
nas novamente nas secdes seguintes com maior generalidade. Contudo, compreendemos que a
discussdo a seguir proporcionard uma compreensdo melhor sobre estas caracteristicas de pontos

hiperbdlicos.

1
Exemplo 4.2.4 Seja f : S' — S! definida por f(x) = 0n cos(8mx) + x. Consideraremos no
Vg

mesmo plano a fungdo identidade 1d(x) = x.
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Compreendemos que a aplicacio f possui oito pontos fixos, sdo: 1/16, 3/16,5/16,7/16,
9/16,11/16, 13/16 € 15/16. Afinal,

1
W-cos(Sﬂx):O = 8nx=n/20u8nx =3n1/2 = x =1/16 0u 3/16.
Vg

Observe que a frequéncia da funcdo tem repeticdo a cada 2/16 = 1/8. Ao adicionar a

frequéncia aos pontos fixos obtemos os demais obedecendo a lei §k + 6 com0<k<7.

1
Figura 4.2: Aplicagdo f(x) = 0n - cos(8mx) + x.
Vs

Note também que esta aplicacdo € continua e bijetiva, logo possui inversa. Observe que
sua inversa f~! : S — S! também & continua, afinal S! é compactoe f : S! — S! é continua e

injetiva. Ver Teorema 4.17 de [24]!. Desse modo, temos que f ¢ um homeomorfismo.
Interpretemos agora as derivadas dos pontos fixos. Inicialmente, vale

2.
F(x) = w +1,Vxes!

e assim resulta que f'(1/16) = f'(5/16) = f'(9/16) = f’(13/16) = 3/5 = 0.6 e f'(3/16) =
f(7/16) = f/(11/16 = f'(15/16)) = 7/5 = 1.4. Em sintese

3 lk 1
-, sex=- —

fi(x)= % ‘1L 136 ,com(0 <k <3.
3 sex=Zk+E

Destarte, depreendemos que os iterados dos pontos fixos no homeomorfismo f se compor-

'Ver Rudin (1976, p.90).



69

tam da seguinte maneira

1 1 1 1 1 1 1 1
ok+—| =k === flok+ =] =ck+—
f(s +16) f (8 +16) f(s +16) g " 16
com 0 < k < 7. Ou seja, os oito pontos fixos permanecerdo parados sob iteracdes de f. Mas o

que acontece com os iterados dos pontos préximos aos pontos fixos?

1 3
Podemos inferir que, os pontos préximos dos x = Zk + 16 estdo se afastando destes pontos

fixos. Por outro lado, os pontos préximos dos x = Zk + T estdo se aproximando destes pontos
fixos. Ou seja, pontos na proximidade dos fixos cuja derivada é 1.4 (maior que 1) estdo sendo
repelidos. Em contrapartida, os pontos proximos aos pontos fixos os quais possuem derivada 0.6

(menor que 1) estdo sendo atraidos.

Mas o que ocorre com os outros pontos do S'? Veremos que estes pontos tém 6rbitas as
quais tendem a algum dos pontos fixos de derivada menor que 1. Pois, de todo modo seus iterados
estardo na proximidade de algum desses pontos de derivada menor do que 1. Ou seja, se x é um
desses "outro pontos" em S! cujos iterados recaiam sobre a proximidade de algum ponto fixo p,

ocorrerd que lim f"(x) = p, isto é, serd atraido a esse ponto fixo.
n—oo

4.3 Hiperbolicidade

Fundamentado na discussdo que construimos até aqui compreende-se que a diferencia-
bilidade também € uma caracteristica essencial. Desse modo, ao nos referirmos as aplicagdes
nesta se¢do retomaremos sempre que estamos estudando aplicacdes C”, ou ainda C*. Por hora

~ . n L .
quando nao for dito a qual C" a aplicacdo pertence compreenderemos que se trata de uma apli-
caciio C! ou no minimo C! por partes. Em determinados momentos serd suficiente também que
compreendamos que as funcdes sdo, simplesmente, suaves ou ainda em casos mais fortes que sao

difeomorfismos - isto €, homeomorfismos diferenciaveis.

Ademais, com suporte a discussdo recente, observa-se a grande retomada da expressao

"proximidade de pontos", formalizaremos esta no¢cdo com a seguinte defini¢do.

Definicao 4.3.1 O conceito de pontos & proximos a p é formado precisamente pela nocdo de

reunir todos os numeros reais os quais distam € > 0 de p. Isto é, sdo pontos na vizinhanca de
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centro p e raio €. Se tomarmos proximidade em R, podemos compreender a vizinhanca de p e raio
g como {x € R;|x — p| < &}, por exemplo. Para resumir, trataremos esta no¢do com a seguinte

notagdo Ve(p).

Observacao 4.3.1 Em determinados momentos ndo trataremos Ve(p) como {x € R; |x — p| < €},
mas por exemplo, como subconjunto deste por questoes de conveniéncia. Principalmente, quando

nos referirmos a propriedades cujas ocorrem em um lado de p as quais ndo ocorrem do outro

lado.

Definicao 4.3.2 Sejam f um homeomorfismo diferenciavel, isto é um difeomorfismo, e p um ponto

fixo de f. Dizemos que p é um ponto fixo hiperbdlico se | f'(p)| # 1.

Definicao 4.3.3 Seja p um ponto fixo hiperbolico do difeomorfismo f. Se existir uma vizinhanga
de p cujos pontos sdo atraidos por p, entdo dizemos que o ponto p é um ponto fixo atrator, ou
simplesmente atrator e que a vizinhanca de p é uma bacia de atragdo. Se todos os pontos da
vizinhanga de p sdo repelidos, entdo dizemos que p é um ponto fixo repulsor, ou simplesmente

repulsor e que a vizinhanga de p é uma fonte.

Teorema 4.3.1 Seja p um ponto fixo hiperbolico do difeomorfismo f. Se existe um € > 0 tal que
para todo x € Vg(p) se tenha lim f"(x) = p, entdo p é atrator. Se para todo A > 0 tal que para
n—oo

todo x € V4(p) ocorra d(f"(x),p) > A, entdo p é repulsor.

Demonstracdo. Suponhamos que se Ve > 0, com x € Vg(p), se tenha |f"(x) — p| = €. Ou
seja, a n-ésima iteracdo de x proximo ao p fixo atrator ndo estd sendo atraida. Das possibilidades
|f"(x) — pl = € ou |f*(x) — p| > &, que significam que os iterados de qualquer x na proximidade
de p: nunca se movem, ou saem da vizinhanca de p (sdo repelidos por p), respectivamente. Dada

a Defini¢do 4.3.3 resultamos em uma contradi¢do!

Suponhamos que se 3A > 0, com x € Vy4(p), se tenha |f"(x) — p| < A. Ou seja, a
n-ésima iteragdo de x proximo ao p fixo repulsor ndo estd sendo repelida por p. Das possibilidades
|f"(x)—p| = Aou|f"(x)—p| < A, que significam que os iterados de qualquer x na proximidade de
p: nunca se movem, ou recaem cada vez mais proximos de p (s@o atraidos por p), respectivamente.

Dada a Definicao 4.3.3 resultamos em uma contradi¢ado!
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Teorema 4.3.2 Seja f um difeomorfismo em R, se p é um ponto fixo de f entdo:

1. se|f'(p)| < 1, entdo p é atrator.

2. se|f'(p)| > 1, entdo p é repulsor.

Demonstracdo. Parte 1: Pela continuidade de f” e que | f'(p)| < 1, entdo de > 0 e JA tal que

|f'(x)] < A < 1parax € Vg(p). Pelo Teorema do Valor Médio

|f(x) =pl =1f(x) = fP) < Alx = pl < |x - p| < &. (4.5)

Como p é fixo, ocorre que f"(p) = p para todo n. Assim, novamente pelo Teorema do

Valor Médio e pela equagao (4.5)

£2(0) = pl = 1£2(x) = F2(P)] < Alf(x) = f(p)| = Alf(x) = p| < A%|x = pl.

Ao se aplicar o Teorema do Valor Médio a luz indutiva sobre n, obtemos que

1£7(x) = pl = |f"(x) = ") < Al H ) = )l < < AT F() = £

Como A" < A" ! <... < A2 < A < 1. Concluimos que

|lf"(x)—pl < A'lx-p| <|x-p| <L e

Ou seja, lim f"(x) = p. E por fim, pelo Teorema 4.3.1, p é um ponto fixo atrator.
n—oo
]

Parte 2: Dado o difeomorfismo de f e que | f'(p)| > 1, entdo 3B tal que | f'(p)| > B > 1
para x € Vy(p), YM > 0. Suponha que para todo n > 0, ocorra que f"(x) € Vy(p). Pelo TVM,

ocorre que

|f(x) = pl = 1f(x) = f(p)| = Blx - pl.
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E recursivamente tal como anteriormente,

|f"(x) = pl = |f"(x) = f"(P)| = B"[x - pl.

Como B" > B > 1. Ao se fazer n — oo, ocorreria que "| f*(x) — p| = B®|x — p| = "
Contudo, isso resultaria na divergéncia de |f"(x) — p|, isto €, para n suficientemente grande,
encontramos iterados que fogem de Vjs(p). Ou seja, nos deparamos com uma contradicdo ao
supor que para todo n > 0, ocorresse que f"(x) € Viy(p). Desse modo, existe n > 0 tal que

| f"(x) — p| > M. Por fim, pelo Teorema 4.3.1, concluimos que p € um ponto fixo repulsor.

Corolario 4.3.1 Sobre S', dada identificacdo que construimos ocorre que se f'(p) < 1, entdo p

¢ atrator, ou se f'(p) > 1, p é repulsor.

Observacao 4.3.2 Observe que da Parte 1, podemos concluir que a bacia de atracdo do fixo p esta
contida no W*(p) conjunto estavel associado ao p. Além disso, da Parte 2 encontramos elementos
na proximidade que fogem de p, este conjunto é uma fonte do fixo p, porém analogamente ao

anterior, esta fonte se trata de um subconjunto de W"(p) conjunto instdvel associado ao p.

Ao se interpretar que para qualquer fungdo f vale Fix(f) C Per(f). Por outro lado,
também € possivel se compreender que todo ponto periddico € fixo, mas somente se pensarmos da
seguinte maneira: se p é periddico de periodo n para f, entdo p € fixo para g(x) = f"(x). Afinal,

para todo m valera g"(p) = f™"(p) = p.

Observacao 4.3.3 De anteriormente, podemos também reescrever a definicdo 4.3.2 dizendo que
dado p ponto periodico de periodo n em um difeomorfismo f, entdo o ponto p é hiperbolico
se |(f"Y(p)| # 1. E assim, por conseguinte também ao teorema anterior obtemos o seguinte

corolario.

Corolario4.3.2 Seja f : A - A, A C R e p um ponto periédico de f de periodo n. Se
[(f™Y(p)| < 1 entdo p é um ponto periodico atrator. Se |(f")(p)| > 1 entdo p é um ponto

periodico repulsor.
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Observacao 4.3.4 Sendo p periodico atrator ou repulsor, continuaremos nos referindo a vizi-

nhanga desse ponto p por bacia de atracdo ou fonte, respectivamente.

Exemplo 4.3.1 Inferéncia interessante é que se f é um difeomorfismo em R, entdo todos os seus
pontos periédicos hiperbolicos deverdo ser isolados. Afinal, supondo que p é um ponto periodico
hiperbolico ndo isolado, ocorre que para todo & > 0 existe outro u periédico hiperbélico tal que
lp—u| < & Como f™p) = p e fX(u) = u para certos m e k inteiros, pela defini¢do de ponto
periodico, existe n € N tal que " (p) = p, f"(u) =ue|f"(p)— f"u)| = |p — u| < &. Assim,

. p—u
lim ——
u—pp—u

= =1.

f"(p) = f*(u)
p

—Uu

I(f") (p)| = |lim
u—p

No entanto, a conclusdo acima contradiz o fato de p ser um ponto periodico hiperbdlico.

Logo, todos os pontos periodicos hiperbolicos de um difeomorfismo f sobre R sdo isolados.

Exemplo 4.3.2 Sobre S! considere s(x) = %sen(x) e a(x) = 37” arctan(x). As aplicacoes s e a
possuem seu unico ponto fixo em comum, x = 0. No entanto, uma vez que s'(x) = %cos(x) e
a(x) = 37” . ﬁ, ocorre que |s’'(0)| = 1/4 e |a’(0)| = 3n/2. E pelo Teorema 4.3.2, temos que

x = 0 é atrator para s e repulsor para a.

1
Exemplo 4.3.3 Seja f : R — R definida por f(x) = Z(x3 - X).

f
. L N
Figura 4.3: Aplicagdo f(x) = Z(x - Xx).

Observamos que f possui 3 pontos fixos, os quais sdo x = 0, V5 e — V5. Pois,

1
Z(xS—x)zx e ¥*-5x=0 = x=0e = V5.
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Como f'(x) = %(sz — 1), temos que f’'(0) = —% e f'(V3) = f/(-=V5) = % = % Assim
todos os pontos fixos de f sao hiperbdlicos. Mas também, pelo Teorema 4.3.2, p = 0 ¢ atrator e

p = V5 e —V/5 sio repulsores, pois | f/(0)| < 1 e |f'(V5)| = |f/(=V5)| > 1.

Observe quese x € (—1,1)e p = 0, podemos concluirque |x—p| = |x| < le|f(x)-f(p)| =

}tlx3 - x| = }tlx(x2 —1)|. Como |x| < 1,se x # p =0 temos 1/|x| > 1. Desse modo, vale que

1 1 1 1
Z|x(x2— | = Z|x||x2— 1] < Z|x2 1| < 7 <1

Ou seja, |f(x) — f(p)| < 1, isto é, de fato os pontos na proximidade de p = 0 estdo se
aproximando. O que significa que V;(0) = (-1, 1) € uma bacia de atra¢do e que V;(0) estd contido

no conjunto estavel de 0, W#(0), pois seus pontos estdo convergindo para 0 sob iteracdes de f.

Consideremos agora que p = V5 e x < —p, podemos concluir que |x — p| = |x — V5| =
V5 —x > 2V5 > 1. Como |f(-=V5)| = | — V5| = V5. Dado que x < —V5, ocorre f(x) > —V5.
Desse modo,
1
ZX?) - X - \/g

|f(x) = f(p)l = > | = V5 - V5] =2V5.

Analogamente, se considerarmos p = —V5 e x > —p, chegaremos a conclusdo que

|£(x) = f(p)| > 2V5 > 1.

E isto significa que p = +V5 sdo repulsores e (—co, —V5) e (V5, o) sdo fontes. Ou seja, 08
iterados de f nestas fontes divergem.

Exemplo 4.3.4 Seja g : R — R definida por g(x) = x — x°.

Observamos que g possui apenas um ponto fixo x = 0. Como g’(x) = 1 — 2x, temos
que |g’(0)] = 1. Porém, isto significa que 0 ndo é um ponto fixo hiperbdlico. E assim nossos
teoremas sobre atracdo e repulsdo sao inconclusivos sobre pontos nao hiperbdlicos. Portanto, é
sempre necessario tomar cuidado com a hiperbolicidade do ponto fixo. No entanto, ao se pensar
nos iterados de pontos em [0, 1] podemos concluir da imagem a seguir que x = 0 atrai os pontos

que estdo a sua direita.
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Figura 4.4: Aplicacdo g(x) = x — x°.

0
(0,0

g

Figura 4.5: Diagrama de teias sobre g(x) = x — x? dos pontos a direita do 0.

Afinal, comparando | f(x) — f(p)| com |x — p|, tendo p = 0 e x € (0, 1) podemos concluir
que

|x = 0] = |x| = x

(4.6)

lx = x> = 0] = |x(1 = x)| = [x||1 = x| = x(1 - x)
Como 0 < 1—-x < 1, para x € (0,1). E isto significa que (0, 1) é uma bacia de atragdo para g.
Afinal, 1 — x é sempre menor que 1, para x € (0,1). Logo, |f(x) — f(p)| é sempre menor que

|x — pl, parap =0e x € (0,1), ou seja, os pontos estido se aproximando do fixo p = 0.

Mas o que ocorre com os pontos a esquerda de x = 0?7 Responderemos isso pensando
sobre (—1,0). Reaproveitando a andlise de (4.6), terfamos agora a seguinte situacdo, tendo p = 0

ex € (-1,0):

|x = 0] = |x| = —x

4.7
|x —x2- 0] = |x(1 =x)| = |x||1 = x| = =x(1 — x)
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Como 1l < 1—-x < 2, para x € (—1,0). E isto significa que (—1,0) € uma fonte para g.
Afinal, 1 — x é sempre maior que 1, para x € (—1,0). Logo, |f(x) — f(p)| € sempre maior que

|x — p|, para p = 0 e x € (—1,0), ou seja, os pontos estdo se afastando do fixo p = 0.

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 4.3.5 Seja g : R — R definida por q(x) = 3x — 3x°.

Figura 4.6: Aplicacio g(x) = 3x — 3x2.

. ~ o . . . _ 2 .
A aplicag@o quadratica g acima possui 2 pontos fixos, os quais sdo x = 0 e 5. Pois, se

x = 3x — 3x2, entdo (3x — 2)x = 0 - cujas solugdes sdo os pontos fixos. Como ¢’(x) = 3 — 6x,
ocorre que |¢’(0)| =3 e |q’(%)| = 1. Pelo Teorema 4.3.2, podemos concluir que x = 0 é repulsor.

No entanto, quanto ao outro fixo ainda ndo podemos dizer nada.

Contudo, ao se iterar g, consideremos agora apenas 2 futuras iteragdes, temos:

¢*(x) = q(q(x)) = 9x(1 = x)(3x* = 3x + 1).

7(x) = g(¢*(x)) = 27x(1 = x)(3x% = 3x + 1)(27x* — 54x> + 36x% —9x + 1).

com o auxilio computacional e uma aproximacao de 15 casas decimais é possivel se calcular que
|(q2(%))’| = 1.000000000000007 e |(q3(%))’| = 0.999999999996362. E pelo Teorema 4.3.2, esse

ponto é repulsor para ¢ e atrator para g°.

Mas o que podemos falar sobre g em relagdo ao fixo ndo hiperbdlico? Analisaremos estes
casos posteriormente, mas, em antecipacdo, o que de fato ocorre com x = 2/3 em relacdo a

aplicagdo g (e x = 0 para g, do exemplo anterior) é uma bifurcacdo.
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Figura 4.7: Aplicagdes ¢*(x) e ¢>(3).

Perceba que a discussdo sobre a hiperbolicidade de um ponto pode ser bastante delicada, ha
inclusive sensivel dependéncia de qual itera¢do estamos debrucando nossas interpretacdes. Vimos
casos em que o ponto fixo € atrator, repulsor e ainda atrator por um lado e repulsor pelo outro.
Trataremos essas no¢des introduzidas neste capitulo em seu seguinte, sobre algumas aplicacoes

que compreendemos serem fundamentais a nossa teoria.

Ademais, na secao seguinte reapresentaremos de outra forma alguns resultados importantes

obtidos em R no conjunto C. A este estudo que faremos chamaremos de hiperbolicidade em C.

4.3.1 Hiperbolicidade em C

Recortamos a esta secdo uma discussdo sobre topicos da hiperbolicidade que vimos an-
teriormente, no entanto faremos estes aplicados ao conjunto dos nimeros complexos C. Nossa
discussao reflete a introducao a teoria dos sistemas dinamicos complexos. Haja visto sua reconhe-
cida relevancia faremos um panorama sintético sobre definicdes, teoremas e proposi¢cdes andlogas

as quais obtivemos ao definir hiperbolicidade em subconjuntos da reta.

Teorema 4.3.3 Seja f uma funcdo complexa diferenciavel e p um ponto fixo de f. Se |f'(p)| < 1,
entdo a bacia de atragcdo de p contém uma vizinhanca de p. Se |f'(p)| > 1, entdo existe uma

vizinhanga de p a qual todos os seus pontos saem sobre iteracoes de f.

Demonstracdo. A priori, discutiremos a primeira conclusdo. Seja f : C — C uma funcado

diferencidavel. Suponha que f(p) = pe |f’(p)| < 1. Inicialmente, observe que pela desigualdade
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triangular

J@-p
z-p

f(Z)-17‘:
z-p

(Z) P f(p)‘ e 48)

Queremos comparar o membro da esquerda com |f”(p)|, desta forma devemos procurar
J@)-p
i=p

comparar

- f’(p)‘ de modo que relacione em desigualdade com |f’(p)|, a menos de

constantes. Note que,

1F(Pl <1 1-1f(p)l>0.
i 1 a 1 . .
Considere € = > (1= 17"(p)l), entdo existe § > 0, com 0 < |z — p| < & que implica que

f@-p

P f()<—(1—|f(p)|) (4.9)
Deduz-se de (4.8) e (4.9) que
FO2) DL i 1570 < 5 (1= 10 + 10 = 5 (1170
Faca 1 = % (1+1£(¢)]). Reescrevendo, temos que
% < A, i.e, equivalentemente | £(z) — p| < A|z — pl.

A conclusdo anterior nos auxilia na seguinte projecdo, afinal a partir da n-ésima iteracao

obtemos do ultimo resultado que

|f"(z) = pl < A"|z=pl,n e N. (4.10)

O que € vdlido se fizermos inducdo sobre n, pois se n = 1 ja sabemos que (4.10) é verdade
afinal | f(z) — p| < 4|z — p|. Suponha que |f*(z) — p| < A*|z — p|, k € N é verdade. Queremos

concluir que | f**1(z) - p| < A**1z = p|, veja que

f@-p

- < A, equivalentemente |fk+1(z) -pl < /l|fk(z) -pl.
f“@)-p
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Por hipétese de indugdo,

1F*1(@) = pl < A"z = pl) = A |z = pl.

Concluimos por indugao que |f"(z) — p| < A*|z — p| € valida para todo n € N. Agora se

n — oo, como A < 1, temos que 1" — 0, i.e, "|z — p| — 0. E por fim desta forma, f"(z) — p.

Considere agora as mesmas hipéteses utilizadas anteriormente para demonstrar a primeira
parte do teorema, em exce¢ao de que agora argumentaremos com | f’(p)| > 1. Queremos concluir
a divergéncia de f"(z) a p na vizinhanca de p. No entanto, como |f’(p)| > 1, entdo existe um

disco de raio w tal que | f’(p)| = w > 1. Por defini¢do, temos que

Ve>0,36>0;0<|z—-p|<é = “M‘—If'(p)l <e.
Z—p

Assim,

f@)—-p

Z=p

> w,ie, |f(z) - pl = wlz - pl.

Por indug¢ao andloga a feita anteriormente, concluimos que | f"(z) — p| = w"|z—p|,n € N.
Comow > 1, se n — oo entdo w"|z — p| — oco. Concluimos assim que f"(z) sobre consecutivas

ilimitadas iteracoes tende a fugir da vizinhanga de p.

Teorema 4.3.4 Seja f : C — C uma funcdo diferenciavel e p um ponto periodico de periodo k,
isto é, fX(p) = p. Se |(f*Y(p)| < 1, entdo existe uma vizinhanca de p que estd contida na bacia
de p. Se |(f¥Y(p)| > 1, entdo existe uma vizinhanga de p tal que todos os pontos fogem desta

vizinhanga sobre iteragées de f*.

Demonstracio. Considere g uma fungio complexa definida como g(z) = f*¥(z). Como p é
periédico de perfodo k para f, p corresponde para g como um ponto fixo, afinal g(p) = f*(p) = p.
E também importante observar que g é uma funcio complexa diferencidvel, pois g’(z) = (f*)(z)

e pela regra da cadeia

g = (@)= (Y@@ = (f@).
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Ou seja, por f ser diferencidvel a diferenciabilidade de g se justifica. Inferimos que
estamos inseridos e satisfazendo as condi¢des do Teorema 4.3.3. Deste modo, pelo referido

teorema obtemos diretamente a conclusio para esta demonstragdo.

Definicao 4.3.4 Seja f uma funcdo complexa diferencidavel e p um ponto periodico de periodo k.
Entdo p é um ponto periddico hiperbolico se |(f*Y (p)| # 1. Se |(f¥Y (p)| < 1, entdo p é um ponto

periddico atrator. Por outro lado, se |(f*Y(p)| > 1, entdo p é um ponto periédico repulsor.

Proposicao 4.3.1 Considere f uma funcdo complexa definida por f(z) = €%z e zo € C*. A drbita
de zo sobre iteracoes de f cai sobre o circulo de raio |zg| e centro na origem. Se 0 é um miiltiplo
racional de m, entdo zo é periddico de f. Se 0 ndo é um multiplo racional de n, entdo zy ndo é

ponto periodico e sua orbita é densa no circulo.

Demonstracdo. Deveremos verificar no primeiro caso que se 8 = gmr, g € Q entdo zg € periddico.

Dessa forma, observe que f(z) = €%z nos implica:

F(2) =€ 7N (2) = (e = e,

Isto &, f"(z0) = €"%zp. Além disso,

enGi

G = [e" 20| = " 1z0] = 0.
E como também arg(f"(z9)) = n6 + arg(zp). Desta forma, suponha que zp nao seja

periddico, isto €, para todo n € N ocorre f"(zg) # zo, € entdo por serem complexos distintos

resulta arg(f"(z0)) # arg(zo). E equivalentemente, com k € Z
nb + arg(zo) # arg(zo) + 2kn.

2k 2k
Além disso, como k € um inteiro qualquer, ocorre que 6 # —m. Contradi¢do! Afinal —
n n

descreve todos os racionais e 6 é miltiplo racional de 7. Desta maneira concluimos o primeiro

resultado.
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Analisemos agora o segundo caso. Para isso, tome 6 # mq, se g for racional. Considere

. . 27| zo|
também o nimero

,com & > 0 e |zo| o raio da circunferéncia referida no enunciado, dessa
E

forma 27|zg| é o comprimento desta. Ademais, note que para algum m € N deve ocorrer que
27|20l

f™(z0) # zo. Mais particularmente, se m > ha ao menos dois iterados cuja distancia

€
entre si é menor que &. Suponha m, > my sejam tais que |f™(z9) — f™(z0)| < &. Mas, como
F™(z0) = |zole™?+ars0)i temos que

|fm2(ZO) _ fml(Z0)| — ’|Z0|em20i+arg(z())i _ |Zo|em19i+arg(z())i = | 20|

ema—m)oi _ 1‘.

Isto &, |zo| )e(’"z‘ml)ei — 1‘ = |f™(z0) - f™(20)| < &. Considere ™™™, a qual € a fungdo

que rotaciona pontos pelo angulo (m; — m;)6 e veja que

|fm2—m| (ZO) _ ZO| — ||Z0|e(m2—m1)0i+arg(z())i _ |Zolearg(z())i

= |20l |e<m2—m')9" 1] <e

Conclui-se, | MM (z0) — zO| < enos indica que a distincia de iteracdes sucessivas € menor

que &. Portanto, a érbita de zg € densa no circulo de raio |zp| e centro na origem.

Exemplo 4.3.6 Seja q uma fungdo complexa definida por q(z) = z2. Iremos estudar a estabilidade
de q referente aos pontos discriminados ao modo que a iteramos. A priori, veja que 7 =0e z = 1
sdo pontos fixos de q, afinal 7> = z apenas se 7 = 0 ou z = 1. Alids, além de serem fixos tais
pontos sdo hiperbalicos, afinal como q'(z) = 2z, temos q'(0) =0 < 1 e g’'(1) = 2 > 1 - estes sdo

inclusive pontos hiperbolicos atrator e repulsor, respectivamente.

Reescreva agora z da forma z = |z|€', e consequentemente q(z) = 7* = zz = |z|**®.

Por termos g*(z) = |z|22622i9, recursivamente concluimos que ¢"(z) = |z|* €*', ¥n € Z. Dai, da

recursdo anterior, Vn € 7Z, decorre

|qn(Z)| — “leneznié) — |Z|2n. (4.11)

Veja que pela tricotomia, determinamos como possibilidades: |z| < 1, |z] > 1 e |z| = 1.

Infere-se que para o caso |z| < 1, se n tender ao infinito em (4.11), obtemos |q"(z)| — 0, logo
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z € W(0). No segundo caso, depreende-se que se n tender ao infinito, obtemos |q"(z)| — oo, logo
7z € W9(e0). No iltimo caso, i.e, |z| = 1, se n tender ao infinito, obtemos |q"(z)| — 1 - isto é, os

pontos permanecem na fronteira do disco de raio 1.



CAPITULO 5

APLICACOES FUNDAMENTAIS

Neste capitulo continuaremos desenvolvendo nossa conceituagdo acerca de aplicacdes de
dindmicas interessantes. No entanto, as familias de aplica¢des que referenciaremos tratam-se
de exemplos delicados, uma vez que ilustram comportamentos importantissimos na teoria dos
sistemas dindmicos. A saber, faremos nossa constru¢do tedrica sobre as familias de aplicacdes
Baker (B,,), Tenda (T},) e Quadratica (F,). Em sintese, discutiremos os diversos comportamentos

dindmicos que de maneira intrigante essas aplicacdes possuem dependendo do valor do parametro

u.

5.1 Aplicacao Baker
Consideremos a fungdo B, : R — R, com u € R, dada por

ux, se x < 1/2,
Bu(x) =

u(x —1/2), se x > 1/2.

83
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Figura 5.1: Gréficos da aplicacdo Baker e da Identidade.

Essa funcdo € chamada de baker de inclinagdo u. Inicialmente, observe que seus pontos
fixos em geral sdo: para x < 1/2, temos x = 0 como ponto fixo; mas para x > 1/2, com u # 1, 0

ponto fixo serd

px —pf2 =x
x(u=1)=p/2
X = u
2u—2"

(a2

(0.5,0)

Figura 5.2: Gréficos da Identidade e da aplicacao Baker determinando pontos fixos.

Por fim, caso tenhamos u = 1, entdo pela definicdo da aplicacdo baker os pontos fixos de

B, serdo todos os x < 1/2. Isso pode ser observado também diretamente no seguinte grafico.

Fazendo andlise grafica para a aplicacdo By, com u > 1, imediatamente compreende-se
que a oOrbita dos pontos x < 0 tende para —co, em contrapartida obtemos também que a érbita dos

pontos x > 1 tende para co. Mas o que ocorre com os pontos que estdo em [0,1]? O nome



85

Figura 5.3: Gréficos da Identidade e da aplicacao Baker com inclinacao 1.

"baker" vem de padeiro em inglés. De senso comum, bem entendemos que o padeiro amassa e
mistura recursivamente os ingredientes de um pao. Em metafora, os x € [0, 1] tratam-se da massa
de ingredientes do pao que serdo consecutivamente "amassados e misturados" permanecendo em
[0,1]. No entanto, esta metdfora precisa estar de acordo com o parametro u. Afinal, uma vez
discriminado os pontos fixos de By, determinar se pontos proximos permanecem em ou S3o
repelidos de [0, 1] € uma tarefa que depende da derivada da aplicagdo sobre os pontos fixos, tal

como vimos na Definicdo 4.3.3 e nos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2.

Infere-se que, a aplicagdo B,,, embora ndo seja derivdvel na descontinuidade em x = 1/2,

ainda é possivel derivé-la nos seus ramos, afinal s3o ambos C! por partes. Desse modo, temos que

uosex <1/2,
B (x) = = u, para todo x # 1/2.

u, sex >1/2.

E portanto, o médulo da derivada |B) (x)| = [u| = u, paratodo x # 1/2. Assim, concluimos

pelo Teorema 4.3.2 que dado p € {0, } entdo p serd atrator se u < 1, em contrapartida p

u
2u—2
serd repulsor se 4 > 1. No entanto, dado u < 1 teremos trivialmente apenas 0 como ponto fixo.
Ou seja, p = 0 € atrator dado u < 1. Nao obstante a existéncia do ponto fixo para um parametro
i < 1, ndo € uma dindmica tdo interessante afinal existe apenas um ponto fixo o qual atrai todos

0s outros.
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11111

B,
Id

Figura 5.4: Diagrama de teias na aplicacao Baker com inclina¢cdo menor que 1.

Exemplo 5.1.1 Consideremos a funcdo B, : [0,1] — [0, 1] dada por

2x, se 0 < x < 1/2,
By(x) = = 2x(mod1).

2x—1,se1/2 <x < 1.

Ja sabemos que os pontos fixos de By sdo x = 0 e x = 1. E como |B'(x)| = 2 para todo

x # 1/2, temos que estes dois pontos sdo ambos repulsores.

0.8

0.6

0.4

-01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2
T

Figura 5.5: Diagrama de teias em Baker para x préximo de 0.
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0.4

0.2

B 20
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Figura 5.6: Diagrama de teias em Baker para x proximo de 1.

5.2 Aplicacao Tenda
Consideremos a funcdao 7, : R — R, com pu € R, dada por

ux, se x < 1/2,
Ty(x) =
u(l —x), se x > 1/2.

Figura 5.7: Gréficos da aplicacdo Tenda e da Identidade.

Essa fun¢do é chamada de fenda de inclinacdo u. A priori, observemos que os pontos fixos

de T,, em geral sdo: para x < 1/2, temos x = 0 como ponto fixo; mas para x > 1/2, como u € R,
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o ponto fixo serd

M= Hx =X

x(1+p) =p
X = K
1+ u

Figura 5.8: Gréficos da Identidade e da aplicacao Tenda determinando pontos fixos.

Fazendo andlise grafica para a aplicacdo T, com u > 1, imediatamente compreende-se que
a Orbita dos pontos x € (—o0,0)U (1, c0) tende para —oo, a Figura 5.9 pode auxiliar nesta conclusao.
Por outro lado, o que ocorre com os pontos que estdo em [0, 1]? Retomaremos esta reflexdo para

o caso particular u = 3.

Figura 5.9: Diagrama de teias dos pontos da aplicacao Tenda que fogem do [0,1] indo para —oo.

Além disso, depreende-se que a aplicacdo T),, embora ndo seja derivdavel em x = 1/2, ainda
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é possivel derivd-la em seus ramos, afinal sdo ambos C! por partes. Desse modo,

uosex <1/2,
T,(x) =
—u, se x > 1/2.
Logo, o médulo da derivada |T)(x)| = | — u| = |u| = u, para todo x # 1/2. Portanto,

concluimos pelo Teorema 4.3.2 que dado p € {0,%} entdo p serd atrator se u < 1, em
J7

contrapartida p serd repulsor se u > 1. Contudo, se u < 1 teremos apenas 0 como ponto fixo. Ou

seja, p = 0 € atrator dado u < 1. Apesar da existéncia do ponto fixo quando u < 1, T;, ndo possui

uma dindmica tdo interessante, afinal existe apenas um ponto fixo o qual atrairia todos os outros.

0.2 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14
s

Id

Figura 5.10: Diagrama de teias na aplicacao Tenda com inclina¢do menor que 1.

Exemplo 5.2.1 Consideremos a funcdo T, : [0,1] — [0, 1] dada por

2x, s 0 < x < 1/2,
Tr(x) =
—2x+2,5¢el/2<x<1.

2
Ja sabemos que os pontos fixos de T, sdo x = 0 e x = 3 E como |T'(x)| =2 > 1 para

todo x # 1/2, temos que estes dois pontos sdo ambos repulsores.
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Figura 5.11: Diagrama de teias na Tenda para x préximo de 0.
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Figura 5.12: Diagrama de teias na Tenda para x préximo de 1.

Exemplo 5.2.2 Consideremos a funcdo T : [0,1] — [0, 1] dada por

3x, 50 < x <1/2,
T3(x) =

-3x+3,s5el/2<x<1.

3
Tal como no exemplo anterior, sabemos que os pontos fixos de 73 sao x = 0 e x = T E

como |T’(x)| = 3 > 1 para todo x # 1/2, temos que estes dois pontos sdo ambos repulsores.

Fazendo andlise gréfica para a aplicagcao 73, compreende-se que ha alguns pontos em [0, 1]
0s quais seguem o mesmo itinerdrio dos x que estavam fora do [0, 1] aplicados 7}, isto €, estes
tendem a —co. Prosseguindo a reflexdo sobre T}, podemos descrever os pontos fujoes da seguinte
forma, se x < 0 ou x > 1, entdo quando n — oo, T}}(x) — —co. No entanto, pela constru¢do dos
diagramas de teias, isto € equivalente a dizer se 7);(x) < 0 ou 7;;(x) > 1, entéo, quando n — oo,
Tjj(x) — —oo, isto €, x foge de [0,1]. Ao nosso caso especifico, x sai de [0, 1] quando n — oo

sempre que 73 > 1 paran € N. Em outras palavras, se O"[xo] € a 6rbita futura de um ponto inicial
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xo € [0,1] sobre T3, bastaria a existéncia de um iterado x; maior que 1 para concluirmos que
X, € WH(—o0) para todo n € N. A Figura 5.13 pode exemplificar dois casos, x = 0.16 e x = 0.72
os quais fogem de [0, 1] a partir das segunda e terceira iteracdes, respectivamente.

>

0.4 02 02 0.4 0.6 08 1 12 14 16 18

1d 2= 0.16

Figura 5.13: Diagrama de teias dos pontos 0.16 e 0.72 sobre a aplicacdo 73 que fogem do [0,1]
indo para —co.

Por outro lado, dizer quais sdo os pontos que saem de [0, 1] € relativamente fécil e isto
pode ser diretamente concluido quando refletirmos sobre quais sdo os pontos que permanecem em
[0,1]. Iremos mostrar que o conjunto dos pontos que permanecem em [0, 1] quando iterados por

T; trata-se de um conjunto bastante conhecido.

A priori, vamos refletir sobre os pontos fixos. Sabemos que x = 0e x = Z sdo os fixos
de T3 e estes sempre permanecerdo em [0, 1]. Por conseguinte, é imediato que qualquer ponto
cuja Orbita convirja para estes dois pontos fixos permanecerd em [0, 1] - isto &, os pré fixos. Veja
que T3(1) = 0, logo 1 € pré fixo e portanto, este permanecerd em [0,1]. Além disso, observe

1 2 1 2

que x = 3 ex = 3 aplicados em T3 sdo projetados no pré fixo 1. Portanto, x = 3 ex = 3

também permanecerdo em [0, 1]. No entanto, observe que se x € (%, %) entdo T3(x) > 1, e logo
estes tenderdo ao —oo - para auxilio veja a Figura 5.14. Como na primeira itera¢ao dos x € [0, 1]
sobre tenda, os pontos que estdo em (%, %) recaem fora de [0, 1]. Portanto, podemos concluir
que os pontos que permanecem em [0, 1] na primeira iteragao estdo no conjunto complementar de

12 1 2
( ) no [0, 1], ou seja, lO, —] U [5’ 1|. Mas esta estrutura ja foi obtida antes com um processo

3’3 3
semelhante. Trata-se do primeiro passo da constru¢dao do Conjunto de Cantor Ternério.

2
Além disso, em cada um dos intervalos lO, 5] € [5, 1] existe um intervalo que serd pré

12
imagem de (g, §) pela aplicagdo T3 no segundo iterado. Que pontos sao esses os quais sdo levados
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Id @g = 0.33

1 2
Figura 5.14: Diagrama de teias dos pontos 3 e 3 sobre a aplicacao 73.

12
em 33 pela aplicagdo 73 no segundo iterado? Sdo pontos que pertencem aos tercos médios

7 8

1 2 12
de [0, 5] € [5, 1]. Isto €, respectivamente os intervalos abertos (§’ 5) e (§’ §) Logo, os pontos

que permanecem em [0, 1] apds duas iteracdes estdo em
1 21 27 8
0,=(VU|==z|VU|z=|VU[=1].
o] 5l 53] [5

E assim recaimos sobre o segundo passo da constru¢@o do conjunto de Cantor. Continuando
o processo indefinidamente sobre as iteragdes de 73, obtemos a construcao equivalente do Triddico
de Cantor. Ou seja, o conjunto dos pontos que permanecem em [0, 1] mediante infinitas iteracdes

de 73 € exatamente o conjunto de Cantor.

O conjunto dos fujoes do intervalo [0, 1] é portanto complementar do conjunto de
Cantor. Ou seja, podemos dizer que as dOrbitas desses pontos sdo divergentes, ou melhor,
diremos que elas convergem para o infinito (no caso —oo0). Aqui o infinito atrai todos os
pontos que nao estdo no Cantor Terndrio, ou seja, estes pontos formam a bacia de atracio
do infinito. Apesar do infinito ndo ser um ponto ou um subconjunto do R, de certa forma,
estamos dizendo que o simbolo co é um atrator para este sistema. (NASCIMENTO, p. 7
,2018).

Com o argumentado até aqui podemos fazer as seguintes reflexdes: 73(Co) C Co, iSto é,
o conjunto de Cantor Triddico é um invariante pela tenda; e como os pontos fixos sdo repulsores,
entdo os pontos que culminam nas 6rbitas destes fixos também o sdo, logo C,, € um repulsor para

T5.
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5.3 Aplicacao Quadratica
Consideremos a fun¢do F, : R — R, com y € R, dada por

Ful(x) = px(1 = x)

Essa fun¢do é chamada de quadrdtica de parametro . A priori, observemos que os pontos

fixos de Fj, em geral sio x =0e x =1 - ;lu afinal se x # 0 entdo

ux(l—x)=x
u(l—x)=1
u—1
xX=—

u

(0,0)

Figura 5.15: Gréficos da Identidade e da aplicacdo quadratica F,(x) determinando pontos fixos.

Proposi¢ao 5.3.1 Seja p um ponto fixo ndo nulo de F,,. Se u > 1, entdo 0 < p < 1.

-1
Demonstracdo. Por hipétese, temos que p = ’u—. Ao supor que p > 1, concluimos que
u

> = uy-1>uy = -1>0.

Desse modo, pela contradi¢io obtida, devemos ter que 0 < p < 1.
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Observacao 5.3.1 Vale ressaltar que, embora F,(1) = 0 pra qualquer u € R, x = 1 ndo ¢é fixo,

mas sim pré fixo.

Fazendo andlise grafica para a aplicacdo Fj,, com u > 1, imediatamente compreende-se
que a 6rbita dos pontos x € (—00,0) e x € (1,00) fogem de [0, 1] - a saber, tendem para —co e oo,
respectivamente. Mas também podemos chegar a esta conclusao da seguinte maneira. Se x < 0,
entdo

ux(l —x) <x = Fu(x) <x,

logo F}j(x) € uma sequéncia decrescente a qual sequer converge para o ponto fixo p. Caso contrrio,

terfamos F)/(x) — Fy(p) < p. Desse modo, F};(x) — —co. Se x > 1, entdo
ux(l —x) > x = Fu(x) > x,

logo Fj;(x) € uma sequéncia crescente a qual também néo converge para o ponto fixo p. Sendo,

terfamos F)/(x) — Fy(p) > p. Desse modo, F;(x) — co.

Além disso, a aplicacdo quadrdtica, diferente das duas anteriores, possui derivada para
qualquer x € R. Veja que

F(x) = p(1 = 2x),¥x € R.

Mas também ao se pensar no médulo da derivada tal como anteriormente, ndo dependeremos

apenas de p, afinal

|Fa ol = [ul - 1(1 =2x)[ = p- |(1 = 2x)].

Estas caracteristicas nos motivam as seguintes proposi¢des que tratam sobre a hiperbolici-

dade dos pontos aplicados em F},.

Proposi¢cao 5.3.2 Sejam 1 < u < 3 e p um ponto fixo de F,. Se p = 0, entdo p é ponto fixo

repulsor. Se p =1 — ;17 entdo p é ponto fixo atrator.

Demonstragdo. Se p = 0, entdo |F,(0)| = - |(1 —2-0)| = p. Por hipdtese 1 < p < 3, desse
modo pelo Teorema 4.3.2 ocorre que p = 0 é um ponto fixo repulsor. Por outro lado, se p = 1 — ;lz’
entdo |F(p)| = - (1= 2p)| = - ‘2‘7”‘ = 2= . Por hipétese 1 < u < 3,1ogo 1 > 2 — u > —1,

ou seja, |2 — u| < 1. Desse modo, pelo Teorema 4.3.2 ocorre que p = 1 — l% € ponto fixo atrator.
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Observagio 5.3.2 Observe que se pu = 3, |Fi(p)| = |2 = 3| = 1. As figuras a seguir auxiliardo a
compreensdo do que ocorre nesse caso. De todo modo, ao tomar u > 3 em F, 5 é possivel perceber
a aparicdo de dois novos pontos fixos - ver Figura 5.19. E mais especificamente, outra bifurcacdo

deverd ocorrer.

) .
Fly F?

Figura 5.16: Graéfico de Fﬁ(x) para u < 3. Figura 5.17: Gréfico de Fﬁ(x) para u = 3.

Figura 5.18: Gréfico Fﬁ(x) para u > 3.

Figura 5.19: Gréficos da aplicacdo Fﬁ(x), com F,(x) = ux(1 — x), para u préximo de 3.
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Proposicao 5.3.3 Sejam 1 < pu < 3 e p um ponto fixo de F,,. Se 0 < x < 1, entdo lim Fl’f(x) =p.
n—oo

Demonstracdo. Verificaremos esta proposi¢ao dividindo-a em dois momentos o primeiro sera
para 1 < p < 2, o segundo para 2 < u < 3. Desse modo, seja 1 < u < 2. Consideremos

1
X € (0, 3| Diretamente pode-se obter que |F,(x) — p| < |x — p|, para x # p. Por conseguinte, se

1
fizermos n — oo, entdo teremos F};(x) — p. Por outro lado, se tomarmos x € (5, 1), F,(x) serd

1
projetado em (O, 5) Mas do que se argumentou anteriormente, podemos concluir que

FI*(x) = FJl(Fu(x)) = p.

Portanto, se 1 < u <2ex € (0,1), entdo lim F(x) = p. Agora, seja2 < u < 3. Veja
n—oo

1

que pela Proposi¢do 5.3.2 temos que p = 1 — — € um ponto fixo atrator - inclusive se u = 2, temos
u

um caso de excessiva atragdo do fixo p, pois |F;(p)| = 0. Por ora, pensemos em p = 2. Veja

1 1
que se x € (O, E] entdo este intervalo € todo projetado pela F;' em 3 para algum n € N. Além
1 1 1
disso, se x € (5’ 1), ¢ facil concluir que (5’ 1) sera levado em (O, 5) pela F>. E do que vimos
1 1
anteriormente, se x € 5,1 , entdo este serd projetado em 3 por F2thl para algum n € N. De

modo geral, se x € (0,1) e u = 2, entdo F — 3 quando n — oo. Para verificar a validade desta

proposicao para 2 < u < 3 uma andlise grafica pode auxiliar - ver Figura 5.20.

Id

Figura 5.20: Diagrama de teias da aplica¢do Quadritica F}, quando 2 < u < 3.
: 1 < : . :
Veja que se x € | 0,1 — — [ entdo este intervalo € todo projetado pela F; em p = 1 — — para

u
algum n € N. Além disso, se x € (p, 1), € facil concluir que (p, 1) serd levado em (0, p) pela F,,. E
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1
do que vimos anteriormente, se x € (p, 1), ento este serd projetado em p = 1 — — por F ,3” para

algum n € N. De modo geral, se x € (0,1) e 2 < u < 3, entdo Fj; —» 1 - — = p quando n — co.
U



CAPITULO 6

CONJUNTO DE CANTOR E DINAMICA
SIMBOLICA

Neste capitulo, discutiremos a dindmica simbdlica. Mais precisamente, teremos como
principal objetivo construir um modelo para a estrutura dindmica da aplicacdo quadratica F),
sobre o conjunto de Cantor A. Para isso deveremos configurar um modelo de mapeamento sob um
espaco, cujo mapeamento seja equivalente a F,(A). Faremos isto ja vislumbrando compreender a
natureza de F,(A) sobre uma aplicacdo mais simples de se estudar, esta aplicacdo serd justamente

o modelo equivalente citado.

6.1 Conjunto de Cantor

O objetivo desta secdo € dar um modelo para a estrutura dindmica da aplicacao quadratica
sobre o conjunto de Cantor A, que adiante comumente referenciaremos somente por A. Para
isso deveremos configurar um modelo de mapeamento sob um espago, cujo mapeamento seja
equivalente a F,(A). Mas também, ainda precisaremos de um espaco no qual tal modelo atuara.

A este estudo chamamos de Dinamica Simbolica.

98
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Os pontos no espaco que estamos por definir deverdo ser sequéncias infinitas de 0’s e 1’s.
Associaremos ao nimero 0 os pontos os quais caem a esquerda do ponto critico e se a orbita for
para o lado direito, o nimero 1. Assim, associamos 0 para esquerda e 1 para a direita do % no

intervalo I = [0, 1], concebendo assim os conjuntos Iy e I;.

Por ora, deixemos a construcao do espago para depois para pensarmos na seguinte questao.
O que € o tal Conjunto de Cantor A'? Serd que ja o conhecemos? Retomemos as propriedades de

conjunto de Cantor Triddico apresentadas no Capitulo 2.

Definicao 6.1.1 Conjunto de Cantor: Um conjunto de Cantor A C R é subconjunto compacto,

perfeito e totalmente desconexo.

De maneira equivalente, podemos estender essa defini¢io para espacos como R? e C.
Porém, em cada espaco métrico temos que definir claramente o significado de conjunto totalmente

desconexo e subconjunto perfeito.
Exemplo 6.1.1 O conjunto de Cantor Triddico é um conjunto de Cantor.

J4 demonstramos este fato em capitulo anterior.

Trataremos a seguir de um A obtido no intervalo unimodal [0, 1] aplicado sobre a Fy,
particularmente quando y > 4 - € quando ocorre uma dindmica mais interessante de F,,, onde nos
deparamos com um comportamento cadtico num conjunto "pequeno”. Observe que, para u > 4, 0
valor maximo % de F,, € maior que 1. Observa-se que alguns pontos deixam / apés uma iteragao
de F},, veja figura~6.1 . Denotaremos o conjunto de tais pontos por Aj. Note que Ap € um intervalo
aberto com centro em % e possui a propriedade de que se x € Ag, entdo F,(x) > 1, F, 5(x) <0
e Fj(x) = —oco. Desse modo, compreendemos que A € o conjunto de pontos 0s quais escapam

imediatamente de /. Todos os outros pontos, isto € sdo os x € I que ndo estdo em Ap, permanecem

em / apds uma iteracdo de F,.

Seja A1 = {x € I|F,(x) € Ap}. Se x € Ay, entdo Fﬁ > 1, Fﬁ(x) < 0, e como antes

Fjj(x) — —oo. Indutivamente, seja A, = {x € I|F;(x) € Ao}, tal que A, consista de todos os

'Um justificativa para a escolha de A para representar este conjunto de Cantor pode ser encontrada em [15],
p.48-49.
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pontos os quais fogem de / na n + 1-ésima iteracdo. Como acima, se x recair em A, ocorrerd que

a Orbita de x tenderd ao —oo.

Desde que sabemos o destino final de qualquer ponto o qual cai sobre A, nos resta apenas
analisar o comportamento daqueles pontos que nunca escapam de /. Serd que o conjunto formado

por esses pontos € vazio? A resposta € ndo, observe que os extremos de /, istoé x = 0e x = 1,

(o)

nunca escapam de /. Infere-se que, se todos os pontos que saem de / estdo em U A, . Entdo, o

n=0
conjunto de pontos que permanecem em / estdo em

I—UAn.

n=0

E este € o conjunto de Cantor o qual desta vez denotaremos por A - passos da constru¢cao podem
ser compreendidos com as Figuras (6.1, 6.2 € 6.3.) das iteragdes da aplicagdo F,(x) para u > 4.
De fato o é, pois A C I é compacto, tem interior vazio, e do modo que construimos podemos
concluir também que nio contém pontos isolados e ndo € enumerdvel - ou seja, € um conjunto de
Cantor. Vale ressaltar que, ndo se trata do mesmo Cantor que construimos no segundo capitulo -
o Cantor Triddico. Uma vez que o primeiro € obtido por aplicacOes recursivas de 3x, o ultimo foi

obtido por ux(1 — x) com u > 4.
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Figura 6.1: Gréfico de F,(x) para u > 4.
2
1.5
1
0.5
v Ag
-0.4 -0.2 ‘A.1 0.2 0.4 0.6 0.8 Al 1.2
Id
—0.5

Figura 6.2: Gréfico de Fi(x) para u > 4.

2
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Figura 6.3: Gréfico Fﬁ(x) para u > 4.

Observacao 6.1.1 Vale ressaltar que estamos imersos num contexto de um Cantor obtido de F),
com um pardmetro maior que 4, logo suas derivadas serdo mais altas. Por outro lado, quando o
pardametro é maior que 4, porém ainda assim estd muito proximo de 4 a derivada ja ndo é tdo alta
quanto deveria para usarmos uma demonstracdo usando o cdlculo e a regra da cadeia. Desse
modo, nos deparamos com uma dificuldade, trata-se de como de fato concluir a caracteristica de
ser totalmente desconexo - que de fato ndo é trivial. Em verdade, uma vez que o conjunto que
sobra repele intervalos de I tal como um conjunto de Cantor Ternario, o A que tratamos aqui
retira pequenos pedacos de I - mas mesmo assim se despedaca tornando-se totalmente desconexo.
A verificacdo de se u > 4, com u proximo de 4, implicando que A é de fato um conjunto de Cantor

pode ser encontrada em [22] p.30-33.

Observacao 6.1.2 A garantia de que A é um conjunto totalmente desconexo ocorre mediante a
observagdo de que p é grande o suficiente tal que |F,(x)| > 1 para qualquer x € Iy U I;. Observe
que se 11 > 2 + V5, entdo deve existir A > 1 tal que |F,(x)| > A para todo x € A. Pela regra da

cadeia,

(FLY ()l = 1FLY (0l - 1FL0l > (Y (0] - 4

[(FY ()] > [(F) (x)] - "2

(FIY ()] > A"

Queremos concluir que A ndo contém intervalos. Suponhamos por contradigcdo que dados

x,y € A, x #y, tenhamos [x,y] C A. Desse modo, como |(F;)(a)| > A" para todo « € [x,y].
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Tome n tal que A"|y — x| > 1. Desta maneira, pelo Teorema do Valor Médio,

|Fi(y) = Fi(x)] > "y — x| > 1.

Como a medida de I ¢ 1, temos que F,/(y) ou F;/(x) estd(do) fora de 1. Mas isso é uma

contradicdo, afinal esses dois pontos estao em A! Portanto, A\ é totalmente desconexo.

Exemplo 6.1.2 Consideremos a aplicagdo F,  5(x) = (2+ V3)x(1 = x) sobre I = [0,1]. Observe

seu grdfico com diagrama de teias a seguir.

1d

Ir

Figura 6.4: Aplicacdo F, ().

s . z 2+\/§ < .
Observe que, o valor maximo de F, s € =7= que ¢ maior que 1. Observa-se que alguns

pontos deixam / apds uma iteragdo de F,, 5. Denotaremos o conjunto de tais pontos por Ag.
Note que Ag € um intervalo aberto com centro em % e possui a propriedade de que se x € Ao,
ntao F. > 1, F? < F" — —oo. Em ver n Ay tratam-
entdo F,  s(x) , 2+\/g(x) Oe 2+\/g(x) verdade, os pontos de A tratam-se do
intervalo (%, %) os quais de fato escapam de I rapidamente ap6s uma iteragéo de F, . Todos os
outros pontos sdo os x € I que ndo estdo em Ay, isto €, sdo os que permanecem em / apds uma

iteragdo de F, 5.

: _ ) 3
Seja Ay = {x € I|F, 5(x) € Ao}. Se x € Ay, ento F2+ > 1, F2+\/§(x) < 0, e como

V5

antes F" _(x) — —co. Indutivamente, seja A, = {x € I|F" _(x) € Ao}, tal que A, consista de
2+V5 2+V5

todos os pontos os quais fogem de I na n + 1-ésima iteracdo. Como acima, se x recair em A,

ocorrerd que a Orbita de x tenderd ao —oco. E tal como anteriormente, estamos construindo um

conjunto compacto e que nao contém intervalos. Infere-se que, se todos os pontos que saem de /

(o]
estdo em U A, . Entdo, o conjunto de pontos que permanecem em / estdo no complementar de
n=0
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[S¢]

U A, em I. E este é outro exemplo de conjunto de Cantor A. Vale ressaltar que o contexto da
n=0
busca dos pontos que permanecem em I que fizemos pode ser sintetizado na compreensao de que

estamos buscando o complementar do conjunto cujas pré-imagens dos pontos recaem em Ay.

Observacio 6.1.3 Tal como argumentado para a aplicag¢do Ty, com u > 2, podemos exprimir as

seguintes reflexées sobre F,, para yu > 4: F,(A) C A, isto ¢, o conjunto de Cantor é um invariante
1

pela aplicagdo quadrdtica F,(x); e como p = 1 — — > 0 ¢é ponto fixo repulsor, entdo os pontos
u

que culminam neste fixo também terdo orbita repulsora, logo A é uma fonte para F),.

6.2 Dinamica Simbolica

Nesta secdo tomaremos nossa atenc@o para a busca de um modelo equivalente a F, em A.
Isto €, deveremos estruturar um modelo de aplicac@o sob um espaco métrico, cuja transformacgao
desse modelo no seu respectivo espago seja equivalente a F,(A). Os pontos no espago que estamos
por definir serdo sequéncias infinitas de 0’s e 1’s. Associaremos ao nimero 0 os pontos os quais
caem a esquerda do ponto critico e se a orbita for para o lado direito, o nimero 1. Retomemos a

concepcao do espago com a seguinte defini¢ao.

Definicdo 6.2.1 O espaco X, é um conjunto cujos elementos sdo sequéncias infinitas de inteiros

positivos com cada entrada da sequéncia variando entre 0 an—1, isto é, X, = {s = (sos152 -+ )|s; =

0,1,2,--- ,oun—1}.

Observe que itinerario de x é uma sequéncia S(x) = sgs152---. Desta forma, ¥, € um
espaco de sequéncias infinitas de inteiros entre 0 e n— 1. Assim compreendemos que, X, € o espago
de sequéncia sobre os simbolos 0 e 1. Observe que os elementos de X, sdo sequéncias infinitas de
inteiros, como (00000 - - -), (01011010---)e (11111 ---). De todo modo, se dissermos agora que
Ip € o conjunto dos pontos que caem a esquerda do ponto critico e I, a direita deveremos fazer
equivaléncia do seguinte modo, se F l{ (x) € Ip,entdo s; = 0ese F, ’j (x) € I1,entdo s; = 1. Portanto,
ao compreender que o itinerdrio de x € um sequéncia infinita de 0’s e 1’s, depreendemos que S(x)

(S : A — X3) é um ponto no espago sequencial X,.

Ademais, precisamos ainda de uma métrica para este modelo para falarmos da topologia

deste espaco X,. Portanto, compreendemos que devemos construir X, sobre um espago métrico.
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Inicialmente, consideremos duas sequéncias s = (sosys2 - -+ ) et = (fot1t; - - - ), definiremos

a distancia entre elas como

(o)

s; — 1
dzzsl‘ Z l

i=0

Observacao 6.2.1 Escreveremos simplesmente d[s,t] ou d no lugar de ds,|s,t] quando nédo houver

ambiguidade.

Exemplo 6.2.1 Sejam s = (sos152---5j--+)et = (totita---tj--- ) elementos de X5, com sj =0 e
tj = 1 para todo j, entdo a distancia d[s,t] = 2. Pois, para todo jvale |s; — t;| = 1, obtemos assim
da equagao (6.2) que

1
=05 =2

Jj=0

Note que como as sequéncias sO podem estar a esquerda ou a direita do ponto critico, logo

para cada i, |s; — #;| resultard apenas em O ou 1. Isto nos permite concluir que a série d = d[s, ]

[e¢]
€ uma série infinita, a qual é dominada pela série geométrica Z 5= 2. Ou seja, d também ¢é

i=0
convergente.

Exemplo 6.2.2 Vejamos outro exemplo, sejam s = (001001001 ---), t = (101010---) € Z;. Te-
10

mos que, d[s,t] = 5 Afinal, (|s; — t;])ien = (1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0, - - - );en. Da sequéncia

das i-ésimas distancias, observamos que se i € {4,10,16,---} a diferenca é uma unidade, vale o

mesmo parai € {5,11,17,---} ei € {0,6,12,18,- - - }. De modo geral ocorre que

1 1 1 1 1 1
d[s’t]_1+0+0+0+2_+§+§+0+0+0+210+E+ﬁ+0+ 6.1
Depreende-se, quando o resto da divisdo de 6 por i for menor que 3, |s; — t;| = 1, caso

contrario é 0. Desse modo, reescrevendo a soma em (6.1), obtemos

(6.2)

o SR
d[s,t]—;ﬁ ;2— ;
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Mas também, observe que

;ﬁzl—%’;ﬁ‘l:f'l_i ¢ 22&-2:?'1_1

Desse modo a soma em (6.2) resulta em

1 1) 64 22+24+2° 560 70 10

(1
i) = —— [+ = +1] = 2. - .
Ls.1] (24+25+ 63~ 638 63 9

-3
Proposicao 6.2.1 Ocorre que d é uma métrica de X,.

Demonstracdo. Observemos que, d[s,t] > 0Vs,t € X, e d[s,t] = 0 se, e somente se s; = t; Vi.
Mas também,

Isi — ;] = |t; —si| = d[s,t] =d][t,s].

E finalmente se r, s, € 25, entdo

Iri = sil +|si =il 2 |ri —t:| = d[r,s]+d[s,t] 2 d[r,1].

Uma vez que X, estd munido de uma métrica d, dizemos que o par (X,d) é um espago
métrico. E assim, a métrica d nos permitird inferir propriedades topolégicas sobre os subconjuntos
de 2, como: a existéncia de conjuntos abertos ou fechados; proximidade e convergéncias de tais

sequéncias; e a continuidade de aplicag¢des definidas em X;.

1
Proposicao 6.2.2 Sejam s,t € Xy com s; = t; parai = 0,1,2,...,n. Entdo d[s,t] < Tk Em

1 :
contrapartida, se d[s,t] < o entdo s; = t; parai < n.

Demonstracdo. Se s; = t; comi < n, entao

S si—nl o dsi—sil oo Isi— gl S
D P e I A
1= 1= i=n+

i=n+1

Logo,
d[s,t] < —.
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Por outro lado, pela contrapositiva se s; # t;, ou seja |s; —t;| = 1, para j < n. Entdo

devemos ter

=Gl oo lsi— Gl Isi -l
Aorl= ), =5 =0y v L Ty
i=0 =0 j=n+1
n (]
1 s;i—t
_ — 4 Z |] ]|
2J 2J
j=0 j=n+1
-1 1
=0 2
Portanto,
1
d[s,t] > ?

. : ~ 1
E, equivalentemente, se s; = t;, para j < n, entdo d[s,?] < >
|

Posterior ao contingente inicial apresentado podemos portanto definir a aplicacdo shift,
cuja apresenta reconhecivel importancia para a modelagem da dindmica que queremos descrever

sobre Fj,.

Definicao 6.2.2 A aplicacdo shift (o : £y — X,) é dada por o(s) = o (sps152---) = (515283 - ).

Note que a"(sos152 ) = (SpSps1 -+ )-

A aplicag¢do o ndo € injetora em X, uma vez que podemos ter o(s) = o (), bastando por

exemplo ter s = (010010---) et = (110010 - - -) se diferenciando, no caso, apenas em sy € f.

Para concluir coerentemente a modelagem na dindmica simbdlica que estamos construindo
seria interessante que a aplicacdo shift fosse continua. No entanto, para concluir a continuidade

de shift deveremos utilizar a métrica d construida anteriormente.
Proposicao 6.2.3 De fato, o : Xy — X, é continua.

Demonstragd@o. Seja e > 0e s = (sos1s2--+). Tome n tal que 1/2" < &. Seja § = 1/2"*. Se

t = (sos1s2 - +) satisfaz d[s,t] < 6, entdo pela Proposi¢dao 6.2.2 resulta s; = f; parai < n + 1.



108

Desse modo, o (s) e o(¢) possuem as mesmas entradas em todo i < n + 1, isto €, i < n. Portanto,

novamente pela Proposi¢do 6.2.2, obtemos que d[o(s),o(t)] < 1/2" < &.
|

Interpretemos alguns pontos que obtivemos até aqui. Observamos que os pontos pe-
riddicos correspondem a repeti¢cdes sequenciais, afinal sdo todos sequéncias na forma s =
(50" Sn=1,80 """ Su—1,50 - Sp—1 - -+ ). E desse modo, existem ao todo 2" pontos periddicos de
periodo n para o, veja que se p é uma sequéncia de n casas que representa justamente as possi-
bilidades de cada uma das n entradas teriamos: p = (2,2,2,---,2,1)ou p = (1,2,2,---,2,2). Ao
todo sdo 2! + 271 = 2" possibilidades. Ou seja, cada um dos 2" pontos periédicos de periodo
n para o é gerado por uma das 2" sequéncias finitas de Os e 1s de comprimento n. E interessante
observar que pelo raciocinio seguido conseguimos responder diretamente que a quantidade de

pontos periddicos que o teria em X, seria n'".

Depreende-se também que o conjunto dos pontos periddicos de o, Per(o), forma um
denso subconjunto de X, afinal Per(o) = X,. Haja visto que ao tomar 7, € X, uma sequéncia de
pontos periddicos de periodo n cuja converge a uma sequéncia s € X, desta maneira, estaremos
construindo uma situacao em que temos duas sequéncias distintas em X, com as n-ésimas primeiras
entradas iguais. Pela Proposicdo 6.2.2, resulta que d[t,,s] < % Assim, basta tomar ¢ tal que
2" > é para se concluir que se n € suficientemente grande resulte |¢, — 5| < &. Portanto, Per (o) é

de fato denso em X,.

Diretamente, podemos dizer que nem todos os pontos em X, sdo periddicos ou pré-
periddicos. Note que qualquer sequéncia sem repeticdao ndo € periddica. Alids, em virtude da
vastiddo da ndo periodicidade, existem 6rbitas ndo peridédicas em X, as quais sdo densas em X; -

por exemplo, ade s = (010110111010111 - - -). Afinal, o fecho destas 6rbitas seria o proprio X,.

Observacao 6.2.2 Diremos também que aplicacoes as quais contém orbitas densas serdo topo-
logicamente transitivas. Posteriormente, no Capitulo 8 falaremos mais sobre a transitividade

topologica.

Dada importancia do que tratamos, vamos separar as inferéncias as quais fizemos acima

em uma proposi¢ao cuja evidenciaremo-nas unidas.



109

Proposicao 6.2.4 Ocorre que: |Per,(o)| = 2"; Per(o) é denso em X, e hd uma orbita densa

para o em X;.



CAPITULO 7

CONJUGACAO TOPOLOGICA

E interessante pensarmos em como determinadas propriedades sdo herdadas topologica-
mente, tal como a continuidade e a densidade. Serd que poderemos concluir herangas de naturezas
como repulsdes ou atragdes? No decorrer deste capitulo, nosso estudo caminhard proximo as

conclusdes mais imprescindiveis do desenvolvimento deste trabalho.

7.1 Conjugacao Topologica

Nesta secdo evocaremos conjugacdes de sistemas dindmicos na tentativa de vislumbrar
caracteristicas topologicamente herdadas e assim ponderar resultados verificados. Vale ressaltar
que nosso estudo sobre aplicagdes (de rotacdes, bem como as trigonométricas) no circulo no

capitulo 4 serd também de grande utilidade agora. Mas, afinal, o que € uma conjugacao?
Definicao 7.1.1 Dizemos que as aplicacées f e g sdo conjugadas se elas sdo relacionadas por

uma mudanga de coordenadas continua e injetora. Ou seja, se ocorre C o f = g o C para uma

aplicagao continua e injetora C.

110
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Proposicao 7.1.1 As aplicacoes Ty(x) e F4(x) vistas no Capitulo 5 sdo conjugadas pela aplicagcdo

C(x) = 1‘*("") Fi(C(x)) = C(T3(x)), para cada x € [0,1].

Demonstracdo. Inicialmente, observemos que C € de fato: continua e injetiva em [0,1]. A
continuidade segue diretamente por C ser formada por operagdes de funcdes continuas sobre
[0,1]. A injetividade ocorre pelo fato de se C(x) = C(y), entdo devemos ter cos(xz) = cos(yn).

Mas, isto resulta em x = y, logo C € de fato injetiva.

1 — cos(mx)

Figura 7.1: Homeomorfismo C(x) = >

Agora, como 7T, € definida por duas sentencas para x € [0, %] e (%, 1], deveremos calcular

C(T»(x)) para as metades de [0, 1]. Inicialmente, se 0 < x < 1,
1 — cos(2mx
C(Tx(x)) = C(2x) = %
_ 2= 2cos¥(nx)
B 2

1 — cos?(nx)

sen’(7x).

1
Agora, se 5 <x <1

C(Ty(x)) = C(2 — 2x) = 126082 = 270)

2
_ 1 —cos(—2mx)
- 2
_ 1 —cos(2rx)
- 2

= C(2x).
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Desse modo, para todo x € [0, 1], entdo C(T>(x)) = sen’(7x). Analisemos agora F4(C(x)),

Fi(Clx) = 4 (1 - cc2>s(7rx)) (1 1= c(;s(ﬂx))

_4 (1 - cos(ﬂx)) (1 + cos(ﬂx))

2 2

=1 — cos?(nx) = sen*(nx), Vx € [0,1].

Portanto, F4(C(x)) = C(T»>(x)), para cada x € [0, 1].

02

Figura 7.2: Aplicagio resultante de C(T>(x)) = F4(C(x)) = sen?(7x).

Agora que compreendemos o que € uma conjugacdo neste contexto, exigiremos uma
natureza mais bem designada. Afinal, estamos buscando ponderar herangas de essé€ncia topoldgica

pelo viés das conjugagdes. Adicionaremos a conjugagdo a caracteristica de ser um homeomorfismo.

Definicao 7.1.2 Sejam f : X — X e g : Y — Y dois sistemas dindmicos, tais que X e Y sdo
espagos topologicos. Tais espacos sdo topologicamente conjugados se existir um homeomorfismo
h:X — Y tal que ho f = g o h, ou equivalentemente h(f(x)) = g(h(x)). Nos referiremos a h

como conjugagao topologica entre f e g.

Interpretamos da Definicdo 7.1.2 que dizer f e g sdo aplicacdes topologicamente conjuga-
das, significa que as dindmicas destas aplicacOes sobre X e Y, respectivamente, sdo equivalentes.
Além disso, que a conjugacgdo topoldgica 4 nos permite vislumbrar como sdo as Orbitas de um
conjunto, digamos o X, estudando as 6rbitas do outro topologicamente conjugado, nesse caso Y,

e vice-versa.
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Observacao 7.1.1 Da Proposicdo 7.1.1 e da Definicdo 7.1.2 concluimos diretamente que as
1 —cos(m - x)
2

cada x € [0,1]. Uma vez que, para verificar a conjugacdo topologica so faltaria garantir que C é

aplicacoes T, e Fy sdo topologicamente conjugadas pela aplicacdo C(x) = para
um homeomorfismo, no entanto isso é direto. Ao passo de que a aplicacdo C é continua e injetiva
sobre [0,1], e assim a inversa C~' também serd continua. Ver Teorema 4.17 de [24]1. Desse
modo, de fato C é um homeomorfismo sobre [0,1]. Portanto, C é uma conjugacdo topologica de

F4 e T2.

Exemplo 7.1.1 Existe uma conjugagdo topolégica entre Q_» = x> — 2 em [-2,2] e a tenda T>(x)

em [0, 1].

Veja que se definirmos uma fungéo 4 : [0, 1] — [-2,2] por h(x) = 2 cos(r - x) e dissermos
que ela é o homeomorfismo que conjuga Q_, e 7>. Entdo deveremos provarque Q_,oh =hoT,

e que & € um homeomorfismo.

Mas observe que o ultimo ponto segue diretamente, afinal / € injetora e sobrejetora. Para
verificar tais propriedades basta supor que f(x) = f(y) para x, y € [0,1] que se concluird que
x = y,istoé, ainjetividade. A sobrejetividade segue do fato de todo ponto em [—2,2] ser imagem de
um em [0, 1], dadas continuidade e monotonicidade de /, podemos concluir que A([0, 1]) = [-2,2].
Logo, i é uma bijegio e possui inversa. Da continuidade sobre [0, 1], temos que a inversa /™!

também sera continua. Ver Teorema 4.17 de [24]2. Desse modo, de fato 4 € um homeomorfismo.

-6 -l4 -12 -1 08 06 04 02 0 02 04 \o0

Figura 7.3: Homeomorfismo Ah(x) = 2 cos(mx).

'Ver Rudin (1976, p.90).
2Ver Rudin (1976, p.90).
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Agora, observe que

0 -2(h(x)) = (h(x))* =2 = 4cos*(nx) -2
= 2(2cos?(nx) — 1)
= 2(cos*(nx) + cos*(nx) — 1)
= 2(cos*(nx) — sen*(7x))

= 2cos(2mx).

Como T é definida por duas sentengas, devemos ter cuidado sobre qual intervalo estamos
fazendo as composicdes. Desse modo, consideremos inicialmente 0 < x < 1/2, e sobre este

intervalo estamos falando de 7>(x) = 2x. Assim,
h(T>(x)) = h(2x) = 2 cos(2mx)

e concluimos a validade da composicdo para 0 < x < 1/2. Tomemos agora 1/2 < x < 1, ou seja,

estamos falando de 7>(x) = 2 — 2x. Logo,

Ty (x)) = h(2 = 2x) = 2cos(2m — 27 x)
= 2cos(—2mx)

= 2cos(2mx).

Portanto, concluimos que 4 € uma conjugagao topoldgica de Q_, e 7.

Exemplo 7.1.2 Sejam f : X — X, g : Y - Y e h : X — Y um homeomorfismo tal que

ho f = go h. Consideremos a orbita futura de xo € X sobre f,

0*[xo] = {x0,x1 = f(x0), x2 = f2(x0),- %0 = f(x0) -+ }.

Considere também yoy = h(xo) € Y. E observe que

O0*[yol = {yo,y1 = g0)s y2 = 82(¥0)s*+* »¥n = &" (Vo) -+ }-
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Portanto, pela Definicdo 7.1.2 temos que O*[xo] e O*|[yo] sd@o equivalentes sobre h - uma
vez que f e g sdo topologicamente conjugados por h. Uma vez que, também podemos concluir

yn = h(x,) para todo n > 0.

A ultima sentenga do exemplo anterior nos propde uma propriedade essencial aos capitulos

que seguem. Desse modo, estabeleceremo-na como uma proposi¢ao.

Proposicao 7.1.2 Sejam f : X — X, g : Y > Y e h: X — Y um homeomorfismo tal que
hof=goh Sexye Xeyy= h(xy) €Y, entdo é valido que y, = h(x,), para todo n > 0 - ou

equivalentemente, que g"(h(xg)) = h(f"(xo)) para todo n > 0.

Demonstracdo. Consideremos para n > 0 a propriedade P(n) : g"(h(xo)) = h(f"(x0)). Tem-se

que:
i) se n = 0. Pelo lado esquerdo ocorre, g°(h(xp)) = h(xp). Pelo direito, A(f(x0)) = h(xo).
Desse modo, P(0) é verdade por hipétese.

ii) se n = 1. Pelo lado esquerdo ocorre, g(h(xp)). Pelo direito, h(f(xp)). Desse modo, P(1) é

verdade por hipétese.

iii) se n = 2. Pelo lado esquerdo ocorre, g%(h(xp)) = g 0 g o h(xg) = g o h o f(xp). Pelo direito,
h(f?(x0)) = ho fo f(xg) =goho f(xp). Desse modo, P(2) é verdade.

iv) Suponhamos para k > 0 que P(k) é verdadeira. Ou seja, temos como hipétese de indugio

g"(h(x0)) = h(f*(x0))-

v) Devemos mostrar que P(k + 1) é verdadeira. Ou seja, temos como tese de indugdo

g (h(x0)) = h(f*(x0)).
Observemos que como g“*!(h(xg)) = g o g* o h(xp). Pela hipétese de inducio,

g""(h(x0)) = g 0 g* o h(x0)

=goho fXx).
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Desse modo, g¥*1(h(xg)) = go ho fX(xg) = ho fo f¥(xp). Portanto, g€+ (h(xg)) =
h(f**1(xp)), o que significa que P(k + 1) é verdadeira. Por fim, pelo Principio da indugio finita,

concluimos que a propriedade P(n) : g"(h(xg)) = h(f"(xo)) é verdadeira para todo n > 0.

Observacio 7.1.2 Além disso, sendo h um homeomorfismo, existe h™'. E como g"(h(xg)) =
h(f"(x0)) para todo n > 0. A coeréncia de nossas interpretacoes sobre a Definicdo 7.1.2 se

concluem consonantemente, uma vez que desta relacdo sempre podemos obter:
hofoh'=gohohl=g hlogoh=hlohof=Ff
E pela proposicdo anterior, generalizamos para todo n > 0:
hofloh=glohoh™ =g" hloghoh=h"ohof"=f"

Exemplo 7.1.3 Jd vimos que as aplicacoes Tr(x) e F4(x) sdo conjugadas topologicamente pela
1 —cos(m - x)
2
ponto periodico de periodo k para T, entdo C(p) é um ponto periédico de periodo k para F.

aplicacdo C(x) = para cada x € [0,1]. Mas também, é verdade que se p é um

Afinal, pela Proposi¢do 7.1.2, obtemos que se x € [0, 1], entdo F;'(C(x)) = C(T5(x)) para
todo n > 0. Desse modo, sendo p um ponto periddico de periodo k para 7>, isto € T2k (p) = p.

Obtemos C(Tzk(p)) =C(p)e C(TZI‘@)) = Ff(C(p)). Portanto, Ff(C(p)) = C(p), isto é, C(p) é um

ponto periddico de periodo k para Fj.

O que vimos anteriormente, nos vislumbra a garantia de periodicidade dos pontos que sera
herdada gracas a conjugagdo topoldgica. J4 vimos que o itinerdrio de x € X, é uma sequéncia
S(x) = (sos15283-+-), com s; = 0 ou 1. A conclusdo deste nos confronta que o objetivo daquela
conceituagdo era determinar um modelo que bem representasse o sistema dindmico F,,(x). Nossas
conclusdes nos indicavam que este modelo era o shift, o. Desse modo, agora nos € interessante
herdar tais propriedades do modelo shift em F),, como a cardinalidade dos pontos periddicos, a
densidade do conjunto dos pontos periddicos sobre o espago em que F), € aplicada e a existéncia
de o6rbita densa. Para isso € indutivo que precisaremos exibir um homeomorfismo que conjugue
o com Fy, para assim ponderar a validade das propriedades herdadas. A priori, necessitaremos

definir a seguinte relagao.
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Definicao 7.1.3 Se o itinerdrio de x € X, é uma sequéncia S(x) = (sos15253--+), com s; = 0 ou

1. Consideraremos que se Fl{(x) € Iy, entdo s; = 0, mas se Fﬁ(x) €el,sj=1
Teorema 7.1.1 Se yu > 2 + V5, entdo S : A — 3, é um homeomorfismo.

Demonstracd@o. Observemos a priori que devemos verificar as seguintes caracteristicas: injeti-
vidade de S, sobrejetividade de S e continuidade de S e S™'. Vejamos a primeira. Sejam x e y
pontos distintos em A, suponha que S(x) = S(y). Entdo, para qualquer n, devemos ter que F;(x) e
F};(y) projetam-se sobre o mesmo lado, Iy ou ;. Assim, obtemos que £, € mondtona no intervalo
entre F//(x) e F/(y). Por conseguinte, todos os pontos entre F;(x) e F;(y) permanecem em /o ou
I, isto €, Iy U I;. No entanto, isto € uma contradicao, afinal teriamos que o Cantor A é formado
por intervalos, sendo que este na verdade € totalmente desconexo. Portanto, garantimos assim a

injetividade de S.

Analisemos a sobrejetividade de S. Seja B C I um conjunto fechado. Consideremos

F,"(B) = {x € I; F);(x) € B}.

Observe que se y € B, entdo F,"(y) € a n-ésima Orbita passada de y. Dada a ndo
monotonicidade de F, em I € diretamente conclusivo que dois intervalos, um em I € outro em /i,
equidistantes de 1/2 resultam pela F,, em um mesmo intervalo. Desse modo, sobre a pré-imagem
F, (B) podemos concluir que, sendo B um conjunto fechado, consiste em dois subconjuntos, um
sobre Iy e outro em I;. Seja s = (sos152---) € Zp. Devemos mostrar que existe x € A tal que

S(x) = s. Consideremos o seguinte conjunto,

{x €el;xe Iso,Fu(x) € Isl,' e ’F/Zl(x) € Isn}-

De forma conveniente, denotaremos este conjunto como Iy, ...s,. Observe agora que

Ly, = Iyy N F ' (I 5,)

=1Ly N F (L) 0 F P (Lyes,)

= I, NF ') NN F ().
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Gostariamos de concluir que (1,5 Is,---s, # 0, para assim obtermos que se x € ()50 Lsy---s,»

entdo Ix € Iy,..;,, paran > 0. Pois desse modo, terfamos construido um x € A tal que S(x) = s.

Desse modo, fagamos a seguinte afirmagdo, quando n for suficientemente grande, I, ...;,
formard uma sequéncia ndo vazia de intervalos encaixantes. Veja diretamente que se I,...;, = 0,
para 1 < i < n, entdo Iy,...,, = 0 - e assim nossa construgdo seria inconclusiva. Desse modo,

reforcamos que supomos Ij,...,, € um subconjunto ndo vazio, com 1 < i < n. Decorre como

n

anteriormente, F, ! (I, ...5, ) consiste em dois intervalos fechados, um em Iy e outro em /. E assim,

pelo passo indutivo

Isos1 = Iso N F#_I(Isl---xn) - Iso»

Isoslsz = Isosl N F#_Z(Is ) C I

2°"Sn 0812

IS()SISZSS 05152

= Lyysi5, N F 2 (Isyens,) C I

Iy

on

= Isoxl-~~ N F'L:n(lvn) C Isosl-ns,,,l-

Portanto, obtemos uma sequéncia de intervalos encaixados

I...s, C 1 C - Clgysy59s3 C Lspsysy C Lgpsy C I

051" Sn—1 0°

que vale para todo n > 0. E consequentemente, podemos concluir que ()5 Zs,--s, Do € vazio.
Uma vez que S € injetiva ao se fazer n — oo tais intersecoes resultariam em um tnico ponto. Logo,
s€ X € (>0 Isy---s,, €ntdo x € Iy, - - ,F;}(x) € I, paran > 0. O que garante a sobrejetividade de

S. Logo, S é uma bijecdo e portanto admite inversa S~'.

Por fim, as continuidades de S e S~!. Seja x € A, suponhamos que S(x) = (sgs152- ).
Sejam € > 0 e 6 > 0. Tomemos n tal que 1/2" < &. Consideremos /y,...,, subconjuntos fechados,
tal como anteriormente, para as possiveis combinagdes (7of; - - - t,). Note que esses subconjuntos
sdo todos distintos, e portanto disjuntos. Mas também, que A C |J I,..,,. Veja que se pensarmos
em uma sequéncia p = (po,p1,- - ,pn) de n + 1 casas que representa justamente as possibilidades
de cada uma das n + 1 entradas de (#pt - - - t,,) teriamos ao todo plag possibilidades de elementos
dessa sequéncia, uma vez que a cada p;, com 0 < j < n, hd duas possibilidades "0" ou "1". Assim,

existem 2! subconjuntos I...;, , € Iy,...;, € um deles. Se y € A, tomemos ¢ tal que |x — y| < ¢.
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Desse modo, devemos ter que y € Iy,..s,. Por conseguinte, y e x possuem as n + 1 primeiras

entradas em comum para S. Destarte, pela Proposicdo 6.2.2,

5, (S0, S0 < 55 < &

Assim, concluimos a continuidade de S. Além disso, sua inversa S~! : £, — A também
¢ continua, afinal X, é compacto e S € continua e injetiva. Ver Teorema 4.17 de [24]3. Por fim,

temos que S € de fato um homeomorfismo.

Teorema 7.1.2 S conjuga Fj, e o, isto é, So F), = 0 o §.

Demonstracdo. Do teorema anterior vimos que se x € A, entao ele deve ser obtido por intersecoes
de intervalos encaixantes. Isto é, um ponto x € A deve ser obtido por intervalos encaixantes

(>0 Ls,--s, determinados pela érbita de S(x). Vimos também que

Ly, = Iy N F ' (Ig) 0 -+ 0 (I,

= () Ft ).
k=0

Como F,(I,) = 1. Temos que
n n
F# (IS()“'Sn) = F/l ﬂF,t:k(Isk) = ﬂFﬂ_kH(lsk)
k=0 k=0

n n
=10 EX ) | = () FF )
k=1 k=1

=1, NF'(I,) N0 F () = I

1828y *

3Ver Rudin (1976, p.90).
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Por conseguinte,

S o F‘u(_x) =So F/i ﬂ IS‘O"’Sn

n>0

=S mlsl---sn = (515282 +)

= o (595185282 +) = 0 o S(x).

Corolario 7.1.1 Se > 2+ V5, entdo S : A — 3, é uma conjugagdo topolégica de F,eo.

Demonstracdo. A conclusdo segue diretamente dos Teoremas 7.1.1 e 7.1.2.
]

Ao se garantir a conjugac¢ao topoldgica ndo obtemos somente que determinados conjuntos
herdam propriedades de outros conjugados, como decidimos tratar aqui para simplificar as no¢des
iniciais. Em topologia, na verdade, inferimos que estamos concluindo que os espagos topologica-
mente conjugados sdo equivalentes. Ou seja, F,(A) e o(X5), para u > 2 + /5, sdo homeomorfos
gracas a S, isto &, eles sdo equivalentes. A maneira mais conveniente, podemos entender que
suas dinamicas s@o completamente equivalentes. E desse modo, as caracteristicas concluidas nas
proposigdes e teoremas no capitulo 6 para o sobre X, também sdo verdadeiras para F), sobre A,
sendo u > 2 + V5. Sobretudo a Proposicdo 6.2.4, que neste capitulo referenciaremos como o

seguinte teorema.

Teorema 7.1.3 Seja F,(x) = ux(1 — x) com pu > 2 + V5. Entdo: |Per,(F,)|l = 2"; Per(F,) é

denso em A; e F,, possui uma orbita densa em A.

Depreendemos que os ultimos trés teoremas nos permitem vislumbrar a poténcia e aplica-

bilidade da Conjugacao Topoldgica e da Dinamica Simbdlica.

Exemplo 7.1.4 Seja Q.(x) = x> + ¢. Se ¢ < 1/4, existe um tinico yu > 1 tal que Q. é conjugada

topologicamente com F,(x) = u - x(1 — x) por uma aplicagdo da forma h(x) = ax + .
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Demonstracdo. Sobretudo devemos concluir que, fixado ¢ < %, existe pu talque ho F, = Qc.ohe

sendo u > 1, entdo este € unico. Inicialmente, veja que

h(Fy(x)) = apux(1 -x)+pB

Q.(h(x)) = a*x> + 2aBx + B + ¢

Para se ter a igualdade da conjugacdo, precisamos da igualdade dos polindmios. Desse
modo, devemos ter que
2 a#0
—au=a° = u=-«a
a#0
apu=2af = pu=2p

p=p+c

E assim, obtemos que u” — 2 + 4c = 0. Mas, tal equagio possui solucio sobre y, uma vez
que

(u—12=1-4¢c = pu=1+V1-4c. (7.1)

Portanto, garantimos a existéncia de u. E pelo obtido em (7.1), das duas possibilidades,

apenas u = 1 + V1 — 4¢ € maior que 1.

Observacao 7.1.3 Determinado tais resultados sobre topologias equivalentes, nos é interessante
também observar que a equivaléncia topologica, isto é, 0 homeomorfismo de espacos topologicos
também se corresponde através da transitividade. Ou seja, se uma aplicacdo f| é topologicamente
equivalente a uma aplicacdo f, e a aplicacdo f> é topologicamente equivalente a uma aplicacdo

f3, entdo a aplicacdo f é topologicamente equivalente a f3.

Afinal, sejam f; : A; — Bie hj : Bj — Bjy,comi = 1,23 e j = 1,2, tais que

hio fi=frohiehyo fo = f30 hy e hj seja conjugacdo topoldgica. Mas observe que

hyohyofi=hyo fooh

= fzohyoh.
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Logo, se definirmos h := hy o hy : By — B3, verificamos que f; e f3 sdo topologicamente
conjugados por .

Podemos compreender tal observacao com o seguinte diagrama comutativo.

fl . Al — Bl

hi ] hil
h: A — B
hy | hy |

f3 . A3 — B3

Tabela 7.1: Diagrama comutativo da transitividade de homeomorfismos.

1 —cos(mx) | ) ~ ..
— ¢ uma conjugacdo topologica de

T, e Fy, CoT, = F40C, sobre [0,1]. Mas também que, se ¢ < 1/4, existe um tinico u > 1 tal

Exemplo 7.1.5 Vimos anteriormente que C(x) =

que Q.(x) = x> + ¢ é conjugada topologicamente com F,(x) = p- x(1 = x) por uma aplicagdo
da forma h(x) = ax + B, ambas sobre [0,1]. Observe que se estivermos considerando u = 4, na

segunda situacdo deveremos ter

4=1+Vl-4c = c=-2

a=-4ep=2

E assim, concluiremos que h o F4 = Q_; o h para o homeomorfismo h(x) = —4x +2. Logo,

hoCoTh,=hoF,0C

=Q0hoC

E portanto, o homeomorfismo h o C : [0,1] — [0, 1] definido por h(C(x)) = 2cos(mx)

também é uma conjugagdo topologica de T, e Q_».

Conseguimos verificar a equivaléncia de sistemas dinamicos pela conjugagao topoldgica, o
que de modo geral nos permite compreender equivaléncias de Orbitas, existéncia de orbitas densas,

cardinalidade de pontos periddicos e inclusive caracteristicas mais gerais como continuidade e
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densidade. No entanto, o que podemos falar sobre atracdo e repulsdo pelo viés da conjugacdo

topoldgica?

Sejam f,g : X — X dois sistemas dindmicos e 4 uma conjugacao topoldgica entre f e g
tal que h o f = g o h. Adicionaremos a hipétese de f, g e h serem derivaveis. E desse modo,

observemos que pela regra da cadeia,

(h(f(x))) = H(f(x))- f'(x), (7.2)
(g(h(x)))" = g'(h(x)) - B'(x), (7.3)
H(f(x) - f'(x) = g'(h(x)) - I (x). (7.4)

Consideremos agora que p € um ponto fixo de f e que A’(p) # 0. Desse modo, como

f(p) = p temos

g'(h(p)) - h'(p) = W' (f(p) - f'(p)
= (p)- f(p)
= f'(p) = §'(h(p)).

Infere-se que as derivadas de f e g calculadas nos seus respectivos pontos fixos p e h(p)
possuem o mesmo valor. E portanto, os comportamentos de expansdo (repulsdo) e de contracio
(atragdo) determinados pelo médulo da derivada no ponto fixo sdo bem compreendidos, afinal
preserva-se a estabilidade - assim dizendo, a mesma hiperbolicidade. Destarte, despontamos o
que buscdvamos na conclusdo deste capitulo, além da equivaléncia regrada por um homeomor-
fismo, vislumbramos que a hiperbolicidade parece ser preservada. Mas e se generalizarmos
e dissermos que p € periddico de periodo k para f, poderemos concluir analogamente que
(f5Y(p) = (g%Y(h(p))? A resposta é assentada. Uma vez compreendendo a magnitude de tal

propriedade, enunciaremo-na como um teorema.

Teorema 7.1.4 Sejam f e g sistemas dinamicos conjugados topologicamente pelo homeomorfismo
h, isto é, g(h(x)) = h(f(x)) para todo x. Se p é um ponto periédico de periodo k para f, entdo

h(p) é um ponto periédico de periodo k para g. Se h' nunca zera sobre pontos na orbita periodica
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de f, entdo

&"Y (h(p)) = (f*Y (p). (7.5)

Demonstracdo. Ji sabemos pela Proposicdo 7.1.2 que g¥(h(x)) = h(f*(x)) para todo k > 0.

Assim, pela regra da cadeia concluimos que

(" (h(0)))" = (h(f*(x))Y
1 (x) - (") (h(x)) = W' (5 (x) - () (x).

Mas por hipétese, fX(p) = p e K'(f*(p)) # 0. Logo W' (f*(p)) = W' (p) # 0. Portanto,

(") (h(p)) = (f*Y (p).

3

Vimos anteriormente que % € 7 sdo pontos fixos de T, e Fy, respectivamente. Note que

2\ 1-cos(2n/3) _3
C(§) T2 s

Como € vélido que CoT = F4oC paratodon > 0, ao aplicar o teorema acima considerando

os ponto fixos agora citados, obtemos que

F/(3/4) = Fi(C(2/3)) = T'(2/3) = 2.

Ou seja, ambos os pontos fixos sdo fontes, pois [F},(3/4)| = [T"(2/3)| = 2 > 1. No entanto,
e quanto aos outros pontos periddicos? Retomemos nosso mais recente teorema, observe que
este exige a derivada do homeomorfismo em x ndo nula na 6rbita do x. Por outro lado, como os
outros pontos fixos de 7, € Fjy sdo respectivamente x = 0 e C(0) = 0. E veja que T7(0) = 2 ¢
F;(0) =4-4-0 = 4. E assim despontamos uma das conclusdes que veremos no capitulo seguinte,
cuja reflete que todos os pontos de Perp,, isto €, do conjunto de todos os pontos periodicos de Fj,

em excecao do 0, sdo fontes.



CAPITULO 8

CAOTICIDADE

Neste capitulo oitavo, abordaremos o grande escopo deste trabalho, exprimiremos enfim
a caoticidade. Além disso, a priori vale salientar que desenvolveremos um conceito amplamente
reverberado em diversas dreas do conhecimento, modelado por ramos tedricos distintos bem
como Matemadtica. Podendo ser aplicados, por exemplo, a meteorologia, engenharia elétrica
ou ainda criptografia. Mas, inicialmente, o que seria o Caos? Uma vez compreendido que
€ possivel encontrar esta palavra em diversos contextos, reforcamos que nossa conceituacdo se
desenvolve com a discussao tedrica da caoticidade. Afinal esta serd abordada com noc¢des que
conotam instabilidade, regularidade e aleatoriedade matematicamente. Em verdade, na perspectiva
matematica, o caos pode descrever as iteracdes de uma aplica¢do definida em um conjunto e
suas consequéncias no comportamento futuro de cada ponto do conjunto fixado, com as seguintes
caracteristicas globais: Alta Regularidade: o sistema dindmico contém infinitos pontos periddicos;
Alta Aleatoriedade: dependéncia sensivel as condi¢des iniciais ou efeito borboleta; Alta Mistura

de orbitas: transitividade topoldgica (existéncia de orbitas densas no conjunto dominio).

Ademais, no que concerne o caos propriamente, embora o defina como acima, Devaney

(2003) declara:

(---) Existem muitas possiveis defini¢des de caos, em um sistema dinamico,

125
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algumas consistentes outras ndo. N6s escolhemos esta particular defini¢do, pois se aplica
a varios exemplos importantes e porque, em muitos casos, € facil de verificar. (p. 50).

Dentre diversas formas de se definir a caoticidade, assimilaremos sobre um recorte a luz de
Alligood (1996, p. 110) - o qual conceitua para a dindmica a caoticidade sobre 6rbitas. De modo
que define orbita cadtica considerando uma aplicacdo invariante da reta e um conjunto limitado
de uma O6rbita desta aplicagdo. Nessa conformidade, uma orbita serd cadtica se esta Orbita ndo
for assintoticamente periddica e o respectivo expoente de Lyapunov da érbita for maior que zero.
Inclusive, veremos posteriormente que se o expoente de Lyapunov de uma 6rbita € positivo, entdo

esta € cadtica.

Além disso, com as definicoes e teoremas da dindmica caética de Devaney e Alligood pode-
mos despontar conclusdes interessantes sobre a entropia de um sistema dinamico topologicamente.

Ademais,

(--+) Podemos dizer que a entropia mede a forma como se afastam as 6rbitas
do sistema dindmico & medida que o tempo passa. (---) A entropia topoldgica € um
invariante topoldgico, o que significa que toma o mesmo valor para quaisquer dois
sistemas dindmicos topologicamente conjugados. (BARREIRA, 2012, p. 45-46.)

Ap06s esta introdugdo do contexto geral deste capitulo, podemos enfim definir formalmente

as propriedades mencionadas.

8.1 Aplicacao cadtica

8.1.1 Transitividade Topoldgica

Definicao 8.1.1 Seja f : X — X um sistema dinamico, dizemos que f possui a transitividade
topoldgica se para qualquer par U, V de conjuntos abertos contidos em X, existir k > 0 tal que

KaHnv 0.

Assim, uma aplicacdo topologicamente transitiva tem pontos os quais movem-se sobre

iteragdes de uma pequena vizinhanca arbitraria para qualquer outra. Consequentemente, o sistema
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dindmico nao pode ser decomposto em dois conjuntos abertos e disjuntos tendo em vista que

também sdo invariantes sobre a aplicacao.

Além disso, € de certa forma, direta a observacdo de que se uma aplicacdo possuir 6rbita
densa!, entdo esta possuird a transitividade topoldgica. Vimos anteriormente que o aplicado sobre
Y, 0(Zp) C X, exprime a propriedade de que suas sequéncias ndo periddicas preenchem mais
Y, do que as sequéncias periddicas. Alids, em virtude da vastiddo da ndo periodicidade, existem
Orbitas ndo periddicas em X, as quais sdo densas. Um exemplo é s = (010110111010111---),
cujo fecho da orbita de s sobre o € o proprio X,. Ou seja, dado x € X, se o fecho da orbita
Ol x] se estende, se alastra, por todo o conjunto X cuja estd contida, isto é, € densa em X, entdo é
consecutivo que o sistema dindmico f(X) C X ndo pode ser decomposto em dois conjuntos abertos

disjuntos. Logo em esséncia esta € a caracterizacdo de f que possui a transitividade topoldgica.

8.1.2 Dependéncia Sensivel as Condic¢oes Iniciais

Definicao 8.1.2 Seja f : X — X um sistema dindmico, dizemos que f possui dependéncia sensivel
as condicoes iniciais se existir 6 > 0 tal que, para qualquer x € X e qualquer vizinhanca V; de x,

existay € Vg en 2 0 tal que | f"(x) — f"(y)| > 0.

Em outras palavras, se f € uma aplicacdo em X, um ponto x € X possui a dependéncia
sensivel as condi¢des iniciais se existir uma distancia ndo nula ¢ tal que alguns pontos proximos
de x sd@o projetados por f” em pontos que distam pelo menos ¢ de f"(x). Em alguns momentos

serd necessario retomar x nesse contingente como ponto sensivel.

Observacao 8.1.1 Geralmente, no contexto da dependéncia sensivel, quanto mais perto y estd de

x, maior deverd sern € Z,.

Além disso, depreende-se que uma aplicacdo possui dependéncia sensivel as condi¢Oes
iniciais se existirem pontos arbitrarios proximos de x os quais eventualmente se separam de x por
pelo menos 6 sobre k iteragdes de f, para k suficientemente grande, mas basta ser pelo menos um

desses pontos em todas as vizinhancas de x.

IE também vilido que se possui transitividade topolégica, entio possui 6rbita densa. No entanto, acrescenta-se a
hipétese de estarmos sobre compactos da reta ou do circulo unitdrio. Para provar isto precisariamos do Teorema da
Categoria de Baire.
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Proposicao 8.1.1 Para qualquer aplicacdo f sobre uma fonte sempre ocorre a dependéncia

sensivel as condicoes iniciais.

Demonstracdo. Sejam a aplicacdo f : X — X e A C X. Suponha que A seja uma fonte sobre a
aplicagdo f, isto €, todos os pontos de A sdo repulsores. Desse modo, se x € A, entdo | f'(x)| > 1.

Logo, é valido que se y € A, entdo | f(x) — f(¥)| > |x — y|. Sejad > O tal que |x — y| > §. Assim,

|f(x) = DI > [x =y > 6.

Pela Definicdo 8.1.2, temos que sobre A a aplicacdo f possui a dependéncia sensivel as

condi¢Oes iniciais.

Corolario 8.1.1 Sobre o conjunto A a dependéncia sensivel as condicédes iniciais existe na apli-

cagcdo F, pra u > 4.

Demonstracdo. Consequéncia direta da Proposicao anterior, uma vez que ja sabemos que Cantor

¢ uma fonte para F,, com u > 4. Tal informagio pode ser reencontrada na Observagao 6.1.3.

Observacao 8.1.2 Uma vez compreendido que A possui a dependéncia sensivel as condigcoes
iniciais sobre a aplicagdo F, para y > 4. Entdo também é direto que possui a mesma caracteristica

quando u > 2 + V5.

Embora tenhamos apresentado justificativas que demonstrem o resultado a seguir sufici-
entemente bem, optaremos por descrever de maneira independente. E isto se dd pela importancia

histérica do seguinte Teorema como excelente exemplo aos resultados que o seguem.

Teorema 8.1.1 A aplicagdo quadritica F,(x) = ux(1 — x) com p > 2 + V5 possui dependéncia

sensivel as condicoes iniciais em A.

Demonstracdo. Na construcio de A vimos que nos passos iniciais alguns pontos deixariam I ap6s

uma iteragdo de F,. Denotamos o conjunto de tais pontos por Ag. Note que Ag € um intervalo
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aberto com centro em % e possui a propriedade de que se x € Ag, entdo F,(x) > 1, F, 5(x) <0
e Fj(x) — —oo. Para ver a dependéncia sensivel, tome ¢ menor que o didmetro de Ay, onde
podemos compreender que Ay = [0,1] — Ip U I} é o "espaco” entre Iy e I;. Retome a Defini¢do
7.1.3. Sejam x,y € A. Se x # y, entdo S(x) # S(y), i.e os itinerdrios de x e y devem se diferenciar
em pelo menos um ponto, seja o tal o n-€simo. Mas isso significa que F;(x) e F;(y) caem sobre

lados opostos de Ay, tal que |F,(x) — F;(y)| > ¢

Definicd0 8.1.3 f : X — X é expansiva se v > 0 tal que, Vx,y € X, x # y, In tal que
|f"(x) = "Wl > v.

Embora, sejam conceitos que tratam de afastamentos, a expansividade difere da dependén-
cia sensivel em que todos os pontos proximos eventualmente se separam em pelo menos v. A
defini¢do acima fornece uma condi¢ao mais forte sobre o crescimento das derivadas das aplicagdes,

por ser expansiva possui derivadas altas em todas as iteracoes.

Observacao 8.1.3 A familia das aplicagcoes que possuem expansividade esta contida na familia
das aplicacoes que possuem dependéncia sensivel as condigoes iniciais. Isto é, toda aplicacdo

expansiva possui a dependéncia sensivel.

8.1.3 Aplicaciao Cadtica

Consecutivamente as defini¢des iniciais dos conceitos de Transitividade Topoldgica e
Dependéncia Sensivel as condicdes iniciais, nosso contingente nos permite neste momento definir
nitidamente uma aplicacdo cadtica. Definiremo-nas mediante trés caracteristicas principais tal
como Robert Devaney definira em /989 na primeira edi¢cdo de seu An Introduction to Dynamical

Systems - [7].

Definicao 8.1.4 Seja V um espaco métrico. Dizemos que f : V — V é uma aplicagd@o caédtica em
V se: f tem dependéncia sensivel as condicoes iniciais; [ é topologicamente transitiva; e pontos

periodicos sdao densos em V.
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Ou seja, uma aplicagdo cadtica possui trés caracteristicas essenciais: imprevisibilidade,
indecomponibilidade e um elemento de regularidade. Um sistema cadtico é imprevisivel por
causa da dependéncia sensivel as condi¢des iniciais. Nao se quebra, parte, ou decompde em
dois sistemas (dois subconjuntos invariantes abertos) que ndo interajam sobre f por conta da
transitividade topologica. E em meio a esse comportamento aleatério, no entanto, temos um

elemento de regularidade, os pontos periddicos os quais sao densos em V.
Exemplo 8.1.1 f:S' — S' dada por f(0) = 26 é caética.

E cadtica pois a distincia angular entre dois pontos é dobrada sobre iteracdes de f,
caracterizando a expansividade para todos os pontos. No entanto, se serve para todos € porqué
os pontos sdo sensiveis. Logo, esta aplicagdo também possui dependéncia sensivel as condigdes
iniciais. Além disso, do argumento inicial, desde que qualquer arco pequeno em S' é expandido,
para algum f* é possivel se cobrir todo o S' e, particularmente, qualquer outro arco em S',
exprimindo a propriedade da transitividade topoldgica. E por fim, a densidade de pontos periddicos

¢ garantida pelo apresentado na secdo 4.1 - Dindmica do Circulo.
Teorema 8.1.2 A aplicacdo o é caodtica em X,.

Demonstracdo. Para provar que S possui a dependéncia sensivel as condi¢Oes iniciais, vamos
considerar x # y ambos em X,. Isso significa que em algum instante n as suas expansoes irdo se
diferenciar, isto €, deve existir n tal que x,, # y,. Desse modo,

|0-n(x) - O-H(y)l |xnxn+1xn+2 T YnYn+lYn+2

> |xn_yn| _ 1
2 2

E isto € suficiente para garantir a dependéncia sensivel. Vamos agora verificar que o~ possui
um denso conjunto de pontos periddicos. Observe que os pontos periddicos de o sdo sequéncias
repetitivas na forma

xOxlx2 PR xnxoxl PR xn « e = xOxl-XZ ... xn’

paran > 0. Suponha que x = xpx - - - € Xy, e n é qualquer inteiro positivo. Consideremos o ponto

periddico y = xpx1x3 - - x,,. Desse modo, desde que os n primeiros termos de x e y sdo idénticos,
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entdo pela Proposicdo 6.2.2

lx =yl Si-

O que implica dizer que os pontos periddicos sdo densos em X;. Por fim, retomando a se¢ao
6.2 - Dinamica Simbdlica, vimos que existem Orbitas nao periddicas em X, as quais sdo densas
neste conjunto - por exemplo, s = (010110111010111 - - -). Afinal, o fecho da 6rbita desta seria o

proprio ;.

Teorema 8.1.3 Fy(x) = 4x(1 — x) é caotica no intervalo I = [0, 1].

Demonstracio.? Seja g(6) = 26 a aplicacdo em S'. Defina a funcio auxiliar z; : §' — [—1,1]
como h1(6) = cos(d). Na verdade, h; é sobretudo a projecido de S' no eixo x. Consideremos

também outra aplicacio, seja esta g(x) = 2x> — 1. Desse modo, é verdade que

h1(g(0)) = cos(9) = cos>(0) — sin*(0)
= cos?(0) — 1 + cos>(0)
= 2cos?(9) — 1

= q(h1(0)).

1
Isto significa que /#; é uma conjugacdo de g com ¢g. Consideremos agora hy(t) = 5(1 —1).

Desse modo podemos concluir também que F4(hy (7)) = ha(g(t)), em razao de

ha(q(1)) = ha(2t* - 1)
_ L on
= 2(1 2t° + 1)

=1-7%.

Fiho(t) = Fy (%(1 —r)) =450 —r)(l 30 —r))

=2a—n%a+o:1—ﬂ

2Uma demonstragdo complementar para as aplicagdes quadraticas serem cadticas em Cantor invariante quando
(> 4 pode ser encontrada em [22](p.33-37).
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E desse modo, podemos conceber o seguinte diagrama.

8

S! 58!

h | L

[-11] 5 [-1,1]

hy | L hy
Fy

1 - I

Porquanto argumentado previamente podemos deduzir que Fy € topologicamente transitiva,
pois se U e V sido dois abertos em I, podemos escolher os arcos U' e V! em S' que sio projegdes U
e V por hy o hy. Uma vez que existe k tal que g*(U")N V! # 0, desta forma, temos F(U)NV # 0.
Quanto a dependéncia sensivel, notemos que qualquer vizinhanca U de x € I € projetado por um
U' em S!. Dada a expansividade de g, existe n tal que g"(U') pode preencher todo o S'. Desse
modo, pelo homeomorfismo A, o hy, € correto afirmar que F I(U ) cobrird I. Assim, garante-se a
expansividade sobre Fy, logo existem pontos em U os quais se distanciardo por pelo menos 6 de
x. Finalmente, densidade dos pontos periddicos para g implica que ha um ponto periédico p, em

U'. A projecio desse ponto pelo homeomorfismo h; o h; em U é p, periédico.

Corolario 8.1.2 A tenda T, é cadtica em [0, 1].

Demonstracdo. Uma vez que T, e F4 sdo topologicamente conjugadas - rever Observagdo 7.1.1, a

conclusdo resulta diretamente do Teorema 8.1.3. ]
Teorema 8.1.4 Asaplicagédes quadraticas F,(x) = ux(1-x) sdo cadticas em A quando p > 2+V5.

Demonstracao.> Pelo Teorema 7.1.2 vimos que S conjuga F,, e o, isto €, So F,, = o o §. Além
disso, é sabido também dado o Teorema 7.1.1 que se u > 2 + V5, entdo S : A — I é um
homeomorfismo. Como o Teorema 8.1.2 nos diz que a aplicacdo shift € cadtica em X;, dada a

conjugacdo topoldgica S de F, e o, podemos concluir que F, também € cadtica em A quando

w>2+45. m

Exemplo 8.1.2 A aplicacio f(x) = 4x> — 3x é cadtica no intervalo [-1,1].

3Uma argumentag@o complementar para as aplicacdes quadraticas serem fortemente caéticas em Cantor invariante
quando i > 2 + V5 pode ser encontrada em [13](p.112-126).
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Consideremos a aplicacio g(6) = 36 sobre 0 S'. Seja h : ' — [~1,1] a funcdo auxiliar

dada por /(6) = cos(8). Observe que

h(g(6) = cos(30) = cos(26) cos(8) — sen(26)sen(H)

= cos>(0) — 3sen’(0) cos(8) = 4 cos>(6) — 3 cos(0) = f(h(H)).

Como A € um homeomorfismo, temos que g e f sdo topologicamente conjugadas. Podemos
observar o que ocorre com o seguinte diagrama.

Sl i> Sl

hl Lh
f

[_ 1 > 1 ] - [_ 1 > 1 ]
Além disso, por justificativas equivalentes que resultem na caoticidade de 20 em S', temos

que 36 também é cadtica em S'. Portanto, a aplicacdo f(x) = 4x> — 3x é cadtica no intervalo

[-1,1].
O

A seguir apresentaremos uma contribuicio a definicao de Caos dada por Devaney. Trata-
se sobretudo da esséncia deste fendmeno de modo que para compreendé-lo agora precisariamos
estudar apenas duas das exigéncias da Defini¢do 8.1.4. Apresentaremos o Teorema que garante a
dependéncia sensivel as condi¢des iniciais como consequéncia das outras duas exigéncias do caos
de Devaney. Conduzindo por outro lado do compreendido, afinal a dependéncia sensivel denotava
ser a condi¢do essencial para se ter caos. A prova que apresentaremos pode ser encontrada também

em [4].

A priori, o que corrobora tal compreensao sintética? Sabemos que ao se definir caoticidade
de uma aplicacdo f sobre um espago métrico X, uma das reflexdes diretas serd sobre a manutengao
das caracteristicas de f(X) sobre uma conjugacdo topolégica. Desse modo, € vilida a reflexao
sobre o fato de se: f € cadtica; tivermos um diagrama comutativo onde Y € outro espaco métrico;

e h € um homeomorfismo, entdo g € necessariamente cadtica?

x L ox
hl Lh
y 2y
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De imediato, pode-se afirmar que caracteristicas topoldgicas serdo preservadas, a exemplo
a transitividade topoldgica e a existéncia de pontos periddicos densos. Mas e a dependéncia
sensivel?  Esta em contrapartida trata-se de uma propriedade que concerne a métrica e que
ndo necessariamente € preservada por conjugacdes. Mas por outro lado, a luz dos pensamentos
de Banks, a transitividade topoldgica e a existéncia de pontos periddicos densos asseguram a

dependéncia sensivel as condicdes iniciais. Por fim, verifiquemos tais teses no seguinte teorema.

Teorema 8.1.5 Se f : X — X ¢é topologicamente transitiva e possui pontos periodicos densos,

entdo f possui dependéncia sensivel as condigoes iniciais.

Demonstracdo. A priori, observe que existe o9 > 0 tal que para todo x € X exista um ponto
periddico ¢ € X cuja orbita O[g] estd numa distdncia de ao menos % para x. Considere dois
outros ponto periddicos g; e g» com 6rbitas O[q;] e O[qz] disjuntas. Seja §y a distincia entre
Olq1] e O[q2]. Entao pela desigualdade triangular, todo ponto x € X estd numa distincia de ao

o)
menos — para uma das duas Orbitas periddicas escolhidas.

Sejam x € X e V uma vizinhanca de x. Chamemos de Bs(x) a bola aberta de centro em x e
raio §. Como os pontos periddicos de f sdo densos, existe um ponto periédico pem U = VN Bs(x).
Seja n o periodo de p. Como mostramos acima, existe um ponto periddico g € X cuja 6rbita O|[¢]

se distancia ao menos ¢ de x. Defina

n

w#ﬂﬁ@&ﬁ@».

k=0

Claramente, V € aberto e ndo vazio uma vez que g € V. De forma consecutiva, haja visto

que f possui a transitividade topoldgica, existe y € U e um j € N tal que f/(y) € V. Sejai a parte

+n
inteira obtida de J

. Entdo 1 < ni — j < n. Por construcio,
n

@) = (P 0) € 17 (v € By (7))
Agora, f"(p) = p, e desse modo pela desigualdade triangular,

dx(f" (), f"(p) = dx(f™ (), p)
> dx ("7 (@), x) = dx(f"(q), f"(y)) — dx(x,p),
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onde dy é a métrica sobre X. Assim, como p € Bs(x) e f"(y) € Bs(f™/(g)), temos que

dx(f" (), " (p)) > 46 — 6 — 6 - 26.

Portanto, pela desigualdade triangular, sempre vale que

dx(f"(x), fM(y)) > & ou dx(f™(x), f"(p)) > 6.

Em ambos os casos, nds encontramos um ponto em V cujo ni-ésimo iterado distancia mais

que 6 de f™(x). Garantindo a dependéncia sensivel as condi¢des iniciais.
|

E assim como coroldrio podemos redefinir o caos de Devaney mediante apenas existéncia

de transitividade topoldgica e densidade dos pontos periddicos.

Corolario 8.1.3 Seja X um espaco métrico. Uma aplicagdo continua f : X — X é dita cadtica

em X se [ possuir transitividade topolégica e densidade dos pontos periodicos em X.

Demonstracdo. Consequéncia direta da Defini¢do 8.1.4 e do Teorema 8.1.5. ]

8.2 Orbita caética

Nesta se¢ao nos ambientaremos com a seguinte discussdo. Considere em uma condi¢ao
inicial um ponto x; que estd préximo de um ponto p sobre uma aplicacdo f. No inicio da Orbita
de x1, é possivel vislumbrar diversos comportamentos resumidos em: estabilidade e instabilidade.
Ora quando p € um ponto repulsor observa-se separacdes ao longo da 6rbita numa progressao
exponencial - isto €, cada iterado € multiplicado por |f/(p)| > 1. Mais além, se dissermos que p
¢ um ponto periddico de periodo n e se |(f")'(p)| # 1, entdo p € um ponto hiperbélico e (") (p)
¢ o multiplicador do ponto periédico. E assim desse modo, dizemos que a razdao exponencial de
separacdo por iterado é | f’(p)|, quando p € hiperbdlico repulsor. Por outro lado, lembre que se
|f'(p)| < 1, entdo estaremos diante de um ponto atrator. Ou seja, a érbita de x; proximo de p pode

ser atraida para o que chamamos de bacia. Esta orbita exibird um comportamento convergente, a
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distancia entre o ponto da drbita e o "coletor" mudara pelo fator | f'(p)| < 1. Desse modo, se a

orbita se aproxima do atrator, a pequena distancia que este x; estd de p se encolhe.

Uma vez assimilados estes conceitos anteriores (de orbitas repulsoras ou atratoras) ja
discutidos em outras se¢des, podemos inferir que uma Odrbita cadtica é essencialmente aquela
que sempre continua a experimentar o comportamento instavel. Mas este comportamento ocorre
quando a Orbita estd proxima de uma fonte. Ou seja, estando préxima a uma fonte, uma 6rbita
cadtica nunca conseguiria encontrar uma bacia de atracio e assim se estabilizar. Estairregularidade
¢ medida pelo que chamamos de parametros de Lyapunov, os quais sao Numero e Expoente - que

logo definiremos.

8.2.1 Expoente de Lyapunov

Definicao 8.2.1 Seja f uma aplicacdo diferencidvel da reta. O ntimero de Lyapunov L(x;) da

orbita {x1,x3,x3, - - } é definido como

1
n

L(x1) = Tim ("Gl 1 Con) (8.1)
= tim {/[ [1r7Gal, (8.2)
i=1
claro, se esse limite existir.
Definicao 8.2.2 O Expoente de Lyapunov h(x) da orbita {xy, x3, x3,- - - } é definido como
. 1 / y)
pxr) = Tim = - /Gl + -+ + I /(o) (8.3)
n
L In | f7(xi)|
= Jim Z — ., (8.4)

i=1

isto, se esse limite existir.

Observacao 8.2.1 Veja que h existe se, e somente se, L existe e ndo é nulo, bem como é verdade
que InL = h. Numeros e expoentes de Lyapunov ndo estdo definidos para algumas orbitas.
Particularmente, uma orbita contendo um ponto x; com f'(x;) = 0, resultard na ndo existéncia do

expoente de Lyapunov.
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Assim, estudar o Expoente de Lyapunov é estudar o desenvolvimento da teoria da es-
tabilidade em dinamica, e consecutivamente, entender a discussdao da evolugao dos sistemas e
seus comportamentos. Conhecer o valor L(x;) significa poder interpretar a natureza divergente,
dissipativa ou conservativa de um sistema dindmico. Além disso, vale frisar que o Expoente de

Lyapunov descreve a velocidade com a qual dois pontos proximos se aproximam ou afastam.

Tentaremos obter novamente o Expoente de Lyapunov da definicdo acima de maneira
analitica. Veja que se pensarmos em uma aplicacdo f na reta e escrevermos x,.; = f(x,), ao
se escolher dois pontos iniciais ag € by, com ag < by sem perda de generalidade, temos que a
distancia entre eles serd A = by — ag. ApOs uma iteracdo de ag e by a nova distancia, no sentido

A
orbital, entre estes é A| = |b; — aj|. Considere h = h(ag,n) tal que Kl = ¢, Desta forma

= f(bo) = flao) = flao + A) = f(ao)

Ap=e'-A

Assim, | f(ag + A) — f(ag)| = e - |A]. Ao se repetir o processo 1 vezes, recursivamente obteremos

= |f"(ap + A) — f"(ag)| = e - |A|. Desse modo,

In|f™(ap + A) — f(ag)| = Ine™ + In|A|, (8.5)
1 @0 +8) - fMao)l 8.6)
Al
Dai,
b= 1 a0 +4) - f”(ao)l

" A

Observe que se A — 0 e n — oo, obteremos que

lim Tim L@+ 8) = fMao)| _ ‘df”(ao)‘ '
n—00 A0 n A n—oo day
Uma vez que
df"(ao) df (an-1) df(ai) df(ao)
g = (" (ao )_—0 ..... T dno
_ ﬁ df (a;)
B . da()

I
[}
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Podemos concluir que

1 dfao)| L1 | dfa)
h=1lim -1 = lim -1 8.7
tim 21| Ll )
1 n—1
= lim —Zln| (@)l (8.8)
e n i=0

Esta ultima igualdade obtida chamamos de Expoente de Lyapunov da érbita O[ag] ao longo

da aplicacdo f.

Segue da definicdo que o niimero de Lyapunov de um ponto fixo x; para uma aplicacao
unidimensional f € |f’(x;)|, ou equivalentemente, o expoente de Lyapunov da 6rbita é h =
In|f"(x1)|. Se x; € um ponto periédico de periodo k, entdo é verdade que o expoente de Lyapunov

é
In | f"Ce)[ +1n | f'Co)[ + - - + In [ /(x|
p :

h(xy) =

Infere-se que, para uma Grbita periédica, o nimero de Lyapunov ¢"1) descreve a expansio

média local préxima a um ponto da érbita mediante iteracdes.

Observacao 8.2.2 Numeros e expoentes de Lyapunov sdo sobretudo médias. Note que o niimero
de Lyapunov é a média geométrica dos modulos das derivadas calculadas nos n iterados de x.
Mas também, o expoente de Lyapunov é a média aritmética do logaritmo natural do modulo das

derivadas calculadas nos n iterados de x;.

Proposicao 8.2.1 Seja f uma aplicacdo sobre a reta real. O expoente de Lyapunov da orbita

1
Ol x1] periddica de periodo k é z Zl{;] In | f"(x;)|.

Demonstragdo. Pela Definicdo 8.2.1 L(x;) é

Lxp) = lim ([ ] /0o)
i=1

Se tomarmos 7 inteiro tal que n = m - k, entdo para 1 < i < k cada derivada f’(x;) no
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produtdrio aparece m vezes. Desse modo, podemos dizer que

1

k mk k 3
L) = lim \[ ] /G| = lim || ]f/Co)
i=1 i=1

c
=] [ 7o)
i=1

Como /& = In L, segue que

~
~—
~

Proposicao 8.2.2 Se o expoente de Lyapunov da orbita de x| sobre a aplicacdo f é h, entdo o

expoente de Lyapunov da orbita de x| sobre a aplicacdo f* é hk, para k € Z, .

Demonstracdo. Consideremos {xi, xp, - - - } aérbitade x; aolongode f. Desse modo, {x{, Xg+1, X2k+1, - *

é a 6rbita de x; ao longo de f*. O niimero de Lyapunov L; do tltimo conjunto érbita é por defini¢io

n

n
. ks
L = Tim || (£ Geiasn)
n—oo
i=0
Mediante aplicagdes recursivas da regra da cadeia, observamos que

k-1
P Gikrn) = £ Qe D i) = [ F/ Gk

j=0
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De forma consecutiva podemos escrever Ly como

1

1
n k-1 n k(n+1) n
Ly = lim f'Gikerej)] = lim n I (%)
i=0 j=0 i=1
L \K(1+2)
k(n+1) k(1+3 )
=Jm| (| ] 7o = 1,
i=

onde L € o nimero de Lyapunov da 6rbita de x; sobre f. Desse modo, como h =InL, se h e hy

sdo os expoentes de Lyapunov de x; sobre f e f*, respectivamente, temos que

hy =InL; =InL*

=kInL = hk.

Definicao 8.2.3 Seja [ um difeomorfismo. Uma orbita O[x1] = {x1,x2,- -+ , Xy, - - } € dita assin-
toticamente periddica se convergir a uma orbita periodica quando n — oo. Isso significa que

existe uma orbita periodica {y\,y2, -, Vi, y1} tal que lim |x, — y,| = 0.
n—oo

Observacao 8.2.3 Orbitas as quais obedecem sequéncias de Cauchy sdo exemplos diretos de
orbitas assintoticas. Dado que uma destas orbitas é periodica entdo a outra deverad ser no minimo

assintoticamente periodica.
Observacao 8.2.4 Qualquer orbita que é atraida para uma bacia é assintoticamente periodica.

Exemplo 8.2.1 Se x| = %, entdo O|x1] é assintoticamente periodica para T, e Fy. Veja que para

as duas aplicagoes, apos dois iterados a orbita coincide com o ponto fixo x = 0.

Observacao 8.2.5 Veja que no exemplo anterior a orbita recaiu precisamente sobre uma orbita
periddica. Nestes casos, serd interessante compreender a definicdo de orbitas assintoticamente

periddicas como eventualmente periddicas.
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Teorema 8.2.1 Seja f uma aplicacdo da reta. Se a orbita O[x] de f: satisfizer f'(x;) # 0
para todo i e for assintoticamente periodica a orbita periodica {y1, y2,- - - } entdo as duas orbitas

possuem os mesmos expoentes de Lyapunov, isto claro, supondo a existéncia destes limites.

Demonstracdo. Lembremos do seguinte, compreendemos que uma série s pode ser decomposta
como limite de somas parciais s,, nos permitindo associar a série e sua decomposi¢cdo como

s = lim s,. Uma vez compreendido isto, € verdade também que

n—o0o

1 n
lim — Z 5; = . (8.9)

n—oo pn
i=1

Consideremos por ora interpretar nosso resultado parai = 1. Imersos as hip6teses, temos
que a 6rbita O[y;] = {y1}, isto €, y; sera um ponto fixo. Desse modo, uma vez que lim x, = yj,
n—oo0

entdo como f € um difeomorfismo € verdade que:

lim f'(x,) = f (,}Lngo xn) = f'().

Além disso, como In |x| é continua para x > 0, temos que

lim In| ()] = In| im f(e)l = Inlf(30)] (8.10)

As equacdes (8.9) e (8.10) nos permitem concluir que

1 ¢ ,
han) = lim = > In|f /()
i=1

=In|f"(yo)l = h(3).

Facamos agora nossas interpretagdes parai > 1. Nesse contexto, y; ndo € necessariamente
um ponto fixo. Por outro lado, o ponto y; é fixo para f*. Logo, a 6rbita de x; é assintoticamente
periédica sobre f* convergindo a érbita de y;. Pelo que desenvolvemos anteriormente, podemos
concluir que o expoente de Lyapunov da 6rbita de x; sobre f* éIn|(£¥)(y1)|. Portanto, o expoente

1
de Lyapunov da érbita de x| sobre f é — - In |(fX)(y1)| = h(y1).
n
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8.2.2 Orbita Cadética

Ap6s definir o expoente de Lyapunov /4 de uma érbita como a média aritmética do logaritmo
natural do médulos das derivadas calculadas nos n iterados de x; - sobretudo como expansoes
médias de In por iterados, podemos desenvolver interpretagdes sobre £ em casos especiais, por
exemplo, para um ponto fixo ou drbita periddica. E nestes determinados casos podemos expressar
h em termos das derivadas, ponderar sobre a convergéncia de drbitas a outra orbita periddica e
verificar que estas possuem o mesmo expoente de Lyapunov. Veremos a seguir nesta subsecao
casos de dindmicas de 6rbitas interessantes, quando nossos determinados casos especiais nao

envolvem Orbitas assintoticamente periddicas.

Definicao 8.2.4 Sejam f um difeomorfismos em R e O[x|] uma orbita limitada de f. Diremos
que O[x1] é uma 6rbita cadtica se: O[x1]| ndo for assintoticamente periodica e se o expoente de

Lyapunov é maior que zero, h(xy) > 0.

Exemplo 8.2.2 A aplicacdo Baker de parametro u = 2, By, possui expoente de Lyapunov positivo
nos pontos diferenciaveis - e, portanto as orbitas desses sdo cadticas. Tal aplicacdo ndo é continua,

1
e portanto ndo diferenciavel em x = X Restringindo nossa atengdo as orbitas que ndo recaem

1
sobre x = > podemos observar que

h(x1)

R /
Jim -~ ;mwz(xl-n

1 n
nm—z]mm
n—oon

i=1

_ (n)In|2]
= lim ——
n

n—o0

=1n|2|.

1 1
Portanto, todo x #+ > ou melhor, toda orbita de x| € [0,1] ao longo de B, que diverge do ponto 3

1
e ndo é assintoticamente periodica é uma orbita caotica. Além disso, se x; * 2 para todo i, entdo

h(x) = In2.

Exemplo 8.2.3 Sejam g um niimero irracional e f(x) = (x + g)(mod1) uma rotacdo irracional.
Embora, f ndo seja continua em um intervalo, ji sabemos que estd é em S'. Observe que f apenas

rotaciona cada ponto por um dngulo fixo e portanto, é continua. Do Teorema 4.2.2 concluimos
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que [ ndo possui orbitas periddicas, e portanto ndo possui também orbitas assintoticamente
periddicas. Além disso, pelo Teorema 4.2.3 todas as orbitas de f sdo densas no S'. No entanto,

ainda assim ndo existem orbitas caodticas, uma vez que o expoente de Lyapunov de qualquer orbita

¢0 -afinal, In|f'(x;)| =In1 = 0.. Veja que

. 1 § /
ha) = lim = Inlf /()
i=1
1 n
= ,}E&;;m“'
=1lim-=0
n—oon

Observacao 8.2.6 No exemplo anterior vimos um caso de orbita limitada a qual ndo era assin-
toticamente periodica. Quando estivermos diante desta situacdo e a aplicacdo ndo possuir a

dependéncia sensivel as condigoes iniciais diremos que esta orbita é quase-periddica.

Exemplo 8.2.4 Nas secoes anteriores vimos justificativas para dizer que a aplicacdo tenda de
pardmetro p = 2 aplicada em A é cadtica. Neste momento, uma vez que |T,(x)| = 2 para

1
todo x # > é direto concluir que o expoente de Lyapunov de qualquer orbita que ndo recaia

sobre o ponto % ¢ In2. Desse modo, qualquer orbita que fuja do ponto % e ndo é assintoticamente
periodica é portanto cadtica. Além disso, qualquer orbita assintoticamente periodica é na verdade
periddica. Veja que se uma orbita é periodica entdo esta possui um itinerdrio que se repete. No
caso de Tr(A) (alids, como A é ndo enumerdvel) hd infinitos itinerdrios que ndo se repetem os
quais correspondem a orbitas caoticas distintas. Desse modo, T, possui infinitas orbitas caoticas.
E vilido lembrar também que, uma vez que a derivada de Tzk(x) é 2k, entdo todas as orbitas

periodicas sdo fontes e estas ndo atraem nenhuma orbita.

Retomemos algumas estruturas desenvolvidas neste capitulo para exprimir o expoente
de Lyapunov das orbitas da aplicacdo da familia quadratica de parametro u = 4, a Fy. Mais

especificamente, estudaremos as projecdes entre as orbitas de F4 com 75.

A priori, considere uma 6rbita O[x;] ao longo de 7>, tome também x; # O para todo i.
Retome a Observacao 7.1.1. Dada a conjugagao topoldgica C de Fjy e T> nos € fornecido uma 6rbita

O[C(x1)] de F4 correspondente a 6rbita O[x;] ao longo de 7>. Mediante aplica¢des da regra da
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cadeia, podemos inferir sobre as derivadas F,(C(x;)), e desse modo entdo encontrar seu expoente

de Lyapunov.
Ademais, como C'(T2(x))T’(x) = F;(C(x))C'(x). Pelo Teorema 7.1.4,

Fi(C))C'(xi) - F(C(x1))C"(x1) F4(C(x0))C"(x0)

Balw) s To0) = C’(xk+1) C'(x2) C'(x1)
= F(C) -+ F(Cl) o
Entao

k
= In|C'(xo)| = In|C"(xis1)| + Y I |F{(C(x))I-
i=1

In|C'Go)l _

Ao se dividir In |C’(xp)|, uma constante, por k e tender k pro co, obtemos que k

0. Consideremos sobre a 6rbita C(x;) que

o IDC i)
m -—,- -

0.
k—o00 k

Neste contexto, € verdade que
1 < 1 &
lim - Zl In |73(x)| = lim - Z‘ In | F{(C(x)-

Por conseguinte, isso significa que os expoentes de Lyapunov das 6rbitas correspondentes de 75 e

F4 sdo idénticos.
Teorema 8.2.2 A aplicacdo quadratica Fy tem orbitas cadticas.

Demonstracdo. Mediante conjugagdo topoldgica de Fy com T, podemos determinar os pontos
periddicos da aplicagdo quadratica. Inclusive o conjunto dos pontos periddicos de F4 € contdvel.
Retome o Teorema 7.1.3. Ja sabemos que todos os pontos periddicos de Fy sdao repulsores e,

portanto, ndo hd nenhuma 6rbita além das periddicas e eventualmente periddicas. Isto é, ndo ha
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Orbitas assintoticamente periddicas. Como o expoente de Lyapunov de Fy € idéntico ao de 7>,

In2 > 0, temos que Fy possui Orbitas cadticas.



CAPITULO 9

CONSIDERACOES

Este trabalho estd voltado para a pesquisa em Matemadtica vislumbrando a contribui¢cdao
para o conhecimento e entendimento sobre a fundamentagdo tedrica dos Sistemas Dindmicos,
essencialmente, em baixa dimensdo com énfase em Andlise Real, Topologia e explanagdes de

diversas decorréncias matemadticas - como Teoremas, Proposi¢des e Problemas.

No entanto, houve bastante dificuldade para discorrer apds trés anos de pesquisa, uma vez
que diversas instabilidades emocionais e psicoldgicas foram enfrentadas neste interim. O que
dificultou o prosseguimento continuo do estudo. Isso posto, de modo ansioso, perto da conclusao,
a teoria sempre demonstrava necessitar de mais detalhes, exposicdes e resultados. Embora, o
orientador tenha se feito presente de forma cuidadosa durante a experiéncia desenvolvida neste

trabalho.

Por outro lado, imerso nesse contingente buscamos intrinsecamente ao desenvolvimento
deste trabalho mantermos a coesdo e a estabilidade a todo instante para sua producdo. Destarte, a
fim de esclarecer satisfatoriamente o que fora apresentado, demandou-se a aquisi¢ao de diversas
referéncias as quais tornariam-se essenciais ao estudo do objeto-tema, bem como a estabilidade

l6gica, indutiva e interpretativa acerca dos teoremas, proposicoes, corolarios e exemplos.

Esta pesquisa vislumbra que a comunidade académica (discentes) amplie seus conhecimen-
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tos sobre a Teoria dos Sistemas Dinamicos com uma introducao acessivel, referenciando no¢des
iniciais de dindmica e caoticidade. Assim como promove entendimento sobre como as proprie-
dades acerca de topicos mais complexos podem ser interpretadas, desenvolvidas e demonstradas.
Por fim, espera-se que este material venha refletir positivamente na compreensao sobre a Teoria

dos Sistemas Dinamicos na Graduagdo e préticas discente e docente.

Nao obstante a conclusdo, este seguinte trabalho € finalizado ainda durante a pandemia
da COVID-19. Gracas aos esfor¢os de inimeros agentes, especialmente, Deus e Ciéncia esta

monografia pode ser concluida.

Ao leitor, saude e a sua familia também!
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