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RESUMO

RODRIGUES, L. F. G., Deflexoes ao redor de buracos acusticos canonicos. 2019. 51p.
Trabalho de Conclusao de Curso (Licenciatura Plena em Fisica) - Universidade Federal
do Pard, Belém, 2019.

Os buracos negros sao uma consequéncia extraordinaria da teoria da relatividade geral,
previstos inicialmente pela solugao de Schwarzschild, a primeira das equacoes de Einstein.
Estes objetos sao capazes de desviar consideravelmente a trajetéria da luz, e até apri-
siona-la, devido a forte interacao gravitacional. Todavia, eles sao objetos que estao longe
de alcance para um estudo detalhado, de forma que modelos analogos actsticos de gra-
vitacao foram propostos pelo fisico William George Unruh com o objetivo de analisar
algumas propriedades de buracos negros em sistemas fluido-dinamicos. Neste trabalho,
é apresentado o estudo do buraco acistico canénico - analogo acustico ao buraco negro
de Schwarzschild -, dando énfase a deflexdo de ondas sonoras causada por ele de modo a
comparar com a deflexao da luz causada por um buraco negro de Schwarzschild. A partir
das equacgoes da geodésica, é analisado o comportamento da trajetéria de fétons que trafe-
gavam longe de um buraco negro e aplica-se o mesmo processo ao estudo de ondas sonoras
passando longe de um buraco acustico canonico. Verificam-se que os angulos de deflexao
em ambos os casos dependem do parametro de impacto, além do raio do horizonte de
eventos (do buraco negro ou acustico). Entretanto, o desvio na trajetéria das ondas so-
noras pelo buraco actstico é menor que o desvio da luz pelo buraco negro. Conclui-se que
essa diferenca nos desvios decorre do fato de que as geometrias sao diferentes em cada
caso, apesar de terem estrutura semelhante. Isso acontece porque os dois sistemas sao
fundamentalmente distintos.

Palavras-chave: BURACO ACUSTICO CANONICO; DEFLEXAO: EQUACOES DA
GEODESICA.



ABSTRACT

RODRIGUES, L. F. G., Deflections around canonical acoustic holes. 2019. 51p.
Undergraduate Monograph (Full Degree in Physics) - Federal University of Pard, Belém,
2019.

Black holes are an extraordinary consequence of the theory of general relativity, first
predicted by Schwarzschild’s solution, the first of Einstein’s equations. These objects are
able to considerably deviate the light path and even trap it due to their strong gravitati-
onal interaction. However, they are objects that are far out of reach for detailed study, so
that acoustic analog models of gravitation have been proposed by the physicist William
George Unruh in order to analyze some properties of black holes in fluid-dynamic sys-
tems. In this monograph, the study of the canonical acoustic hole - acoustic analogue to
Schwarzschild’s black hole - is presented, focusing in the deflection of sound waves caused
by it in order to compare with the light deflection caused by a Schwarzschild black hole.
From the geodetic equations, the trajectory behavior of photons traveling far from a black
hole is analyzed and the same process is applied to the study of sound waves passing far
from a canonical acoustic hole. Deflection angles in both cases are found to depend on the
impact parameter, in addition to the event horizon radius (of the black or acoustic hole).
However, the deviation in the sound wave path by the acoustic hole is smaller than the
deviation of light by the black hole. It is concluded that this difference in the deviations
stems from the fact that the geometries are different from each other, despite having a
similar structure. This is a consequence of the fact that both systems are fundamentally
distinct.

Keywords: CANONICAL ACOUSTIC HOLE: DEFLECTION; GEODETIC
EQUATIONS.
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Capitulo 1
Introducao

Pouco antes da passagem do século XIX para o século XX, a grande maioria dos
cientistas da época acreditava que a fisica ja era uma ciéncia completa, sem nada mais
de significativo a ser descoberto. Contudo, com a publicagao de um artigo intitulado
Sobre a Eletrodindmica dos Corpos em Movimento [I], no ano de 1905, o fisico
alemao Albert Einstein veio mudar radicalmente essa visao, mostrando como a natureza
ainda tinha muitos mistérios a serem desvendados. A partir de dois postulados, Einstein
revolucionou significativamente a ciéncia, apresentando assim sua teoria da relatividade
restrita.

O primeiro postulado dessa teoria afirma que as leis da fisica sao invariantes para
referenciais inerciais, ou seja, as leis que usamos para descrever os fenomenos naturais
nao se alteram quando mudamos de refencial inercial. O segundo postulado nos diz que
a velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢ em todos os referenciais
inerciais, de forma que a velocidade da luz é uma constante fisica que mantém sempre
o mesmo valor, ndo importando o referencial inercial [2]. A partir disso, Einstein veri-
ficou que a mecanica cléssica de Newton passava a falhar em situagoes que envolviam
velocidades muito altas, de modo que foi necessario reformular matematicamente certas
leis.

A relatividade restrita, contudo, nao abordava os fenomenos gravitacionais e se limi-
tava apenas ao espaco-tempo plano de Minkowski. Dessa forma, Einstein publicou, em
1915, sua teoria da relatividade geral, tendo como base o principio da equivaléncia,
a qual considerava as influéncias gravitacionais devido a presenca de corpos massivos.
Como consequéncia disso, passou-se a tratar o espago-tempo como curvo. Isto se deve
ao fato de que a interagao gravitacional é uma manifestacao da curvatura do
espago-tempo devido a presencga de matéria/energia [3], como foi proposto por ele

em sua generalizacao da teoria relativistica.



O papel de descrever a relacao entre a curvatura do espago-tempo e a presenca de
matéria/energia é feito pelas equagdes de Einstein. Contudo, ele ndo acreditava que suas
equacoes pudessem ter qualquer solugao exata, encontrando apenas uma solugao aproxi-
mada para as mesmas. Todavia, foi provado o contrario no ano seguinte, em 1916, quando
Karl Schwarzschild, fisico e astronomo alemao, conseguiu determinar a primeira solugao
exata das equagoes de Einstein. A solucao encontrada por ele aplicava-se ao espago vazio
ao redor de uma massa estatica e esfericamente simétrica, que recebeu o nome de geome-
tria de Schwarzschild, em sua homenagem. Entretanto, essa solu¢ao conduziu a um
resultado totalmente novo: quando um objeto massivoE] sofria um colapso gravitacional,
sua matéria poderia se concentrar em uma regiao cada vez menor, de modo a chegar a
um tamanho limite, que foi chamado de raio de Schwarzschild. Uma estrela estatica
com um raio menor que este limite torna-se um buraco negro de Schwarzschild, que
¢ uma regiao de espaco-tempo onde a intensidade da atracao gravitacional é tao alta que
nem mesmo a luz é capaz de vencé-la [3].

O buraco negro de Schwarzschild possui uma regiao chamada horizonte de eventos,
que tem uma velocidade de escape superior a da lqu] e no centro dessa regiao existe um
ponto, chamado de singularidade. A singularidade é como se fosse um “furo” no espago-
-tempo, um sorvedouro de matéria e energia, que suga tudo que entre em seu horizonte.
Assim, qualquer objeto que adentra o horizonte de eventos, inclusive a luz, nao consegue
escapar dele e simplesmente é guiado a singularidade.

O estudo dos buracos negros, entao, evoluiu gradativamente com o passar das décadas.
Todavia, realizar experimentagoes para isso é praticamente inviavel em alguns casos,
dada nossa tecnologia e limitagoes, de modo que isso motivou a proposi¢ao de modelos
semelhantes e mais viaveis de verificar experimentalmente. Assim, em 1981, o fisico
canadense William George Unruh propos a drea de andlogos actsticos gravitacionais [4].
Dentro dessa area é prevista a existéncia dos buracos acusticos canénicos [5], que sdo
os equivalentes acusticos dos buracos negros de Schwarzschild.

Neste trabalho, analisamos a dinamica de geodésicas para determinar as deflexdes ao
redor de buracos actsticos canonicos. Nosso objetivo é expor como aplicar as equagoes
da geodésica a um sistema que seja muito semelhante ao modelo do buraco negro de
Schwarzschild, de modo a correlacionéd-los e verificar o comportamento das geodésicas
em ambos os casos. Vale destacar que neste texto nao pretendemos demonstrar como
se obtém a métrica do buraco acustico canonico, mas, conhecida a métrica, analisar o
comportamento de geodésicas nesta geometria. No capitulo 2, realizamos uma abordagem
detalhada sobre a matematica da relatividade geral, com atencao especial as equagoes
da geodésica. No capitulo 3, apresentamos o principio da equivaléncia e a ideia sobre

a curvatura do espaco-tempo, além de como mensurd-la. No capitulo 4, descrevemos

!Tal como uma estrela.
2Por isso esses objetos sdo chamados de buracos negros, pois nem mesmo a luz escapa deles.



o buraco actstico canonico e apresentamos os cédlculos das deflexdes, tanto para a luz
quanto para o som, de modo a comparar ambos os resultados. Por fim, no capitulo 5,
concluimos comparando os resultados obtidos para os casos de deflexao, destacando suas

similaridades e diferencas, além de sua importancia.
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Capitulo 2

Ferramental Matematico da
Relatividade Geral

Neste capitulo vamos abordar de forma sucinta a estrutura matemaética necessaria ao

estudo da relatividade geral, verificando os principais aspectos e resultados.

2.1 Variedades

A partir do estudo da teoria da relatividade restrita, foi possivel constatar que o nosso
modelo fisico de mundo é tal como uma variedade quadridimensional continua, conhecida
como espago-tempo, no qual vigora a geometria de Minkowski. Este é um exemplo de
variedade [3]. A partir de agora, iremos analisar detalhadamente suas propriedades gerais,
concentrando nosso estudo em variedades Riemannianas, essenciais na relatividade geral
para representar o espacgo-tempo curvo.

Podemos definir uma variedade como sendo qualquer conjunto que possa ser con-
tinuamente parametrizado. Em outras palavras, ela nada mais é que o substrato no
qual os eventos ocorrem. E importante ressaltar que o nimero de parametros indepen-
dentes nos fornecem a dimensao da variedade, de modo que os proprios parametros sao as
coordenadas dela. Um exemplo pode ser dado pelo espaco de fase de uma particula, na
mecanica cldssica, que pode ser parametrizado por trés coordenadas de posicao (g1, ¢2, g3)
e trés coordenadas de momento (py,pa,p3), de modo que é formado um espago de seis
dimensoes [3].

A forma mais primitiva de uma variedade é representada, simplesmente, por uma
colecao amorfa de pontos. No entanto, a maioria das variedades que utilizamos na fisica

sao do tipo diferenciais, que sao continuas e diferenciaveis sob as seguintes condigoes:

e Uma variedade é continua se, na vizinhanca de todos os pontos P, existem outros

pontos cujas coordenadas diferem infinitesimalmente das coordenadas de P;
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e Uma variedade é diferenciavel se for possivel definir um campo escalar em cada

ponto dela, no qual esse campo pode ser diferenciado em toda parte.

Quando realizamos a associagao dos pontos de uma variedade com os valores de seus
respectivos parametros, podemos pensar nisso como um mapeamento de seus pontos em
pontos do espaco R™. Dessa forma, isso nos diz que, “localmente”, uma variedade parece
o espaco Euclidiano correspondente, de modo que ela é “suave”e tem um certo niimero

de coordenadas [3].

2.1.1 Transformacoes de coordenadas

Quando se deseja determinar um ponto em uma variedade, utilizamos um sistema de

N coordenadas, sabendo que a escolha dessas coordenadas é arbitraria. Neste caso, o que

importa nao é como classificamos os pontos, mas eles propriamente ditos, assim como seu
comportamento geométrico.

Portanto, podemos tratar os pontos em uma variedade de outra forma realizando uma

simples transformacao x* — 2'®, que serd expressa por N equacoes do tipo:

2" =22t 2% 2N) (a=1,2,...,N), (2.1)

que fornece cada nova coordenada com sendo uma funcao das coordenadas antigas. Assim,
podemos observar que uma transformacao de coordenadas nada mais é que atribuir as

/1
g

novas coordenadas (2, ...,2'Y) para um ponto cujas coordenadas anteriormente eram

(2!, ..., 2N).

Agora vamos considerar que as fungoes presentes na equagao sao de valor unico,
continuas e diferencidaveis sobre os intervalos nos quais se encontram seus argumentos.
Dessa forma, diferenciando cada expressao na equagao (2.1) com relagao a cada uma das
antigas coordenadas x°, devemos obter N x N derivadas parciais do tipo (0z'*/0x%). Estas
derivadas podem ser arranjadas em uma matriz de transformacao de ordem N x N,

de modo que obtemos:

8x'1 3x'1

[ax/a] ozl o gxN
b - e ’

Oz oz'N oz'N

Ox! o 9xN

na qual as linhas sao determinadas pelo indice no numerador da derivada parcial e as
colunas sao indicadas pelo indice no denominador. E importante ressaltar que os elemen-
tos da matriz de transformagao sao fungoes das coordenadas, de modo que seus valores
numeéricos sao, geralmente, distintos quando avaliados em diferentes pontos. De qualquer
maneira, o determinante dessa matriz, que chamamos de Jacobiano da transformacao,

¢ dado por:
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al,/[l
ozt |

J = det {—

Caso J # 0 em algum intervalo de coordenadas z°, segue que nesta regiao é possivel, a
principio, solucionar as equagoes (2.1)) para as coordenadas originais 2%, de modo a obter

as equagoes de transformacao inversa:

Por outro lado, também podemos obter a matriz da transformacao inversa, que é dada

COmao:
Ozt ozl
|: a:[;a :| 81”1 8$'N
/b — e )
Oz dzN oxN
Ox'l e Ox'N

e também o Jacobiano da transformagao inversa, expresso por:

, Ox*
J = det [c%c/b] .

2.1.2 Convengao de soma

Podemos observar que diversas vezes as equagoes podem ficar um pouco carregadas
com a presenca de muito termos. Entretanto, é possivel simplificar as notacoes adotando
a convencao de soma de Einstein, que é definida da seguinte forma: toda vez que um
indice aparecer duas vezes, uma como subscrito e outra como sobrescrito, entao
1880 implica que hd uma soma sobre os indices de 1 a N, a dimensdo da variedade. Assim,

se tivermos a seguinte soma:

N la
i g O da®
Oxb 7
b=1
ela pode ser escrita simplesmente como:
axla
la __ b
dx'™ = 9l dx”.

O indice a que aparece em cada lado desta equacao é denominado um indice livre,
o qual pode assumir qualquer valor de 1 a N. Ainda, se um sobrescrito aparece no
denominador de uma derivada parcial, devemos considera-lo como subscrito, e vice-versa.
Dessa forma, o indice b que esta no lado direito da equacao aparece uma vez como subscrito
e outra como sobrescrito, de modo que ha uma soma de 1 a N sobre ele. Quando um
indice é submetido a uma soma desse tipo, denominamos ele como indice mudo, pois

o mesmo pode ser trocado por qualquer outro indice que nao esteja sendo utilizado, de
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modo que nao ha qualquer alteragao nos resultados finais. Assim, poderiamos escrever:

81,/0, " ax/a
oxb du” = Ox¢

Vale ressaltar que o uso da convencao de soma exige que um indice nao deve aparecer

dz’.

mais de duas vezes e também que qualquer indice que esteja repetido deve se manifestar

uma vez como sobrescrito e outra como subscrito.

2.2 Calculo Vetorial Sobre Variedades

Agora iremos abordar os pontos mais importantes sobre as operacoes vetoriais que
podemos aplicar sobre as variedades, analisando sucintamente e destacando os detalhes

mais essenciais.

2.2.1 Espaco tangente e vetores de base

Um campo vetorial que estd definido sobre uma variedade, atribui um tnico vetor
para cada ponto P nela. Neste ponto, podemos definir o que chamamos de vetor local.
Este segue todas as regras usuais da dlgebra dos vetores da geometria (pseudo-)Euclidiana.
O espaco tangente Tp é formado pelo conjunto de todos os vetores locais em um ponto
P arbitrario.

Vale ressaltar que em cada ponto P de uma variedade, um vetor estara definido no
espago tangente a esse ponto. Esse vetor, sendo uma entidade geométrica, é independente
do sistema de coordenadas usado na variedade. De qualquer forma, em cada ponto po-
demos definir um conjunto de vetores de base e, para o espaco tangente Tp. Assim,
qualquer vetor pode ser expresso como uma combinagao linear desses vetores de base,
com a exigencia de que sejam linearmente independentes. Portanto, o campo vetorial

v(z) pode ser escrito como:

v(z) = v*(x)e,,

em que v*(x) sdo as componentes contravariantes do campo v(z) na base e,. Por
outro lado, podemos definir um outro conjunto de vetores de base, conhecidos como
vetores de base dual e*(z). Em qualquer ponto P os vetores de base se relacionam

por:

e (x) - ey(z) = 67, (2.2)

na qual e* e e, formam sistemas de vetores reciprocos. E importante destacar que os

vetores de base dual também estao no espaco tangente ao ponto P, de modo que formam
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uma base alternativa para o mesmo. Assim, o mesmo campo vetorial v(z) também pode

Ser eXpresso Ccomao:

em que v,(z) sdo as componentes covariantes de v(z) na base e(x). Dessa forma,
agora podemos analisar como se comportam esses vetores de base sob uma mudanca de

coordenadas.

2.2.2 Vetores de base e transformacao de coordenadas

Vamos considerar uma transformacao de coordenadas do tipo x* — 2'* sobre uma
variedade. Existe uma relacdo simples entre os vetores de base coordenada e, e os €/,
que estao associados aos sistemas de coordenadas z® e z'%, respectivamente. Tal relacao
pode ser encontrada se considerarmos o vetor deslocamento infinitesimal ds entre dois
pontos proximos P e (). Vale lembrar que este deslocamento nao depende do sistema de

coordenadas em uso, de modo que:

a la ./
ds = dz"e, = dz""e,,.

E importante ressaltar que o comprimento do vetor deslocamento, denotado por ds, é
o intervald] infinitesimal entre dois pontos vizinhos P e Q.
Observe que dz® = (0z*/02")dz", de modo que em qualquer ponto P os dois conjuntos

de vetores de base coordenada se relacionam por:

. ox?
@ T Gpa

do qual a derivada parcial é avaliada no ponto P. Por outro lado, para os vetores de base

e (2.3)

dual, temos que:

ax/a
5 e. (2.4)

Utilizando as equagoes (2.3)) e (2.4]), podemos determinar como as componentes de um

vetor geral v mudam sob uma determinada transformacao de coordenadas. Como o vetor

la

¢ uma entidade geométrica independente do sistema de coordenadas, entao:

v =uv"e, =v"%.

Assim, podemos mostrar que as novas componentes covariantes do vetor sao:

Tsto serd importante para entender sobre curvas nulas e ndo-nulas, que serdio apresentadas na subseco
(2.2.6).
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a a
, ox?
U, D' €, -V,
,  01°
Vo = Gy Vp.-

Por outro lado, partindo do mesmo processo, as novas componentes contravariantes devem

ser dadas por:

la
ox'*

la
V.
ox?

2.2.3 Relagao da conexao e a métrica

Primeiramente, tomando qualquer sistema de coordenadas arbitrario z* sobre a va-
riedade, vamos considerar os vetores de base e, em dois pontos proximos P e (), ambos
com coordenadas x® e % + dx®, respectivamente. Os vetores de base no ponto () deverao

diferir infinitesimalmente destes em P, de modo que:

€.(Q) = e,(P) + de,.

A derivada parcial dos vetores de base é dada por de,/dz¢, no limite dz¢ — 0. Entre-
tanto, geralmente o vetor resultante nao esta no espaco tangente a variedade, no ponto
P. Sendo assim, vamos definir a derivada, na variedade, dos vetores de base coordenada

projetando no espaco tangente em P, de modo que:

Oe, . de,
o = (53;%@>”TP- 28)

Dessa forma, podemos expandir esta derivada vetorial em termos dos vetores de base

e,(P) no ponto P. Assim, temos:

Oe,
0x°

na qual os N3 coeficientes I'’ . sdo conhecidos como a conexao afim ou simbolo de

=T ey, (2.6)

Christoffel, no ponto P. Aplicando o produto escalar da equacao ([2.6) com os vetores
de base dual €’ e usando a relacio de reciprocidade na equacao (2.2)), a conexao afim

também pode ser reescrita comdf}

2Aqui denotamos a derivada parcial com relacdo a z¢ apenas por J, e iremos adotar isso daqui em
diante.
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r°,. =e’ e, (2.7)

Em uma variedade Riemanniana geral, os termos da conexdo afim I'’ _ e I'*_, nio sio

iguais. Isso ocorre porque em uma variedade mais geral, os coeficientes da conexao afim

compoem o tensor de torcao, expresso por:

Tbac - Fbac - Fbca‘ (28)

A torgao nos mostra a existéncia de uma anti-simetria da conexao afim nos seus dois

ultimos indices.

Para fins de praticidade, vamos considerar variedades que sao sem torcdo, de modo

que o tensor de torgéoEL em qualquer sistema de coordenadas, é dado por:

T =0.

ac

Sendo assim, podemos assumir que a conexao afim é simétrica em seus dois ultimos indices,

ou seja:

ac ca

re =r°_. (2.9)

Assim, esta equacao é satisfeita para uma variedade que é sem torcao. Por conta
deste fato, existe uma relacdo entre a conexao afim I, e as funcdes métricas g,,. Para

determinar essa relagao, vamos tomar a definicao da métrica:

Gab = €4 - €.

Diferenciando esta equagao com relacao a z¢, obtemos:

acgab = (acea) -yt e - (aceb)a

d d
Ocga =1, €0 - € + 1% €, - €4,

de modo que:

OcGab = T gap + % Gad- (2.10)

Realizando uma permutagcao ciclica dos indices a, b e ¢, obtemos as seguintes expressoes

equivalentes:

abgca = chbgda + Fdabgcd>

3Na se¢ao (2.3), os tensores e suas operacoes serao abordados detalhadamente.
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Ougbe = D% gde + T Gha-

Tomando estas trés expressoes, podemos combind-las e formar o seguinte resultado:

OcGab + OvGca — OaGbe = Fdacgdb + decgad + chbgda +T dabgcd — deagdc — chagbd-

Contraindo esta expressao com ¢g°® e lembrando da relagao de reciprocidade, dada por

9°gaqd = 05, obtemos entao:
9“(0cfab + Ogea — Oave) = 9°* (T e9ap + T%eGaa + D90 + Tap9ea — Thabac — Tag0a),

gea(acgab + abgca - a(lgbc) = decé(ei + chb 2’
gea(abgac + OcGba — 8agcb) = dec(SZ + dec O
gae<abgec + acgbe - aegcb) - de05§ + dec cel7

9" (Obgac + Ocgod — Oages) = 21,

portanto:

1
e = §9ad(8b9dc + Ocgbd — Oagen)- (2.11)

O resultado obtido no lado direito desta equacao é conhecido como conexdo métrica,
frequentemente denotada pelo simbolo {fc}lﬂ A partir da equacao (2.11)), podemos de-
terminar a conexao em qualquer ponto de uma variedade. Para isso, basta conhecer a

métrica, em qualquer sistema de coordenadas.

2.2.4 Derivada covariante de um vetor

Vamos assumir que um campo vetorial v(z) é definido sobre qualquer regiao de uma
variedade. Agora desejamos determinar a derivada deste campo vetorial com relacao as
coordenadas que estao aplicadas a variedade. Primeiro, devemos comecar escrevendo o

campo vetorial em termos de suas componentes covariantes:

4Como estamos trabalhando em uma variedade sem torcao, as conexdes afim e métrica sio equivalentes,
de modo que chamaremos apenas de conezrdo daqui em diante.
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de modo que:

Opv = (Opvg)e* + v, (0pe?). (2.12)

E importante ressaltar que o segundo termo do lado direito da equacao aparece porque

os vetores de base variam com a posicao, em um sistema de coordenadas arbitrario, de
modo que nao podemos negligencia-los. Utilizando o resultado:

Podemos reescrever a equacao (2.12)) como:

OV = (Opvg)e”* — v, e

Vale destacar que a e ¢ sao indices mudos no ultimo termo do lado direito da expressao

acima, de modo que podemos troca-los. Assim, temos que:

a C a
Opv = (Opvg)e* — v .1, e,

abV = (851}@ — UCFCab)e“.

O motivo de ter trocado os indices mudos, é que agora podemos fatorar e®. Dessa
forma, para qualquer ponto P, possuimos uma equacao para determinar a derivada do
campo vetorial em relagao as coordenadas, em termos dos vetores de base do sistema
de coordenadas no ponto P. O resultado entre parénteses é conhecido como a derivada
covariante das componentes covariantes vetoriais, a qual é denotada por:

vaa = 8bva — Fcabvc. (213)

Portanto, a derivada do campo vetorial v pode ser representada simplesmente como:

v = (Vyv,)e”.

Procedendo de modo similar, podemos também determinar a derivada covariante das

componentes contravariantes do campo vetorial v. Sendo assim, temos:

Opv = (Opv* + v°T,) e,

de modo que:
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Vv = Opv® + I 40", (2.14)

Portanto, a derivada do campo vetorial, em termos das componentes contravariantes,

¢ dada compactamente por:

v = (Vyv?)e,.

Comparando as equagoes (2.13)) e (2.14)), podemos observar alguns detalhes similares e
algumas diferencas. Uma diferenca importante é com relacao ao sinal do segundo termo no
lado direito das equagoes, que é positivo para as componentes contravariantes e negativo

para as componentes covariantes.

2.2.5 Derivada intrinseca de um vetor ao longo de uma curva

Geralmente, os campos vetoriais sao dados como fungoes das coordenadas x%, que
estao definidas sobre alguma parte da variedade. Entretanto, podemos ter o caso de um
campo vetorial que esteja definido somente em algum subespaco da variedade, que pode
ser exemplificado por um campo v(u) definido apenas ao longo de uma curva x*(u) que
estd na variedade. Sendo assim, vamos agora determinar a derivada de um campo vetorial
com relagao ao parametro u ao longo dessa curva.

Primeiramente, vamos definir um campo vetorial, em qualquer ponto, ao longo de uma

curva C:

v(u) = vg(u)e*(u), (2.15)

do qual os e*(u) sdo os vetores de base coordenada no ponto sobre a curva, que corresponde
ao valor do parametro u. Dessa forma, a derivada deste campo v ao longo da curva C é
dada por:

dv  dv, de®

du due +va%,

dv  dv, oe® dz°¢

— = e vy ——,

du  du 0x¢ du
em que aplicamos a regra da cadeia no ultimo termo do lado direito da equacao. Vale
ressaltar que este procedimento é valido, pois os vetores de base e estao definidos fora da
curva C. Agora, podemos escrever as derivadas dos vetores de base em termos da conexao,
de modo que:

dv  dv, pdx’

a
— = e’ — 0% .e"—,

du du du
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dv  dv dz*
= e — T v,——e’.

du ~ du du

Trocando os indices mudos a e b no tltimo termo do lado direito da equacgao, obtemos:

dv  dv, |,

- - Fb a
du du © acth du ©
Portanto:
dv dv dz* Dv
— = (==-T ¢ =" et 2.1
du ( du ™ Ju ) © Du® (2.16)

O termo que se encontra entre parénteses é denominado a derivada intrinseca das
componentes covariantes v, ao longo da curva C, que é denotada simplesmente por
Duv,/Du.

Assim, podemos utilizar o mesmo procedimento para determinar a derivada intrinseca
das componentes contravariantes v* do campo, de modo que:

Dv*  dv® dz*¢
— 4 a ’Ub
Du du " du

Agora que obtemos estes resultados, podemos realizar a diferenciacdo das componentes

(2.17)

v, com relacao as coordenadas z®. Dessa forma, escrevendo:

dv,  Ov, dx°

du — Ox¢ du’
e substituindo esta expressao na equagao ([2.16), temos:

Dv,  Ov, dx° b dx*
Du  0z°¢ du ac g

Dv, (c%a B Fbacvb) dxet

Du oxe du’
do qual podemos identificar o termo entre parénteses como sendo a derivada covariante.

Assim, para as componentes covariantes, obtemos que:

Du, dx*

Du = (cha)%- (2.18)

Realizando o mesmo procedimento para as componentes contravariantes, temos:

Dv?® dx°
= (V) —. 2.1
(Vo) o (219)
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2.2.6 Transporte paralelo

Novamente, vamos considerar alguma curva C na variedade, parametrizada por um
sistema de coordenadas geral x%(u). Também vamos considerar um ponto inicial O na
curva, com parametro ug, onde o vetor v esta definido. Agora vamos pensar no transporte

do campo v ao longo da curva, de modo que temos:

dv
T 0, (2.20)
sendo esta expressao satisfeita em cada ponto dado ao longo da curva. Dessa forma, o
que temos é um campo de vetores paralelos em cada ponto ao longo da curva C,
do qual este campo é gerado pelo transporte paralelo de v.

E possivel interpretar geometricamente o transporte paralelo de um vetor v em uma va-
riedade (pseudo-)Euclidiana como sendo um transporte sem qualquer mudanga de diregao
ou comprimento. Isso pode ser ilustrado para uma curva C em uma variedade Euclidiana

bidimensional, como mostra a figura 2.1.

o

Figura 2.1: Transporte paralelo do vetor v [3].

Se estamos trabalhando com coordenadas x® que sao Cartesianas, entao é direto saber

que as componentes v, do campo vetorial satisfazem:

dv,
du

Por outro lado, em um sistema de coordenadas arbitrario no plano, vale ressaltar que

— 0. (2.21)

a equagao ([2.21) deixa de ser vélida, de modo que ela deve ser generalizada para:

Dv,  dv, b dx€

Du — du acth du

— 0. (2.22)
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2.2.7 Curvas nulas, curvas nao-nulas e parametros afins

Quando trabalhamos com variedades (pseudo-)Riemannianas, é essencial distinguir
entre curvas que sao nulas e nao-nulas. Definindo de forma simples, as curvas nulas sao
aquelas no qual o intervalo ds entre quaisquer dois pontos préximos tem forma
nula. Por outro lado, as curvas nao-nulas tém o intervalo ds entre dois pontos
proximos diferente de zero. Outro modo de distinguir entre os dois tipos de curvas
¢ a partir dos vetores tangentes, que nos leva a uma classe de parametros privilegiados,
que sao conhecidos como paradmetros afins, os quais servem para definir as curvas.

Vamos considerar uma curva z%(u), definida em uma variedade geral. Como sabemos,

o vetor tangente t a curva, em algum ponto P, é definido pela equagao:

Dessa forma, tomando um sistema de coordenadas qualquer, podemos escrever o se-
guinte: ds = e, 0z, do qual os e, sao os vetores de base coordenada no ponto P. Dali,

temos que:

dz®
du

Daqui, podemos verificar que o comprimento do vetor tangente t é dado por:

t=——e,. (2.23)

|t =] gast™” |2,

dz® dx? 1/2
GJab—— 7

t|=
[t du du

b |1/2

portanto:

(2.24)

na qual ds é o intervalo, medido ao longo da curva, que corresponde ao intervalo de
parametro du ao longo da mesma. Para uma curva nao-nula, o vetor tangente em todo
ponto nao é do tipo-nulo, de modo que [t| # 0. Neste caso, o comprimento do vetor
tangente depende do parametro u, de forma que ele pode variar ao longo da curva. Por
outro lado, se a curva for parametrizada em termos de um parametro u, que se relaciona
a distancia s por uma expressao u = as + b, do qual a e b sao constantes e a # 0, entao
o comprimento do vetor tangente deve ser constante ao longo da curva. Por conta desse

fato, u é chamado de parametro afim ao longo da curva.

23



Para uma curva nula, contudo, o vetor tangente é do tipo-nulo, portanto |t| = 0. Sendo
assim, a distancia ds entre quaisquer dois pontos é zero sobre este tipo de curva. Conse-
quentemente, como s nao varia ao longo da curva, nao podemos usa-lo como parametro.
Entretanto, isso nos da liberdade de tomar qualquer outro parametro escalar u nao-nulo,
que pode variar ao longo da curva. De qualquer forma, mesmo para curvas nulas é possivel

definir uma classe de parametros afins.

2.2.8 Geodésicas

Temos que uma geodésica no espaco Euclidiano é simplesmente uma linha reta,
a qual tem duas propriedades de definicao equivalentes. Primeiro, o vetor tangente dela
aponta sempre na mesma dire¢ao ao longo da curva; segundo, ela ¢ a curva de comprimento
mais curto entre dois pontos quaisquer nesse espaco. Sendo assim, podemos generalizar
estas propriedades para definir geodésicas em variedades mais gerais.
Vamos comegar considerando uma geodésica como uma curva x%(u), descrita em ter-
mos de algum parametro u pela direcdo do seu vetor tangente t(u). As equagdes que
sao satisfeitas pelas fungoes x%(u) sdo determinadas pelo seguinte requisito (ao longo da

curva):

dt
— = Mu)t, 2.25
= Aw) (225)
em que A(u) é funcao de u.

Em uma base coordenada, as componentes t* do vetor tangente devem satisfazer a

seguinte equacao:

Dt _dtt L pdet
Du  du bt du

Como as componentes do vetor tangente sao dadas por t* = dz®/du, temos que as

Au)t®.

equacoes satisfeitas por uma geodésica sao:

A (A da’ da® _ (u)dxa
du \ du b du du du
Portanto:
d?z® dxb dze dz®

—_ 4@ = . 2.26
du? ke du du (u) du ( )

A equacao ¢ valida tanto para geodésicas nulas quanto nao-nulas, parametriza-
das em termos de um parametro geral u. Entretanto, se a curva é parametrizada de modo
que o termo \(u) desaparega, entdo u é um parametro privilegiado, o parametro afim.

Vemos que na equagao , a parametrizacao ¢ uma na qual o vetor tangente é o

mesmo em todos os pontos ao longo da curva, isto é, o mesmo ¢é transportado paralela-
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mente, de forma que:
dt Dt
du Du

Sendo assim, as equacgoes que sao satisfeitas por uma geodésica parametrizada devem ser:

0 = 0. (2.27)

d?>z® dx? dz¢

— 41 —— =0. 2.28

du? RRC du du ( )
A equagao da geodésica, equacao (2.28)), ¢ um dos resultados mais importantes

para o estudo do movimento de particulas abordado na relatividade geral.

2.2.9 Procedimento lagrangiano para geodésicas

Para obter as equagoes paramétricas x* = x%(u) de uma geodésica parametrizada
afinadamente, temos que solucionar o sistema de equacoes diferenciais na equagao ([2.28]).
Tendo em vista que as equacoes que definem a conexao ['%, ., equacao , ja sao bastante
complicadas, seria arduamente trabalhoso encontrar as equacoes paramétricas correspon-
dentes. Entretanto, existe um procedimento variacional que é capaz de gerar as equagoes
de uma geodésica parametrizada, nulas e nao-nulas. Este procedimento também ¢é muito
pratico pois gera os coeficientes da conexao.

Assim, em uma variedade (pseudo-)Riemanniana, podemos encontrar as equagoes para

uma geodésica parametrizada definindo o seguinte “Lagrangiano”:

ca-b
L = g1’

do qual #* = dx®/du. Substituindo este Lagrangiano nas equagoes de Euler-Lagrange:

d(oLy oL _,
du \ 0z° oxe

encontramos que as equacoes da geodésica sao:

i 4T, 1% = 0. (2.29)

Dessa forma, as equacoes de FEuler-Lagrange fornecem um método 1til para geracao
das equagoes da geodésica e os coeficientes da conexao. Em comparagao com o método
apresentado na se¢ao (2.2.7), o procedimento lagrangiano é mais prético. Todavia, é
instrutivo abordar o processo tradicional, pois a partir dele podemos ter um bom en-
tendimento sobre todos os conceitos que foram abordados nesta secao sobre o calculo

vetorial.
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2.3 Calculo Tensorial Sobre Variedades

Na secao anterior, abordamos o calculo aplicado sobre os campos vetoriais. Agora
vamos dar um passo além e analisar uma situacao mais geral, que sao as operagoes apli-
cadas a campos tensoriais. Definindo de modo simples, um tensor pode ser expresso
como um mapa linear de um nimero de vetores a niimeros reais. Em outras
palavras, tensores sao entidades que possuem como argumentos os vetores, resultando em
nimeros reais.

Dessa forma, os tensores podem ser classificados por ordem, onde essa ordem é deter-
minada pelo nimero de vetores que ele tem como argumento. Assim, um escalar é um
tensor de ordem zero, ja que nao tem nenhum vetor por argumento. O préprio vetor é
um tensor de 1* ordem, e assim por diante. Agora vamos abordar os principais resultados

desse estudo sobre os tensores.

2.3.1 Tensor métrico

O tensor mais importante que podemos definir sobre uma variedade é o tensor
métrico g. Este simplesmente define um mapa linear de dois vetores em um nimero,

que ¢é seu produto interno, de modo que:

g(u,v)=u-v. (2.30)

Podemos observar que g é um tensor simétrico de 2* ordem, do qual suas componentes
covariantes e contravariantes, em uma base, sao dadas por:
ab a b

Jab = g(€q,€) =€4-€, e g :g(e“,eb):e -e’.

Por outro lado, as componentes mistas do tensor métrico sao expressas como:

g(eb’ ea) = g(eaa eb) = 537

do qual esta ultima igualdade é devida a relagao de reciprocidade entre os vetores de base
e suas bases duais.

Agora vamos tomar a seguinte aplicacao do tensor métrico:

vou = (v%,) - (ubey),

v-u= gabvaub.
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Um caso particular é:

ds®> =ds - ds,

em que ds = e, dr®. Assim:

ds® = (da‘e,) - (dzbey),

ds® = (e, - €)dxdx?®,

ds® = gabdm“dxb.

2.3.2 Tensores como objetos geométricos

Sabemos que um tensor de 1* ordem pode ser identificado como um vetor. Assim,
dado um vetor t, suas componentes covariantes e contravariantes, em alguma base, podem

ser dadas por:

tle,) =t, e t(e*)=1t"

A construcao de um vetor t como objeto geométrico pode ser feita a partir da com-

binacao linear de vetores de base, de modo que:

t = te, = t,e”. (2.31)

Dessa forma, tensores de ordem superior também podem ser considerados como entida-
des geométricas. Logo, em uma base particular, um tensor qualquer pode ser expressado
como uma combinacao linear de uma dada base tensorial, que ¢ feita a partir dos vetores
de base e suas bases duais.

Vamos considerar o produto tensorial dos vetores de base (e, ® €,) em algum sistema
de coordenadas. Podemos expressar as componentes contravariantes deste tensor de 2*

ordem de forma bem simples, de modo que:

(e, ® ep)(€°, ed) = ea(ec)eb(ed) = 525,?.

Agora vamos tomar um tensor t de 2* ordem cujas componentes contravariantes sao
t%. Vamos também considerar a quantidade t**(e, ® ;). Vemos que esta ¢ uma soma de
tensores de 2% ordem, do qual resulta ainda em um tensor de 2* ordem. Considerando a

acao deste tensor sobre dois vetores de base, temos que:
(e, ® ep)(e°, e?) = 155 =t
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em que os t° sdo as componentes contravariantes do tensor t.
Dessa forma, similar ao vetor na equagao (2.31]), podemos escrever o tensor t (de 22

ordem) como uma combinagao linear dos tensores de base, tal que:

t =1"%e, @ ey).

A partir de diferentes bases tensoriais, obtidas de diversas combinagoes dos vetores de
base e suas duais, podemos expressar o tensor t de varias formas. Vale ressaltar que esta

ideia pode ser facilmente estendida a tensores de ordem superior.

2.3.3 Tensores e transformacgoes de coordenadas

Como discutido anteriormente, abordamos o fato de considerar os tensores como ob-
jetos geométricos. Essa andlise tem como consequéncia a discussao do comportamento das
componentes tensoriais quando submetidas a uma transformacao de coordenadas x* — x'®
no variedade, caso que estudaremos agora. Como sabemos, existe uma relacao entre os
vetores de base e, e €/, associados aos sistemas de coordenadas x* e x'*, respectivamente.

Tal relagao é dada por:

. 0x?
@ = Gpa

em que avaliamos a derivada parcial no ponto P. Existe uma relacao semelhante para os

e (2.32)

vetores de base dual, que é:

ax/a
55 (2.33)

De posse das equagoes ([2.32)) e (2.33)), podemos determinar como devem se comportar

as componentes de um tensor geral quando estao sob uma transformacgao de coordenadas.

la

Dado um vetor t, suas componentes contravariantes em uma nova base sao dadas por:

a a 81,/0, ax/a
' = t(e) = axbt(eb): axbtb'

Por outro lado, as componentes covariantes devem ser:

, , ox® o0xb
ta = t(ea) = 8x’at(eb) = ax'atb.

Essas propriedades de transformacao também sao validas para tensores de ordem

superior. Sendo assim, caso t seja um tensor de 2% ordem, temos que:

, 0x¢ 0x¢

ab — ox'e 8{[‘,17 cd>
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la /b
lab _ 6:1: a.ﬁU cd
Ox¢ Ozd

c )
rp_ 020"
@ Ox'e Oxd ¢’

a ox'* oz

b Qxe 9x ¥
do qual temos as componentes covariantes, contravariantes e mistas (dois tipos), respec-
tivamente. E importante ressaltar que estas componentes descrevem o mesmo tensor em

termos de diferentes bases coordenadas. Dessa forma:

t=1"%e,@e) =t'(e, ®e}).

Vale destacar que quando transformamos as componentes de um tensor arbitrario,
cada sobrescrito herda uma matriz de transformacao do tipo 02'*/0z¢, enquanto que
cada subscrito herda uma do tipo 0x¢/dx’*. Assim, para que um conjunto de quantidades
sejam componentes tensoriais, a exigéncia basica é que tais quantidades se transformem

de acordo com o modo acima sob uma mudanca de coordenadas.

2.3.4 O teorema do quociente

Nem todas as quantidades que contém indices sao componentes tensoriais. Os co-
eficientes da conexao sao um exemplo claro disso, pois 0s mesmos nao obedecem a lei
de transformacao mostrada na subsegao anterior (2.3.3). E como foi dito anteriormente,
o requisito basico para que um conjunto de quantidades seja identificado como as com-
ponentes de um tensor é que tal conjunto obedeca a lei de transformacao apresentada
acima.

O teorema do quociente, contudo, fornece uma maneira de estabelecer tal exigéncia
em um caso especifico, sem a necessidade de se demonstrar que a lei de transformcao se
mantém. Esse teorema nos diz que se um dado conjunto de quantidades quando contraido
com um tensor vem a produzir outro tensor, entdao o conjunto original de quantidades é
também um tensor.

Agora vamos exemplificar uma ilustragao desse teorema. Tomando uma variedade N
dimensional, vamos supor que em cada sistema de coordenadas, sobre um ponto P, exis-
tem N3 ndmeros t%,. associados. Temos que para um conjunto de componentes vetoriais
contravariantes v®, os N? ntiimeros ¢ v° se transformam como componentes de um tensor

de 2* ordem, sob uma mudanca de coordenadas. Dessa forma, isso nos diz que:

ox'* 0z° , 4
= —t% v
) A

la Ic
t.v

(2.34)
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do qual os #%_ sdo os N3 nimeros correspondentes associados ao novo sistema de coor-
denadas com linha. Sendo assim, podemos concluir que os t%, sao componentes de um
tensor de 3* ordem. Podemos ver que v/ = (927 /02'°)v"¢, de modo que a equacao ([2.34))

nos fornece:

t/a e _ ax,a 8$e d a.ﬁlj‘f ,Ulc
be Oxd Ox'® ef ox'c”

do qual, apds um arranjo, temos:
la e f
o 0x'* 0z¢ Ox I D
be  9pd 9’ Opte ©f :
Esta expressao deve se manter para componentes vetoriais v’ arbitrarias, de modo que o

termo entre parénteses deve desaparecer identicamente. Portanto, temos:

W Ox' 9af Ozt
be ™ Hpd Hptb Hple” el

na qual concluimos que os t%,. devem ser componentes de um tensor de 3* ordem.

Dessa forma, caso um conjunto de niimeros possua caracteristicas tensoriais, quando
alguns de seus indices sao eliminados pelo somatorio com as componentes de um tensor

qualquer, entao os nimeros do conjunto original sao componentes de um tensor.

2.3.5 Derivada covariante de um tensor

Temos que a diferenciacao das componentes de um tensor geral, que nao seja um
escalar, geralmente nao resulta nas componentes de um outro tensor. Para evitar esse

tipo de dificuldade, podemos introduzir a derivada covariante de um vetor:

a __ a a c
Vv = Opv® + 1,06,

onde podemos escrever 9,v = (V,v%)e,. A partir das propriedades de transformagao
da conexao, podemos mostrar que V,v* sao as componentes de um tensor de 2* ordem.
Vamos denotar este tensor por Vv, que formalmente é o produto tensorial do operador
diferencial V com o vetor VE| Assim, em uma dada base, podemos escrever V = e%0,, de

modo que temos:

Vv = e“d, @ v'ey = e” ® 9,(vey) = (Va')e” @ e,

Por outro lado, Vv, formam as componentes covariantes deste tensor, do qual:

Vv = e%0, @ vpe’ = €* ® 0,(vpe’) = (Vavp)e® @ e’

5Neste caso, omitimos o simbolo ® em produtos tensoriais que envolvam V.
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E facil mostrar que Vyv® e Vv, satisfazem as exigéncias das leis de transformacao
para serem componentes tensoriais.
Também podemos estender a ideia da derivada covariante para tensores de ordem su-

perior. Vamos considerar um tensor t de 2* ordem e calcular sua derivada covariante, com

tab

componentes contravariantes V. t*°. Entao, expressando t em termos dessas componentes,

temos:

ot = 8C(t“bea ® ep),

o.t = (8ct“b)ea ® ey + t“b(ﬁcea) ® e, + t%e, @ (O-€p).

Agora, podemos reescrever as derivadas dos vetores de base em termos dos coeficientes

da conexao, do qual obtemos:

8ct = (actab)ea Xep+ tabrdaced Xep+ tabea ® deced'

Trocando os indices mudos a e d no segundo termo do lado direito da expressao acima

e também os indices b e d no terceiro termo, obtemos que:

ot = (actab>ea @ ep + tdbradcea ® ey + tadefl ® deceb’

Ot = (0t + T t® 4+ T, t"Ye, @ e,

em que o termo contido entre os parénteses é identificado como a derivada covariante:

Vot = 0™ 4+ T, % + T, 2. (2.35)

Utilizando a equagao ([2.35]), a derivada covariante de tensor t, em relacdo a z¢, pode

SE€r expressa €1 termos de suas Componentes contravariantes como segue:

Ot = (Vt™)e, @ e,

Procedendo de maneira similar, podemos obter também as componentes covariantes
e mistas para a derivada covariante do tensor t. Sendo assim, para as componentes

covariantes deste tensor, temos o seguinte:

Ot = Oc(tupe” ® eb),

Ot = (Ostap)e” @ €’ + ty(0.6") @ € + te” @ (0.€),
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Ot = (Octp)e® ® e’ — tabI’“dced ®e’ —t,e’® deced,

3ct = (actab)ea (9 eb - tdbrdacea & eb - tadea ® deceb’

act = (8ctab — Fdactdb — dectad)e“ ® eb,

de modo que a derivada covariante das componentes covariantes do tensor t é dada por:

Vita = Octay — T tap — T taa. (2.36)

Dessa forma:

Ot = (Vita)e® @ e’

Por fim, para as componentes mistas, temos que:

Ot = 0.(t%e, ® ),

Ot = (0,t%)e, @ €’ +1%(0.e,) ® €’ +t%e, @ (0.e"),

Ot = (0t%)e, @ e® + 14T e, @ e’ — t%e, @ %, e,

Ot = (0t%)e, @ e’ + 41, e, e’ — t%e, @ T'% €’

act - (actab "‘ Fadctdb - deC ad)ea ® eb,

do qual a derivada covariantes das componentes mistas é:

Vctab = actab + Fadctdb — dectad (237)

Portanto, temos:

Ot = (Vt4)e, ® e’

Assim, coletando os resultados obtidos nas equacgoes (2.35)), (2.36) e (2.37)), obtemos

finalmente:

Vctab — actab T Fadctdb + dectad,
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Vctobb = actab - Fgctdb - Flcfctad7

Vcta - 8Ctab + Fadctdb - dectad

E importante destacar que as posicoes dos indices nestas expressoes sao bem sis-
tematicas. Observe que o ultimo indice em cada coeficiente da conexao corresponde ao
da derivada covariante, enquanto que os indices remanescentes podem ser arranjados de
outros modos. Note que para cada indice contravariante no lado esquerdo da equagao, é
adicionado um termo no lado direito com um simbolo de Christoffel com o sinal de mais.
Por outro lado, para cada indice covariante é adicionado um termo de Christoffel com o
sinal de menos. Vale destacar que este procedimento é facilmente estendido a tensores
de ordem superior.

Um resultado particularmente importante é sobre a derivada covariante do tensor
métrico g, que ¢é identicamente nula em todos os pontos de uma variedade Riemanniana,

ou seja:

Vg =0.

De modo alternativo, podemos expressar isto em termos das componentes covariantes

e contravariantes como sendo:

Ve =0 e Vg =0. (2.38)

Este resultado tem uma consequéncia bastante importante, que simplifica considera-
velmente as manipulagoes tensoriais. Sendo assim, podemos facilmente trocar a ordem de
levantar ou abaixar um indice e executar uma diferenciacao covariante de modo que isso
nao deve afetar o resultado. Como exemplo, vamos considerar as componentes contrava-

riantes % de um tensor de 2* ordem. Assim, tomando a equacao ([2.38)), temos:
V% = V,(g"4%),
Vet® = (Veg" )t + g"(Vet's),
V% = g (V 47).

Vale destacar que a derivada covariante também segue a regra do produto de uma

derivada comum.
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Capitulo 3

O Principio da Equivaléncia e a

Curvatura do Espaco-Tempo

3.1 O Principio da Equivaléncia

Devido ao fato da igualdade entre as massas inercial e gravitacional de uma particula,
Einstein propos o famoso experimento do elevador. Vamos considerar um observador
que estd em um elevador caindo livremente. Quaisquer objetos largados do repouso,
relativo a cabine do elevador, permanecem flutuando sem peso na mesma; um projétil
lancado de um lado ao outro do elevador parece se mover em uma linha reta, ao invés
da trajetoria parabolica. Esses acontecimentos decorrem do fato de que a aceleracao de
qualquer particula relativa ao elevador € zero, ou seja, a particula e a cabine do elevador
possuem a mesma aceleragao relativa a Terra, resultado da equivaléncia entre as massas
inercial e gravitacional.

Dessa forma, o principio da equivaléncia nos diz o seguinte: em um laboratorio
(nao-rotativo) que esta caindo livremente, ocupando uma pequena regiao do

espacgo-tempo, as leis da fisica sao aquelas da relatividade especia][].

3.2 A Gravidade como Curvatura do Espaco-Tempo

Todos esses fatos levaram Einstein a propor uma ideia que resultou em uma des-
cricao relativistica da gravidade e agregou naturalmente o principio da equivaléncia.
Dessa forma, ele propos que a gravidade nao deve mais ser considerada como
uma forca, mas em vez disso deve ser tratada como uma manifestacao da
curvatura do espago-tempo, sendo esta curvatura induzida pela presencga de

matéria/energia.

IEsta é uma declaracdo do principio da equivaléncia forte, visto que ele se refere a todas as leis da
fisica. Todavia, existe também o principio da equivaléncia fraco, que se refere apenas as trajetérias de
particulas caindo livremente.
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Ja que a gravidade deve ser considerada como uma manifestacao da curvatura do
espago-tempo, entao a equacao de movimento de uma particula, que se move apenas sob
influéncia da gravidade, deve ser como a de uma particula livre no espago-tempo curvo,

de modo que:

dp
dr

do qual p é o quadrimomento da particula e 7 é o tempo préprio medido ao longo da

0,

linha de mundo dela. Assim, concluimos que a linha de mundo de uma particula caindo
livremente sob influéncia da gravidade € uma geodésica no espago-tempo curvo.

Por outro lado, o principio da equivaléncia restringe a possivel geometria do espago-
-tempo curvo a do tipo pseudo-Riemanniano. Temos que a interpretacao matematica do
principio da equivaléncia é que ele exige que em qualquer evento P devemos ser capazes de
definir um sistema de coordenadas X* de modo que, na vizinhanca local de P, o elemento

de linha do espaco-tempo seja:

ds® =~ 1, dX"dX", (3.1)

na qual 7, ¢ a métrica correspondente ao espaco-tempo de Minkowski, dada por:

1 0 0 0
1o -1 0 o0
=10 0 -1 o |’
00 0 -1

de modo que a igualdade na equacao (3.1) se mantém no evento P. Entdo, para uma
variedade pseudo-Riemanniana, que é curva e quadridimensional, em algum sistema de

coordenadas arbitrario z#, o elemento de linha toma a forma geral dada por:

ds? = Gudxtdz”,

sendo g, a métrica correspondente a geometria a ser encontrada.

3.3 O Tensor de Curvatura

Agora, como podemos mensurar a curvatura de uma variedade? Uma solugao para
essa questao é considerar uma mudanca na ordem da diferenciacao covariante. Todavia,
a ordem ¢é importante na hora de diferenciar, pois geralmente uma mudanca nessa ordem
pode acarretar em uma diferenca no resultado. Para campo escalares isso nao é problema,
visto que neste caso a derivada covariante é igual a derivada parcial. Mas agora, vamos

considerar um campo vetorial arbitrario definido sobre uma variedade cujas componentes
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covariantes sao v,. A derivada covariante desse campo é dada por:

d
vaa = (9bva -T ab¥Ud-

Realizando uma segunda diferenciacao covariante, obtemos que:

Vcvbva = ac(vbva) - Feacvbve - Febcvevaa

V. Vv, = 0.(Opv, — Fdabvd) — I, (Opve — Fdebvd) — I (Ocvy — e Va),

ae

V. Vv, = 0.0pv, — (85Fdab)vd — Fdabacvd —T°,.(Opve — Fdebvd) — T, (0cvy — e Va),

ae

do qual sabemos que Vv, é um tensor de 2* ordem. Fazendo uma troca entre os indices

b e ¢, podemos obter uma expressao correspondente para V,V.v,, dada por:

Vi Veta = 00,04 — (0T )vg — T 00va — I, (0ve — T vg) — T4 (00 — %, 04),

e assim, subtraindo as duas expressoes acima, obtemos que:

chbva - vbvcva - _acrdabvd + Feacrdebvd + ab]:‘dowvd - Feabl—‘decvd‘

Rearranjando os termos, temos finalmente:

vcvbva - vacva = (abrdac - aCrdab + Feacrdeb - Fe(le]'—Viec)UCl'

Podemos reescrever este resultado como:

chbva — vac’l)a = Rdabcvtb (32)

em que:

Rdabc = ab]'jdcw - aCrdab + 1—‘eacheb - 1—‘eadeec' (33)

Agora, para saber se as N* quantidades do objeto R%,_ se comportam como as com-
ponentes de um tensor sob uma transformagao de coordenadas, seré necessario um arduo
trabalho algébrico. Felizmente, o teorema do quociente nos fornece um caminho mais
simples e pratico. Sabemos que o lado esquerdo da equacao é um tensor, para os

vetores arbitrérios v,, de modo que a contragio de R, com v, também é um tensor.

C

Visto que R%,. nao depende das componentes v,, pelo teorema do quociente podemos
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concluir que os R%,_ sao, de fato, componentes de um tensor R de 4* ordem. Este tensor
¢ conhecido como o tensor de curvatura ou tensor de Riemann, sendo a equacao
a sua representacao em termos do tensor métrico g, e de suas primeira e segunda
derivadas.

Agora vamos estabelecer como o tensor definido na equacao se relaciona a cur-
vatura de uma variedade. Em uma porcao plana de uma variedade, devemos tomar

coordenadas de modo que o elemento de linha, através da regiao, assuma a forma:

ds® = e (dX ) + e(dX?)? + ... + en(dX M) (3.4)
Nessas coordenadas, temos que os vetores de base nao variam, de modo que I',, e
suas derivadas sao zero. Assim:

Rd be :O

a

Vale ressaltar que esta é uma relacao tensorial, de forma que ela deve se manter em
qualquer sistema de coordenadas. Destacamos também que, se R%, = 0 em todo ponto
em uma regiao de uma variedade, entao podemos mostrar que existe a possibilidade de
inserir um sistema de coordenadas no qual o elemento de linha tome a forma dada na
equacao , de modo que podemos concluir que essa regiao é plana. Portanto, o fato
do tensor de curvatura ser nulo é uma condi¢ao necessaria e suficiente para provar que

uma dada regiao de uma variedade é plana.
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Capitulo 4
O Buraco Acustico Canonico

Agora vamos estudar com detalhes alguns aspectos do buraco acistico canénico
e analisar suas principais propriedades, tal como a deflexao de ondas sonoras. Um buraco
acustico se forma em uma regiao de fluido onde nenhum som é capaz de sair. Por conta
dessa caracteristica, ele também pode ser chamado de buraco mudcﬂ. Temos que o
buraco actstico é limitado por um horizonte de eventos aparente, que é uma superficie
na qual a velocidade do fluxo é superior a velocidade do som no fluido. A analogia destes
sistemas com buracos negros foi proposta em 1981 pelo fisico canadense William George
Unruh [4], que conseguiu desenvoler um modo de correlacionar certas propriedades de
buracos negros a dinamica dos fluidos [6].

Vamos nos restringir ao simples modelo de um buraco mudo esfericamente simétricd?]
conhecido como buraco acustico canonico. Para isso, devemos adotar algumas condigoes,
que sao um fluido barotrépico, inviscido e com fluxo irrotacional. Dessa forma, vamos
tomar um fluxo constante esfericamente simétrico de um fluido incompressivel, no qual
haja uma fonte ou sorvedouro na origem r = 0. Devido a conservagao do fluido, existe

uma velocidade radial:

v, = £ (ri /r?), (4.1)

em que ¢, € a velocidade do som no fluido e r;, é o raio onde a velocidade do fluxo ultrapassa
a velocidade do som no fluido [3], [6]. Assim, a geometria efetiva para esse modelo é dada

por:

ds® = g, dxtda”,

na qual temos:

s

2
ds® = c2dt* — (dr2 + ci%dz?) — r*(df? + sin’ 0dg?). (4.2)

!'Em analogia ao buraco negro, do qual nem a luz consegue escapar.
2Similar ao buraco negro de Schwarzschild, que é um modelo estético e esfericamente simétrico.
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E importante destacar que o sinal (+) entre os parénteses do segundo termo do lado
direito da equagao estd relacionado a uma fonte, enquanto o sinal (—) é designado para
um sorvedouro. Todavia, a partir de agora vamos considerar apenas o sinal (—), pois
estamos estudando um modelo andlogo ao de um buraco negro. Como foi ressaltado na
introducao, neste trabalho nao iremos demonstrar como se chega a métrica do buraco
acustico canonico. Para um melhor entendimento do assunto, indicamos ao leitor a re-
feréncia [5]. Naquele artigo é apresentado pela primeira vez o modelo do buraco actstico
canonico, como se desenvolve sua métrica e outras propriedades que nao estao descritas
no presente texto.

Agora vamos introduzir uma coordenada temporal alternativa, expressa por:

2 4\ 1
dt—dt_T_Q[CS< —ﬁ) ]dT,

de modo que a métrica pode ser escrita na seguinte forma diagonal:

4 4\ 1
ds® = c? (1 — T—h> dt* — (1 — r—h> dr® — r*(df* + sin’ 0d¢?). (4.3)

ra ra
Observe que o parametro de tempo t deve divergir quando r — r,. A partir de agora

vamos analisar como as equagoes da geodésica devem se comportar de acordo com esse

modelo.

4.1 Geodésicas

Primeiramente, vamos analisar como ¢ o comportamento de geodésicas na geometria
de Schwarzschild, visto que o modelo acistico adotado é um andlogo a essa geometria.

Temos que o elemento de linha de Schwarzschild é dado porf]

2 2u\ !
ds* = ¢? (1 - 7'u> dt* — (1 — 7”) dr® — r*(df* + sin® d¢?). (4.4)

Caso sejam conhecidos os coeficientes da conexao I'#, | desta métrica, podemos escrever

as equacoes da geodésica para essa geometria, de modo que:
d*at L dx” dx?
do? P do do ’

do qual o é algum parametro afim ao longo da geodésica dada por z#(c). De toda forma,

para determinar as equagoes da geodésica, iremos adotar o procedimento Lagrangiano, de
acordo com o que foi descrito na subsecao (2.2.8). Tomando a equagao (4.4]), o Lagrangiano

serd dado por:

3Vale destacar que denotamos pu = GM/c?.
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20\ - 2\ ! : .
L=¢ (1 - —“) 2 (1 - —“) 72 — r2(62 + sin? 04?), (4.5)

r r

sendo o ponto acima de cada coordenada a representacao de sua derivada em relacao ao
parametro afim. Dessa forma, podemos obter as equacoes da geodésica substituindo o

lagrangiano da equagao (4.5)) nas equagdes de Euler-Lagrange:

d oLy oL _
do \ OzH oxh

Utilizando esta equacao e executando os devidos cédlculos, encontramos que as equagoes

da geodésica sao:

(1 - 27“> t =k, (4.6)

9 -1 2 2 -2 . .
(1 - —“) o (1 - ﬁ) i~ (@ +sin208’) =0,  (47)
r r r r
L2 . .2
0 + =710 — sinf cos ¢° = 0, (4.8)
r
r?sin 0 = h. (4.9)

Observe que nas equacoes e , respectivamente, as quantidades k e h sao
constantes de movimento. Elas podem ser determinadas imediatamente, visto que L nao
vem a ser uma funcao explicita de ¢t ou ¢.

Também podemos notar que a equagao é facilmente satisfeita por 6 = 7 /2, pois
como resultado da simetria esférica da geometria de Schwarzschild, é possivel restringir

nossa atencdo a movimentos apenas no plano equatorial que é dado por § = 7/2, sem
perda de generalidade. Dessa forma, as equagoes (4.6)), (4.7)) e (4.9) tomam a forma:

(1 - 2—“) t=k, (4.10)

r
9 -1 2 2 -2 .
r r2 r 72

Todas essas equagoes sao validas tanto para geodésicas nulas quanto nao-nulas, para-
metrizadas.
Agora vamos analisar como se comporta a trajetoria de um féton nessa geometria,

para efeito de comparacao com o nosso modelo acistico. Sabemos que a linha de mundo
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de um féton é uma geodésica nula, de modo que nao é possivel usar o tempo proprio
7 como parametro afim, e assim temos que usar algum outro parametro ¢ ao longo da
geodésica.

Vamos considerar o movimento no plano equatorial, de modo que as expressoes de
movimento serao dadas pelas equagoes da geodésica e . Por outro lado,
vamos substituir a equacao para r pela condicao g,,##2” = 0. Sendo assim, temos

que:

(1 - 27“> t =k, (4.13)

-1
? ( - 2-“) i — (1 - 27“) i — 2% =0, (4.14)
¢ = h. (4.15)

No caso da trajetéria de fétons, vamos obter uma equacao apropriada substituindo as

equagoes (4.13)) e (4.15)) na equagao (4.14)), de modo que:
24 24 -1 21 - h\>
2 22 _
(-%) [‘f( ) ] () e (E) -
2 2\ I h?
c2<1——“)(1——’“‘> k2—<1——“) P2 =0,
r r r r

h? 2
Ak — 2 = — <1__,u)
T T
Portanto, temos que:
h? 2
P2+ = (1 - —’“‘) = k2. (4.16)
T T

Agora, substituindo k = 72¢ na equacio (4.16)), usando o seguinte fato:

drdrd¢  hdr

do — dpdo  r?d¢’
executando a substituigdo u = 1/r e diferenciando com relagdo a ¢ (além de usar que
= GM/c?*), obtemos:
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d*u 3GM
dT& + u = 02 U2. (417)

A partir desta equagao vamos analisar o comportamento da 6rbita da luz quando passa

muito distante de objetos muito massivos. Observaremos que neste caso acontece um
pequeno desvio na trajetéria do féton. Na proxima segao, sobre deflexoes, analisaremos
detalhadamente essa situacao.

Agora vamos estudar o caso acustico, no qual o som serd nosso objeto de pesquisa.
Neste caso, vamos ter que as ondas sonoras deverao sofrer um leve desvio em suas tra-
jetorias ao passarem a grandes distancias do horizonte de um buraco mudo. Sendo assim,
primeiro iremos considerar uma classe de geometrias descritas a partir do elemento de

linha:

n n -1
ds? = ¢ (1 - T—h> dt? — (1 - T—h> dr? — r2(d6? + sin? 0d¢?), (4.18)
n /’aTL

r

do qual ¢ pode ser a velocidade da luz ou a velocidade do som (no fluido) dependendo
do sistema analisado. Neste caso, n = 1 corresponde ao buraco negro de Schwarzschild,
que é uma solucao do vacuo das equacoes de Einstein, enquanto n = 4 esta associado ao
buraco acustico canonico, que vem da solucao das equagoes de fluido.

Neste caso mais geral, as trajetorias de geodésicas espalhadas sao obtidas a partir da

equacao orbital dada por:

du)’ 1 2 n, n+2
WY =, (4.19)

obtida pelo mesmo procedimento utilizado para se chegar a equacao (4.17)), do qual sa-

bemos que u = 1/r e b é o parametro de impacto. Diferenciando esta equagao, obtemos

que:

d*u n+2
_ 7“”Un+1

g T T

A partir desta equacao, analisaremos o caso da deflexao de ondas sonoras por um

. (4.20)

buraco acustico canonico, que é o principal objetivo deste trabalho.

4.2 Deflexoes

Nesta se¢ao, vamos analisar detalhadamente a deflexao de uma onda sonora causada
por um buraco acustico candnico. Entretanto, iremos primeiro abordar a deflexao da
luz, causada por um buraco negro de Schwarzschild, por exemplo, para que haja uma

comparagcao sobre os resultados em cada um dos modelos.

42



4.2.1 Deflexao da luz

Na completa auséncia de campos gravitacionaisﬂ raios luminosos descrevem tra-
jetorias retas. Entretanto, é possivel observar uma pequena deflexao na trajetéria deles
quando trafegam sob efeito gravitacional de objetos massivos distantes, tal como uma es-
trela ou mesmo um buraco negro. Sendo assim, vamos utilizar uma técnica de aproximagao
para investigar esse comportamento para fotons que viajam a uma grande distancia des-
ses objetos, mas que seja suficiente para causar deflexao. A equagao de movimento para
um féton, na geometria de Schwarzschild, é dada pela expressao . Na auséncia de
matéria, que seria o caso da luz viajando em uma regiao sem qualquer corpo massivo por

perto, temos que o lado direito da equagao (4.17)) é identicamente nulo, de modo que:

T =0
- u = ,
d¢p?
que ¢ satisfeita pela seguinte solucao:
u = Slr;¢, (4.21)

a qual corresponde a uma trajetéria em linha reta cujo parametro de impacto é b. Agora,
para o caso da luz passando longe de um corpo massivo, devemos tratar a solucao dada
na equagao (4.21)) como a solucdo de ordem zero para a equagao de movimento do féton.
De qualquer forma, a solucao geral-relativistica deve ser dada por:
sin
U= 2 ¢ + Au,

na qual Au é uma pequena perturbagéoﬂ devido a fraca interacao com o corpo massivo.

Substituindo esta expressdo na equacao (4.17)), temos:

sin ¢
b + Au 2

d? [sing
b

3GM [sin¢
4 A —
it |0 T “} " {

2
—|—Au1 ,

sing d*Au sing _3GM sin¢  2sin¢
7 d¢2+b+Au_02{b2+b

Como Au ja é uma pequena perturbacao, se for elevada ao quadrado, torna-se menor

Au + AuQ} )

ainda, de modo que descartamos o tltimo termo entre colchetes no lado direito da equacao.
Por outro lado, o segundo termo entre colchetes também pode ser negligenciado, visto que
se o parametro de impacto for grande, o produto com Awu torna tal termo menor ainda,

sendo desprezivel em relagao aos demais. Sendo assim, obtemos que:

4Além de reflexdo, refracdo, dispersdo e outras interferéncias éticas.
5Para trajetérias préximas do buraco negro, obter solucdes analiticas é uma tarefa bastante complexa
e em geral sao aplicados métodos numéricos.
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d*Au 3GM .,
d¢2 "‘AU: WSIH gb

Esta equacao é satisfeita pela integral particular:

3GM 1
Au=——=(14+= 20 ). 4.22
U= S ( + 5 €08 ¢) (4.22)

Adicionando este resultado na solucao original, temos que:

2 —1—20%2 1—|—§COSQ¢

Agora vamos considerar o limite no qual » — oo, ou seja, em que u — 0, que pode

ocorrer para os casos em que ¢; < 1 e também ¢y = 746, onde § < 1. Veremos primeiro o

M 3GM < L ) : (4.23)

caso em torno de ¢; < 1. Para uma pequena deflexdo, com um angulo pequeno, podemos
tomar as seguintes aproximacoes:
sing ~ ¢ e cos2¢ ~ 1,

de modo que a equagao (4.23)) resulta em:

6 3GM 1
—_ — 1 —
0=y T3z (1T3):

$  3GM4
0=t 2ars

6 2GM

b e

Portanto, o angulo inicial do raio luminoso é dado por:

2GM
=1 = -

Agora vamos analisar o caso em torno de ¢ = 7w+ 6. Assim, temos da equagao (4.23)):

(4.24)

_sin(r+6)  3GM

u T

1
1—|—§COS2(7T+Q) :

do qual podemos tomar as seguintes aproximagoes, caso 6 < 1:

sin(m+60)~ —0 e cos2(m+0) ~ 1,
de modo que:
g 3GM 1
=+ (14 =
0 b+2c2b2( +3>’
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o_ 0, 3GM4
b 2222 3

2GM

-0+ =
0 +

Sendo assim:

2G M
0= )
c2b

Dessa forma, o angulo final do raio luminoso é:

2GM
c2b

Temos que o angulo varrido pela trajetéria do féton é dado por:

po=T+0=1+ (4.25)

A¢:¢2—¢17

Ap =
O=T+ "3 2b

2GM (_2GM)

de modo que:

4GM
c2h

Assim, o desvio a partir da reta, a qual varreria o angulo m, sera:

Ap=m+

(4.26)

O(b) = A¢ —,
sendo:

_4GM

c2b

o(b) (4.27)

E importante destacar que este angulo de desvio da trajetéria da luz foi utilizado para

comprovar a teoria da relatividade geral em 1919 [7].

4.2.2 Deflexao de ondas sonoras

Agora vamos analisar detalhadamente a deflexao de ondas sonoras, causada pela
presenca de um buraco actstico canonico. Nosso ponto de partida é a equacao . E
importante ressaltar que desejamos encontrar uma solucao aproximada para a deflexao,
aplicada a situacoes em que as ondas sonoras estao relativamente longe do buraco actstico

[8]. Dessa forma, devemos propor a seguinte solugao:
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sin ¢
u =
b
do qual Au é uma pequena perturbacao. Assim, substituindo esta expressao na equacao

diferencial (4.20]), temos que:

d> (sin¢ sin ¢ n+ 2 sin ¢ s
— A Ay = h A
132 ( b + u) + b + Au 2 T, ( b + u) ,

+ Au, (4.28)

sing d*Au sing n+ 2 sin ¢ e
— Au = o A
b Tae Ty T 2Th(b+“ !

d*Au n+2 , (sing e
s + Au = 5 rh< 2 +Au> .

n+1

(4.29)

d*Au n+2 sin ¢ il sin ¢ !
o= — n 1 ik
00 + Au 5 T ( 2 > + ( ) ) Au

Para solucionar esta equacao, primeiro vamos tomar o termo que esté elevado a (n+1)

e realizar uma expansao sobre ele até a 1* ordem. Assim:

sin ¢ ntl sin ¢ -1 n+1_ sin ¢ ntl
(5 e () ) - ()

Substituindo esta expansao na equacao (4.29), obtemos que:

sin ¢ !
1+(n—|—1)( 7 > Au

d*Au n+2 , (sing\"" sing)
T&—FAU: 5 Th( b ) 1—|—(n+1)( b ) A’LL ,
d2Au+A - n+2 | (sing n+1+( L) sin ¢ nA

dz T T T (T " b “

Vale ressaltar que o parametro de impacto b é um valor grande, de modo que ele faz
com que o termo (sin ¢/b)" seja muito pequeno. Por conta disso, podemos negligenciar o

segundo termo dentro dos colchetes, resultando finalmente:

d*Au n+2 , (sin ¢)n+1 . (4.30)

+ Au = r

dop? 2 "\ b
E importante ressaltar que foi desenvolvida esta expressao com n genérico para des-

tacar as manipulacoes matematicas realizadas para obter a equacao (4.30). Para o caso

de deflexoes por um buraco acustico canonico, devemos assumir n = 4, de modo que a

equacao (4.30) torna-se:
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d*Au , (sing\’
02 +Au-3rh< 7 ) . (4.31)

A solucgao particular para esta equa,(;éoﬂ é dada por:

4 (sin 5 — 15 sin 3¢ — 80 sin ¢ + 1206 cos )

Au = o , (4.32)
em que a solucao geral (4.28)) fica como:
"y sing 7 (sin 5¢ — 15sin 3¢ — 80sin ¢ + 120¢ cos ng)' (4.33)

b 1280°
Neste caso, para as geodésicas nesse espaco-tempo, temos que u — 0 quando ¢y < 1

ou ¢ =7+ 6, com § < 1 [§]. Primeiro, assumindo o caso ¢; < 1, temos que:

¢ ri(50 — 45 — 809 + 1200)

0=75 12805 ’

0=
b?

de modo que:
¢=¢1=0. (4.34)

Isso nos mostra que nao ha desvio no angulo inicial da trajetéria da onda sonora. Por

outro lado, assumindo ¢y = 7 + 6, temos que:

0— sin (74 6) ri[sin5(r +6) — 15sin3(7 + ) — 80 sin (7 + 0) + 120(7 + ) cos (7 + 6)]
b 12807 ’

0 0 7 (=50 + 4560 + 808 — 1207 — 1206)
b 12805 ’

0 120w
0= =3 Tospp

de modo que:

o 1577,
166*

Dessa forma, o angulo final da trajetéria das ondas é dado por:

1577}

po=T+0=1+ 65t

(4.35)

6Solucdo obtida com o auxilio do software MAXIMA.
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Assim, o angulo varrido pela trajetéria é:

A¢ = ¢2 - (blv
157 157}
Ap = h_ 0= h,
O=T e 0T T g
Portanto, a deflexao total a partir da linha reta é:
1577

Ob) = Ap— 7 = =k (4.36)

Assim, podemos comparar ambos os casos, o de Schwarzschild e o actstico. Obser-
vamos do resultado para a deflexao da luz na equacgao que o angulo decai com o
inverso de b, enquanto que no caso acustico o desvio da trajetoria decai com o inverso
de b*. Essa distincdo se deve ao fato de que estamos trabalhando com geometrias dife-
rentes. Mesmo que a estrutura matematica das geometrias sejam semelhantes, ainda ha

diferencas entre elas, revelando o fato crucial de que sao sistemas de naturezas diferentes.

48



Capitulo 5
Conclusao

O buraco negro de Schwarzschild é do tipo estatico e esfericamente simétrico; o mo-
delo mais simples que existe. Apesar disto, esta solucao foi utilizada para descrever o
desvio de raios luminosos no contexto da teoria relativistica. A deflexdo da luz consti-
tui um fenomeno muito importante, pois foi um dos primeiros testes experimentais da
relatividade geral, pouco tempo apds sua publicacao, realizado em 1919.

De modo semelhante, Visser propos o buraco acustico canoénico (ou buraco mudo), que
consiste em uma regiao de fluido esfericamente simétrica, dentro da qual a velocidade do
fluxo é superior a velocidade do som no fluido. Isso o torna capaz de absorver qualquer
onda sonora que entre em seu horizonte de eventos. Assim, similarmente ao buraco negro,
o buraco acustico é capaz de defletir a trajetéria de ondas sonoras que trafeguem a uma
grande distancia dele. A simplicidade deste modelo o torna interessante para entender
até que ponto vai sua analogia a buracos negros da relatividade geral.

Na equagao (4.27]) conseguimos obter a deflexao total da trajetoria de luz ao redor de
um buraco negro de Schwarzschild. Por outro lado, na expressao , determinamos
o angulo de deflexao total para o caso de ondas sonoras ao redor de um buraco acistico
canonico. Podemos observar que os dois resultados sao muito semelhantes e ambos depen-
dem do parametro de impacto, além do raio do horizonte de eventos. Entretanto, ambos
os resultados nao sao iguais, pois mesmo dependendo do parametro de impacto, a taxa de
decaimento do angulo de deflexao é diferente nos dois casos, sendo o desvio da trajetéria
menor no caso do buraco acustico canonico. Como foi ressaltado, essa distincao ocorre
porque sao duas geometrias diferentes e isso advém do fato de que sao sistemas distintos.

O presente estudo foi importante para compreender o limite dos andlogos actsticos.
Podemos utilizar um objeto de estudo semelhante (buraco acistico canénico) mas que
nao sera exatamente igual ao buraco negro de Schwarzschild, visto que este e o modelo

acustico sao sistemas fundamentalmente distintos.
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Os buracos negros sao uma consequéncia formidavel da teoria da relatividade geral,
mas como sabemos, esses astros estao longe e dificeis de serem estudados profundamente.
Assim, os modelos analogos, propostos por Unruh, proporcionam um meio mais viavel de
estudar alguns fenomenos previstos pela relatividade geral, visto que o comportamento

de buracos acusticos muito se assemelha ao de buracos negros.
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