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RESUMO

Os sistemas de bombeio mecanico sdao métodos de elevagdo artificial bem conhecidos com
grande eficiéncia na producao de 6leo. Porém, o movimento periddico realizado pela coluna
torna o sistema suscetivel a falhas mecanicas, promovendo paralisacdes operacionais. Este ar-
tigo apresenta uma nova abordagem para a andlise vibracional da coluna de hastes do bombeio
por meio de um estudo do decaimento de energia. A equacdo da onda amortecida que repre-
senta 0 movimento oscilatorio do sistema de elevagdo foi resolvida analiticamente, e a energia
da solucgdo foi caracterizada pela andlise de seu comportamento no espacgo e no tempo. Os re-
sultados mostram que a energia € de natureza dissipativa, promovendo a atenuagdo vibracional
em trés diferentes formas de decaimento exponencial. Os resultados permitem caracterizar os
limites de amortecimento de cada tipo de decaimento exponencial. A abordagem proposta neste
trabalho, por meio da anélise do decaimento de energia, pode servir de base para o desenvolvi-
mento de novas metodologias capazes de detectar anomalias e condi¢cdes operacionais Otimas
em sistemas de bombeio mecanico.
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1 Introducao

O sistema de bombeio mecanico € um dos métodos de elevagao artificial mais difundidos na
producdo de petréleo em pogos terrestres e € amplamente utilizado devido a sua fécil instalagdo,
ampla gama de trabalhos, operacional bem conhecido e com bastante eficicia para promover
baixa pressdes de fundo de pogo [1]. A Figura la ilustra as principais partes do sistema de
bombeamento mecanico. A coluna de haste € conectada a bomba subterrdnea, que cria uma
pressdo diferencial no fundo do poco, bombeando os fluidos do reservatdrio para a superficie
[2]. As Figuras 1b e 1¢ mostram os detalhes da posi¢cdo das valvulas da bomba de subsuperficie
durante os movimentos da coluna para baixo (movimento descendente) e para cima (movimento
ascendente). Durante o movimento ascendente, o fluido contido no espago anular entre a coluna
e o revestimento for¢a o fechamento da véalvula de passeio. Isso reduz a pressdao abaixo desta
vdlvula, abrindo a védlvula de pé da bomba. Assim, o petrdleo flui para dentro da camara da
bomba. Durante o movimento descendente, a compressao dos fluidos promove o fechamento
da vélvula de pé e a abertura da valvula de passeio. Ainda durante o movimento descendente,
as pressoes se igualam abrindo a vélvula de passeio, retomando-se um novo ciclo.

Figura 1: Sistema de Bombeio mecénico (a) com detalhes da bomba de subsuperficie (b) e (c).
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Uma das partes mais criticas do sistema € a coluna de hastes que conecta a unidade de bom-
beio com a bomba de subsuperficie. Esta coluna € composta por se¢des, conectadas por juntas
de aco forjado. Durante o movimento ciclico a haste estd submetida a diferentes esforcos e
precisa ser projetada para suportar seu proprio peso, o peso da coluna de fluido, o efeito inercial
resultante da inversdo do movimento da haste e as forcas de atrito com o revestimento em pocos
direcionais. As tensdes de compressao e tragdo causam efeitos vibracionais na haste, atenuados
pelo atrito viscoso do fluido e pelas forgas elasticas do préprio material [5]. Compreender o
comportamento vibracional € de extrema importancia para prever problemas operacionais du-
rante o processo de bombeio mecanico. Nesse contexto, Gibbs [7] desenvolveu um modelo
matematico, baseado na equacdo de onda, para descrever o comportamento dindmico da haste
de unidades de bombeio mecanico. Esse foi um dos primeiros trabalhos que realizaram a mo-
delagem nesse tipo de sistema. Anos depois, Doty e Schmidt [4] apresentaram uma evolugdo
do modelo proposto por Gibbs [7] - um sistema de equagdes diferenciais parciais com um mo-
delo matematico otimizado para descrever o0 movimento do bombeio mecanico. Este modelo




incorporou a dindmica da coluna de fluidos presente no anular. Em 1991, Lea [8] propds uma
modificagdo no termo da equacdo de Gibbs [7] que representa o atrito. Nos modelos anteri-
ores, a contribuicao do atrito Coulombiano € dada pela multiplicagdo de um coeficiente pela
velocidade da coluna. A versdo modificada da equagdo de onda apresentada por Lea provou ser
eficiente no cdlculo das contribui¢cdes de atrito viscoso, especialmente ao bombear fluidos de
alta viscosidade. Em 1994, Neves e Boldrini [10] estudaram um modelo simplificado que leva
em consideracdo: a resposta eldstica da coluna de bombeio mecanico, o mecanismo de dissipa-
cdo e a mudanga nas tensdes operacionais devido aos movimentos periédicos das valvulas da
bomba de subsuperficie. O modelo proposto por eles consiste em uma equacdo de onda com
condic¢des de contorno ndo lineares e descontinuas. Eles chegaram a uma soluciao aproximada
de caréter periddico e dissipativa.

Nos sistemas oscilatorios-dissipativos, o movimento vibracional é amortecido pela forca
externa nao conservativa. Como consequéncia, observa-se que a energia mecanica decai, e esse
comportamento € conhecido como dissipacao e € entendido como a falta de energia mecanica
do sistema [9, 17, 18].

O atrito modelado pela equacio de Gibbs [7] € essencialmente viscoso. O atrito viscoso é
o resultado do contato do elemento de massa com o fluido em que estd imerso. A resisténcia
hidraulica desse fluido leva a dissipac@o da energia mecanica do sistema como calor através da
energia de atrito entre as camadas internas do fluido.

A quantificacdo de efeitos do amortecimento pode ser facilmente analisada através do con-
ceito de energia e classificada por sua taxa de variagdo. Um problema peculiar associado ao
comportamento assint6tico da solucdo, em relac@o ao tipo de atrito, € encontrar as melhores
taxas de decaimento, que certamente dependem do coeficiente de amortecimento. Intuitiva-
mente, os autores foram levados a pensar que quanto mais altos os valores de amortecimento,
melhor a taxa de decaimento da solucdo. No entanto, foi verificado através de simulacdes que
tal afirmacdo nao é verdadeira, ou seja, aumentando arbitrariamente o coeficiente de atrito, a
taxa de decaimento ndo melhora e, inversamente, diminui. Esse fendmeno é conhecido como
superamortecimento. [3, 12, 15].

Por muitos anos, houve uma conjectura em relagdo as taxas de decaimento proporciona-
das pelos coeficientes de atrito, dependentes da varidvel espacial. A questdo era se a taxa de
decaimento para o caso do coeficiente varidvel era a mesma do caso constante. Ou seja, se a
melhor taxa de decaimento da solugdo € obtida quando o coeficiente de atrito € constante. Essa
conjectura ficou conhecida como conjectura de amortecimento constante.

Em 1998, Freitas [6] demonstrou que essa conjectura ndo era verdadeira, mostrando um
contraexemplo de um coeficiente varidvel, e o decaimento de suas solu¢cdes numéricas apresen-
tou uma taxa melhor em relag¢do ao caso do coeficiente constante.

Voltando a questdo do superamortecimento, um ponto que o grupo acredita que ainda nao
foi abordado na literatura diz respeito ao limite mais baixo de energia, quando ndo decai ex-
ponencialmente para zero. Ou seja, existe uma assintota horizontal que impede o decaimento
exponencial da energia para zero.

Os autores sabem que essa assintota é gerada a partir de um certo valor do coeficiente
de amortecimento que caracteriza o atrito colombiano e atinge seu valor maximo quando o
coeficiente de atrito tende ao infinito.

A revisdo da literatura demonstra que, apesar do amplo conhecimento operacional sobre
o sistema de bombeio mecanico, existem poucos trabalhos que tentam analisar os efeitos dos
valores de amortecimento do atrito viscoso e seu efeito na vibragdo das hastes. Portanto, este
artigo propode investigar os efeitos dos valores de amortecimento na dissipacdo de energia e
caracterizar seu comportamento.



Este artigo tem a seguinte estrutura: Secao 2 apresenta o modelo matemético e mostra o de-
caimento exponencial da energia total usando o método da energia. Na Secdo 3, os autores de-
terminam a solucao exata e constroem uma caracteriza¢ao para as taxas totais de decaimento de
energia. A Secdo 4 apresenta as simulacdes numéricas que comprovam os resultados apresen-
tados neste trabalho. E finalmente, na Se¢do 5, os autores comentam brevemente os resultados
de nossas investigacdes.

2 Modelo Matematico

O modelo matematico proposto por Gibbs [7] € governado pela seguinte equacdo do momento
linear

(pAv)y = T,+ Apg+ F, (D

onde p é a densidade do material, A € a drea da secdo transversal, v € a velocidade do elemento
diferencial, 7' € a forca de tensdo, g € a gravidade e ' = —kv com k constante é a forca
de amortecimento do fluido na haste. De acordo com Romero e Almeida [14] a tensdo T é
obtida pela Lei de Hooke, considerando u como o deslocamento do elemento diferencial de
comprimento Az, dependendo da posi¢do x no movimento ascendente da haste, a partir do
ponto u(z, t) para o ponto u(x + Az, t), i.e.,

T = FEAu,, 2)

onde £ é o médulo de Young. Por outro lado, a velocidade v € obtida pela variagdo da posi¢cdo
u no tempo, isto é, v = u,;. Entdo, temos

F = —ku, 3)

e considerando as equacdes (1)—(3) e negligenciando a aceleracio da gravidade, Gibbs [7] esta-
beleceu a seguinte equacao diferencial parcial

Ut — a2u:vac + puy = 0. (4)

A fungdo u = u(x,t) representa o deslocamento de um ponto x da haste em um instante ¢,
e a é a velocidade do som na haste. O termo p := mwav/2L é o coeficiente de amortecimento e
v > ( é o fator de amortecimento adimensional. De acordo com Gibbs [7], escolhendo um valor
adequado para v seria possivel simular o atrito de Coulomb ou o atrito viscoso. Em relagdo as
condic¢des de contorno, o autor afirma que a condi¢dao mais importante na questdo da succao é
aquela que descreve o funcionamento da bomba durante o movimento descendente, mas devido
as dificuldades matemadticas no tratamento analitico das condi¢cdes encontradas na prética, as
condicdes da bomba foram expressas como segue

au(L,t) + Pu,(L,t) = P(1), (5)

onde os pardmetros «, 3 e P(t) dependem do tipo de operagéo a ser simulada. Por outro lado,
Wang e Liu [16], ressaltam que as influéncias da forca de inércia do liquido e da forca de atrito
do pistdo-camisa da bomba ndo sdo consideradas na condi¢do de contorno (5), mas na pratica,
essas influéncias sdo importantes e devem ndo ser ignorado. Portanto, para melhor atender a
esses parametros, as condicdes de contorno foram melhoradas e fornecidas por

au(L,t) + Bug (L, t) + yuy (L, t) + kuy (L, t) = P(t), (6)



com -y representa a massa do liquido se a for¢a de inércia do liquido atuar sobre o pistdo,
caso contrario, € zero, € k é a constante de friccdo do pistdo-camisa da bomba. Para nossos
propdsitos neste trabalho, adotamos o« = 1, § = v = k = 0 e P(t) = 0 para todos ¢t > 0.
Assim, consideramos a seguinte equacao hiperbdlica

Uy — @ Ugy +puy = 0 em  (0,L) x (0,00), (7
com condig¢des de contorno Dirichlet homogénea
u(0,t) =u(L,t) = 0, Vt>0, (8)
e condi¢des iniciais
u(z,t) = uo(x), w(z,t)=ui(z), 0<z<L. )

A energia total associada com o problema (7)—(9) é dada por

1 L
E(t) = 5/ (|ut(x,t)]2 + a2|um(x,t)|2> dx (10)
0
e satisfaz a lei de dissipag@o de energia

d

L
GE® =—u [l nPds, viz0 (an
dt ;

A energia (10) sugere que o problema (7)—(9) é bem definido no espaco de Hilbert H =
H}(0, L) x L*(0, L). Entdo, para quaisquer dados iniciais (ug, u1)? € H existe s6 uma solugdo

< ) € CO(O o0); HE(0, L) N H?(0, L) x HL(0, L)) N 01([0,00);H3(0,L) x LQ(O,L)).

Embora ndo seja o foco de nossa investigacdo, o correto posicionamento do problema pode

ser assegurado pela teoria dos semigrupos de operadores lineares [11], adotando U = (u, u;)7,
Uo = (uo,u;)? e escrevendo o problema de Cauchy
Uglt) = AU(t

(1) = AU(), .
uo) = U,

onde A : D(A) C H — H é um operador diferencial com dominio denso em #, dado por

o 0 1

e I é o operador identidade. Usando o produto interno apropriado em H, i.e.,

L L
<(u, o), (@, ﬁ)T> = / v dx + a® / Uty dx, (14)
0 0

H

é facil ver que A é dissipativo e além disso, estd provado que: (a) A é fechado e D(A) é
densamente definido em #; (b) O conjunto resolvente p(A) de A contém o IR* e para cada
A >0, [[(A = A) M lepy < 1/



De acordo com o teorema de Hille-Yosida [11], essas premissas sdo suficientes para provar
que A é um gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contra¢des € consequentemente a So-
lucao € bem definida. Além da existéncia e unicidade da solucdo, outra propriedade importante
que merece ser destacada € a estabilizacdo da energia total, i.e., a propriedade de decaimento ex-
ponencialmente para zero, quando ¢ — co. Mas precisamente, estamos afirmando que existem
constantes M > 0 e w < 0 tais que

E(t) < ME(0)e*", Vit >0. (15)

Além disso, seguindo as observagdes importantes de Cox e Zuazau [3], definimos a taxa de
decaimento como uma fun¢do de ., dada por

w(p) = inf {w :IM(w) >0 st. E(t) < ME(O)eWt}, (16)

para cada solucdo de energia finita de (7)—(9). Essas e outras propriedades serdo discutidas em
mais detalhes na subsecao a seguir.

2.1 Propriedades da Energia

Nesta subsecao, mostraremos algumas propriedades ja bem estabelecidas na literatura sobre
a energia total do problema (7)—(9). A primeira é dado pelo seguinte teorema e trata da lei de
dissipacao.
Teorema 2.1 (Lei de Dissipagdo). A energia total E(t) dada por (10) satisfaz a seguinte lei de

dissipagdo

d Loy
EE“):_“/O P de. (17)

Demonstrag¢do. Multiplicando a equagéo (7) por u, e integrando por partes em [0, L] temos

L L L
/ ugurder — a2/ Upg UpdT + ,u/ lu,|*dz = 0. (18)
0 0 0

Tendo em mente as condigdes de contorno (8), segue que

1d [+, a>d [* L
- d R x2d 2d —0 19
2t J, |ug|*dx + X || x+,u/0 |ug|“dx (19)

e, consequentemente, a prova € estabelecida,

d 1 L ) a2 L ) L )
—| = U dx—i——/ Uy |“dx :—,u/ ug|“de, Vit>0. (20)
i3 ) ke [ [

O

O préximo resultado trata do decaimento exponencial da energia total. O método utilizado
para comprovar o resultado é conhecido como o método da energia [13], que consiste em cons-
truir o funcional Lyapunov £(t), equivalente a energia F(¢) e provar que sua taxa de variagdo é
limitada por uma constante negativa, multiplicada por ela mesma. Para conseguir isso, introdu-
zimos uma func¢do auxiliar dada por

L wo ot
F(t) ::/ uu dx + —/ |ug 2. (21)
0 2 Jo



Lema 2.1. Seja u a solucdo do sistema (7) - (9). Entdo temos

d

L L
—F(t) = / |u;|Pdz — az/ |ug|*dz, VYt > 0. (22)

Demonstracdo. Multiplicando a equag@o (7) por u e integrando por partes em [0, L] temos

L L wd [
/ Uy do + (12/ lug|*de +=— [ |ul*dz =0. (23)

Usando a identidade uyu = 2 (uu) — |u,|* temos

d L u [ L L
— / wudr + —/ Jug|Pdz | — / |us|? d + a2/ |ug|? dz = 0. (24)
dt \ Jo 2 Jo 0 0

Portanto, concluimos a prova do lema.
O]

O teorema a seguir prova o decaimento exponencial da energia total (10), usando o método
da energia.

Teorema 2.2 (Decaimento Exponencial). A energia total E(t) do problema (7)—(9), decai expo-
nencialmente para zero comt — oo. Ou seja, existem constantes M > 0 e w < 0 independentes
das condicoes iniciais, tais que

E(t) < ME(0)e*", Vvt >0. (25)
Demonstragdo. Inicialmente, definimos o funcional Lyapunov
L(t):=NE(t)+ F(t), Vt>0, (26)

que é equivalente a energia F(t). Em seguida, derivamos £(¢) em rela¢do ao tempo e usamos a
lei de dissipacdo (17), seguida do Lema 2.1 para obter

d L L
—L(t) = —(Np— 1)/ |us|Pdx — a2/ || *d. (27)

Escolhendo N grande o suficiente, i.e., N > 1/u, concluimos que existe uma constante Ny > 0
tal que,

%c@) < —NoL(t), >0, (28)

Isso € o suficiente para provar o teorema.
O]

Observacao 2.1. Embora o decaimento exponencial da energia para zero seja provado sob
certas condigdes, notamos em (10) que fOL \ug|?dx < 2E(t), e portanto, tendo em mente a lei
de dissipacdo (17), notamos a possibilidade de E(t) > —2uE(t) para todo t > 0. Isso sugere
que, sob certas condicdes, a energia pode ndo cair exponencialmente para zero, mas para uma
constante positiva, quando t — oo. Agora a questdo principal é: o que fard com que esse
problema perca a estabilidade exponencial para zero? Para elucidar nosso questionamento,
antecipamos que o coeficiente de atrito | desempenha um papel extremamente importante na
estabilizagcdo exponencial da energia total e isso serd discutido na proxima segdo.



3 Soluciao Exata e Caracterizacio da Energia Total

Nesta se¢do, investigamos sob quais condigdes o problema (7)—(9) viola o decaimento ex-
ponencial, mas precisamente sob quais condi¢cdes o decaimento uniforme da energia para zero
nao ocorrerd. Para isso, utilizamos o método de separacdo de varidveis para encontrar a solu¢ao
exata do problema e em seguida construimos uma caracterizagdo para a energia, isso nos levara
a entender melhor a falta de estabilidade exponencial para zero.

Proposicao 3.1 (Solucdo exata). A solucdo exata do problema (7)—(9) é dada pelo desenvolvi-
mento da série de Fourier

wavtz [ak cosh (V@k( ) ) + by, smh( Lz/@k( V) )] sin (T), (29)

onde O (v) := /1 — 16k2/v? e ay, by, sdo os coeficientes de Fourier.

Demonstragcdo. Assumindo o ansatz com a forma

u(z,t) = S(t)p(z) (30)

e substituindo na Eq. (7), obtemos

S"(t)p(x) — a*S(t)¢" (x) + pS' (t)p(x) = 0 (31)
consequentemente,

29" () S5"(t) + pS'(T)
a =
() S5(t)
Para solugdes nao triviais, usamos A > 0. Levando em consideragdo as condi¢des de contorno
(8), obtemos o problema dos autovalores

{ a2 () + MJ(I%

Y (32)

0,

0 (3

Tendo em mente as condi¢des de contorno homogéneas ¢(0) = ¢(L) = 0 podemos assumir
que os autovetores sdo dados por (z) = sin (kwz/L) com autovalores A = X, = a?k?7%/L?.
Retornando para (32), denotamos S = S com k € 7 e obtemos a equagao diferencial ordindria

SU(t) + puSL(t) + MeSu(t) = 0, Wt > 0. (34)

Aqui, consideramos Sy, (t) = e*' para qualquer z € € e substituimos na equag@o acima para
obter a equacdo caracteristica

224 uz+ M, = 0. (35)

Resolvendo a equagdo (35) e tendo em mente que x := wav /2L, obtemos

Tarv mwarv

2172(1/> = 21’2 = —E E@k( ) (36)
onde O (v \/1 — 16k2 /2. Consequentemente, obtemos a solugdo geral dada por

mTav

Sp(t) =e oLt [ak cosh (ZZV@;C( ) ) + by, sinh (V@k( ) )] , ke, Vvt>0, (37)

onde ay, e b, sdo os coeficientes de Fourier. Assim, o resultado € estabelecido.
O



Conforme ja mencionado no inicio deste artigo (Sec@o 1), aumentando arbitrariamente o
parametro de atrito, a taxa de decaimento exponencial para zero se deteriora com o tempo. Para
melhor compreender este fendmeno, € necessario analisar quantitativamente o comportamento
da energia total e para isso, precisamos caracterizar a energia total do sistema. Uma maneira de
fazer isso € considerar a solucdo exata, mais precisamente na forma particular

u(z,t) = D(e" + 2 (), (38)

onde ¢(z) = sin (krz/L) e D € IR} é a amplitude. O teorema a seguir, que é o principal
resultado desta secdo, fornece a caracterizacdo da energia total e mostra seu limite inferior
quando ndo decai exponencialmente para zero (v > 4k).

Teorema 3.1 (Caracterizacdo da Energia). A energia total do problema (7)—(9) para uma so-
lugdo particular na forma u(z,t) = D(e2W! 4 ey (x) com 2 9(v) no qual a solugdo da
equagdo caracteristica (35), € dada por

2.2.2
WIZLV D2 St {COS <7;“LVék(y) t> + O (v) sin <T;(Z/ék(l’) tﬂ

2 2,2 _ mav
+%D26 2Lt sev < 4dk;

2,2,,2

E,(t) = T gLV D2e_%t7 se v = 4k; 39)
2 2 2
WBC;LV D? AI(V)E_%Al(U>t+A2(V)€_ ZCLLVAQ(”)’S}

+%D25_%t, sev > 4k,
onde D > 0 é a amplitude, ©,,(v) := \/16k2/1> — 1 e
Aio(v) = 1£0k(v) com ©Oy(v):=+/1—16k2/v2 (40)

Além disso, se v — oo, prova que E, (t) converge pra uma assintota horizontal vy, i.e.,

a’k?m?

D? Vt>D0. 41
1L , Vt>0 (41)

E,t) N\ y:=

Demonstragdo. Consideramos a solugdo particular na forma u(z,t) = D(e1 )t 4 e2)) ()
e substituimos na energia total definida em (10) para obter
a’k?m?

2
zl(u)ezl(”)t + zz(v)ezz(”)t + L D?

_LD?

2
1 ) (42)

! (v)t 4+ e ()t

E,(t)

onde z; 5 € a solugdo da equagdo caracteristica (35) dada por,

Tav Tav

25172(V) = —E + E@k(l/), com @k(lj) =/ 1— 16]{]2/1/2. (43)

Agora analisamos os regimes de energia para v < 4k (atrito viscoso) e para v > 4k (atrito
Coulombiano).

i) Se v < 4k, consideramos a soluc¢@o z;, € € dado em (43) e fazemos as seguintes sim-
plificacOes

2

2

zot

(Re(Z1)+iIm(Z1))e(Re(Z1)+iIm(z1))t + <Re(z2>+iIm(z2>)e(Re(22)+iIm(22))t

’zlezlt + zge
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Fornecido o Re(z;) = Re(z1) e Im(25) = —Im(z), temos

z1t zot 6ZRe(zl)t

. . . . 2
+ 20e RG(Z1) (ezlm(zl)t + elem(zl)t) + ’LIm(Zl) (ezlm(zl)t _ efzIm(zl)t)’

’2’16

4e2Re(21)t Re(z1) cos (lm(z1)t> — Im(z1) sin (lm(z1)t) ‘2.

Como Re(z) = —mav/4L e Im(z) = mav©y(v)/AL, onde O,(v) := \/16k2/12 — 1, segue
que

2

2 2 2 2 mav jay A A
‘zlezlt T et = 7T4aL2V e~ 2Lt cos <7Z£/®k(1/) t) + O (v) sin (tﬁ;@k(y) t) (44)
Similarmente, obtemos
2 w R
A1t p et = 4em B cos? (ZZ/@’“(V) t) . (45)

Combinando as equagdes (42), (44), (45) e ao desenvolver o quadrado da soma, ficamos com

2.2, 2
E,(t) = lell// D2e~ 5Et [cos <7;a;@k(1/) t) + O sin (%@k(y) t>]
2a2k? ray
+ = “L D%~ ¥, (46)

i1) Se v = 4k, o caso ¢ facilmente verificado, basta assumir a solugdo particular na forma
u(z,t) = 2De~"W/4L)p (1) para obter
T2a’V? ., ra

B, (t) = —gp D¢ #1. 47)

iii) Se v > 4k, consideramos a equagao (42) e fazemos algumas simplifica¢des andlogas para
o item i) com 21 » € IR. Assim, obtivemos

2,.2.,2
E,(t) = 7T?ELV D2<1+®k(u)>en”(”®k(”’)t
2,22 Ta a’k? 5
736517; D2 (1 _ @k(y)>62LV(1®k(u))t + %D%’ 2Lt (48)

Assumindo A 5(v) := 1 £ O, (v) temos

2,212
rer ‘2]{ D2~ 3. (49)

Al(y)e—%yAl(y)t + AQ(U)e_%VA2(V)t +

Para concluir, resta provar a convergéncia dada em (41). Para isto, apenas fazemos v — oo na
equacdo (49) para verificar os limites

lim v2A;(v)e 22N =0 e lim v2Ay(v)e 222 = 8k2 Vi > 0.

V—00 vV—r00

Consequentemente, serd provado que

E2m2a?

D? Vt>D0. 50
17 ., Vt>0 (50)

E,(t) N\ y:=
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Observacao 3.1. Com a caracterizacdo da energia total, podemos entender como o coeficiente
de atrito ;1 = mav /2L pode afetar qualitativamente o comportamento da energia total, cau-
sando uma falta de decaimento exponencial para zero (item iii) . Nesse caso, é evidente que
a energia ndo decai exponencialmente para zero, mas para uma assintota horizontal y. Além
disso, a caracterizacdo também nos permitiu identificar a assintota horizontal e a faixa de va-
lores do coeficiente de amortecimento que diferenciam o atrito viscoso (v < 4k e v = 4k) e
Coulombiano (v > 4k).

4 Resultados da Simulacao

Nesta se¢do, apresentamos os resultados das simulagdes feitas a partir da solucao exata e da

energia total do problema (7)—(9). Para isto, adotamos os seguintes dados: L = 3, a = 1.2,
k=5eD=1.

4.1 Solucao exata e energia total

Aqui nossa intencao € mostrar que os trés comportamentos das solugdes (subamortecimento,
amortecimento critico e superamortecimento) estdo diretamente associados ao coeficiente de

atrito. Abaixo (ver Figura 2), apresentamos a solucao exata e os graficos de energia, respectiva-
mente.

Figura 2: Solugdo exata e energia total do problema (7)—(9). Nesta simulag@o, usamos
v € 3.5, 20, 60} para trés diferentes casos: subamortecimento, amortecimento critico e
superamortecimento, respectivamente.

Solugiio Exata: Subamortecimento

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
tempo ¢

Solugiio Exata: Superamortecimento Energia: Superamortecimento

Assintota: y & 29.61

—E() com v =60

tempo

No caso classico de subamortecimento do movimento harmonico, as oscilagdes estdo pre-
sentes na solucdo, mas suas amplitudes sdo rapidamente amortecidas para zero ao longo do
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tempo pela diminui¢io exponencial e~#*/2, Por outro lado, no amortecimento critico, o decai-
mento da solugdo para zero € suficientemente rapido, a ponto de ndo haver oscilagcdes. No caso
do superamortecimento, nao hé oscilagcdes na solugdo ao longo do tempo, porém, nao decai para
zero quando consideramos valores de v > 4k.

Para melhor visualizar a falta de estabilidade exponencial para zero, plotamos separada-
mente o grifico de energia mostrado nas Figuras 3 e 4 para o caso de superamortecimento
considerando dois valores particulares: v = 60 e v = 200.

Caso I: Neste caso, consideramos o parametro de amortecimento v = 60 e criamos uma
figura dividida em trés subplots. Ampliando os subplots 1 e 2 € mostrado que existe uma

assintota horizontal y acima do eixo das abcissas, dificultando o amortecimento exponencial
para zero da energia total.

Figura 3: Griéfico da Energia £(t) plotado usando v = 60.

Subplot 1:superamortecimento

Assintota: ~ 29.61 80
150 ——E(t) com v = 60

£100
w

Subplot 2: superamortecimento

Assintota: ~ 29.61
=—E(t)com v =60

50

0 0.1 02 0.3 0.4 0 0.05 0.1 0.15 0.2
tempo t tempo t

Assintota: ~ 29.61
=———E(t)com v = 60

Subplot 3: superamortecimento
15600 -

1000 |-

500 L

0 . \ \ L | . L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
tempo t

E(t)

Caso II: Neste caso, consideramos o parametro de amortecimento v = 200 e também cri-
amos uma figura dividida em trés subplots. Ampliando os subplots 1 e 2 para mostrar que a
energia se estabiliza na assintota horizontal y.

Figura 4: Griéfico da Energia F(t) plotado usando v = 200.

Subplot 1: superamortecimento Subplot 2: superamortecimento

400 Assintota: y =~ 29.61 120 Assintota: y ~ 29.61
=———E(t) com v = 200 100 =—E(t) com » =200

300

5200 % %
60
100 40

0 20 L

0 002 0.04 006 0.08 0.1 012 0.025 0.03 0.035 0.04 0045 0.05

15000

10000 |-

E(t)

5000 |-

tempo t
Subplot 3: superamortecimento

tempo t

Assintota: y ~ 29.61
=—E(t) com v = 200

0.5 1 1.5 2 25
tempo t
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Observacao 4.1. Olhando as Figuras 3 e 4, percebemos que conforme o pardmetro v aumenta
para valores maiores que 4k (v = 60 e v = 200), a energia tende a se estabilizar no limite da

assintota horizontal (y = a*k?*m>D? /AL =~ 29,6088). Este comportamento caracteriza a falta
de estabilidade exponencial para zero.

Na Tabela 1, sdo apresentados os valores de w(y, ) para diferentes valores aumentados de v.

Tabela 1: Taxas de Decaimento.

v=1 v=>5 v =10 v =15 v =20 v =21 v =25 v = 60

w(py) —0.6313 —3.1515 —6.3166 —9.4158 —12.5663 —9.3390 —6.3814 —2.2075

Observa-se que para 0 < v < 20 os valores de w(v) estdo diminuindo, enquanto para
20 < v < oo os valores de w(y, ) estdo aumentando.

De acordo com Cox e Zuazua [3], € possivel afirmar que a taxa 6tima de decaimento expo-
nencial para os dados simulados € obtida para v = 20, que é dado por

w(p,) = inf {w IM(w) >0 st B(t) < ME(O)e”t} ~ —12.5663. (51)

Além disso, € possivel notar que para valores de v > 20, a energia total passa a sofrer uma
perca de decaimento exponencial para zero. A Tabela 2 apresenta as principais informacdes
sobre o limite inferior de energia total, tipos de atritos e tipos de amortecimento presentes no
modelo para diferentes valores de v.

Tabela 2: Propriedades vs. parametros v. Notamos na primeira linha da tabela que o limite
inferior da energia tende para o valor da assintota y ~ 29.6088, na medida em que v cresce
para valores maiores que 4k = 20.

v=385 | v=2.10" | v=2-102 | v=2.10% | v=2.10% | v =2.10°

lim inf E(t) 1-107% 0 2.389 2.302 - 10* 2.887 - 10t 2.953 - 101
Subamortecimento v X X X X X
Amortecimento Critico X v X X X X
Superamortecimento X X v v v v

Para analisar a Tabela 2, é importante perceber que o coeficiente v aparece na equacao
diferencial de origem no termo da contribui¢do de amortecimento. Entdo, o aumento deste pa-
rametro indica que fisicamente hd uma maior contribui¢do das forgas dissipativas que atenuam
o movimento oscilatério. Isso pode ser observado comparando os resultados com v = 3.5 e
v = 2-10'. E possivel perceber que realmente ocorre o amortecimento do sistema, sendo o
mais severo em v = 210!, passando de subamortecimento para amortecimento critico. Quando
o valor de v é aumentado acima 2 - 10! descobrimos que a energia do sistema tende a um valor
constante diferente de zero. Nesse cendrio, observa-se que o sistema nao possui mais a natureza
oscilatdria devido a intensidade das forcas viscosas.

5 Conclusoes

Neste estudo, foram avaliados os tipos de decaimento presentes na equacao hiperbdlica que
descreve o deslocamento vibracional da coluna do sistema de bombeio mecénico para um pogo
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vertical, variando o valor de amortecimento em relacio ao atrito viscoso do modelo. Os resul-
tados mostram que € possivel obter um valor limite de atenuacga@o viscoso. Observou-se também
que, para determinados coeficientes de atrito, a energia produzida pelo amortecimento promo-
vido pelo fluido no anular da coluna decai para uma assintota horizontal, atingindo entdo um
valor médximo de atenuacao vibracional, indicando a auséncia de decaimento exponencial. Esse
resultado indica que para o modelo proposto por Gibbs, com base na equagao de onda, € possivel
determinar em que valor de atenuag@o tem a mudanca da natureza viscosa para a coulombiana.
Este seria o cendrio de um sistema superamortecido onde um fluido altamente viscoso ou um
bloqueio mecanico atua promovendo a atenuacdo vibracional, neste caso evitando que a coluna
retorne a sua posicao inicial apds o processo de flambagem. Varios processos podem impedir
o movimento da coluna, como bloqueio de gis e problemas relacionados a garantia de fluxo.
Desta forma, a detec¢do e anélise das energias de amortecimento descritas neste artigo sdo uma
ferramenta poderosa para identificar problemas operacionais em pogos verticais que podem ser
modelados pela equacao de Gibbs.
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Abstract
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Sucker rod pumping systems are well-known artificial lift methods, thereby improving the efficiency of oil production.
However, the periodic movement performed by the string makes the system susceptible to mechanical failures, promoting
operational shutdowns. This paper presents a new approach to the vibrational analysis of the sucker rod string through a study
of energy decay. The damped wave equation representing the oscillatory motion of the sucker rod lift system was solved
analytically, and the energy of the solution was characterized by analyzing its behavior in space and time. The results show
that the energy has a dissipative nature, promoting the vibrational attenuation in three different exponential decay forms.
The results allow to characterize the damping limits of each exponential decay type. The approach proposed in this paper, by
energy decay analysis, can serve as base to the development of new methodologies capable to detect anomalies and optimum

operational conditions in sucker rod pump system.

Keywords Wave equation - Analytical solution - Energy dissipation

1 Introduction

Sucker rod pumping is one of the most widespread artificial
lift methods in onshore oil production, and it is widely used
due to its easy installation, wide range of work flows, well-
known operational knowledge and effectiveness to promote
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low downhole pressures [1]. Figure 1a illustrates the main
parts of the sucker rod pumping system. The string column
is connected with the subsurface pump which creates a dif-
ferential pressure at the bottom of the well, pumping the
fluids from the reservoir to the surface [2]. Figure 1b and
¢ shows the details of the subsurface pump valves posi-
tion during the downward (downstroke) and the upward
(upstroke) string column movements. During the upstroke,
the fluid confined in the annular space between the column
and the casing forces the closing of the traveling valve. This
reduces the pressure below this valve by opening the pump
feet valve. Thus, the oil flows into the pump chamber. Dur-
ing the downstroke, the compression of the fluids closes the
feet valve and opens the tubing standing valve. Even during
downstroke, the pressures are equalized by opening the tub-
ing standing valve, thus beginning a new cycle.

One of the most critical parts of the system is the rod
string that connects the pump unit to the subsurface pump.
This column is composed by sections, connected by forged
steel joints. During the periodic movement, the rod is sub-
jected to different efforts and need to be designed to support
its own weight load, the fluid column weight, inertial effect
resulting from the inversion of rod motion and friction forces
with the casing in directional wells. The compression and
tensile stresses cause vibrational effects in the string, attenu-
ated by the fluid viscous friction and elastic forces of the
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