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RESUMO

Os sistemas de bombeio mecânico são métodos de elevação artificial bem conhecidos com
grande eficiência na produção de óleo. Porém, o movimento periódico realizado pela coluna
torna o sistema suscetível a falhas mecânicas, promovendo paralisações operacionais. Este ar-
tigo apresenta uma nova abordagem para a análise vibracional da coluna de hastes do bombeio
por meio de um estudo do decaimento de energia. A equação da onda amortecida que repre-
senta o movimento oscilatório do sistema de elevação foi resolvida analiticamente, e a energia
da solução foi caracterizada pela análise de seu comportamento no espaço e no tempo. Os re-
sultados mostram que a energia é de natureza dissipativa, promovendo a atenuação vibracional
em três diferentes formas de decaimento exponencial. Os resultados permitem caracterizar os
limites de amortecimento de cada tipo de decaimento exponencial. A abordagem proposta neste
trabalho, por meio da análise do decaimento de energia, pode servir de base para o desenvolvi-
mento de novas metodologias capazes de detectar anomalias e condições operacionais ótimas
em sistemas de bombeio mecânico.
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1 Introdução

O sistema de bombeio mecânico é um dos métodos de elevação artificial mais difundidos na
produção de petróleo em poços terrestres e é amplamente utilizado devido à sua fácil instalação,
ampla gama de trabalhos, operacional bem conhecido e com bastante eficácia para promover
baixa pressões de fundo de poço [1]. A Figura 1a ilustra as principais partes do sistema de
bombeamento mecânico. A coluna de haste é conectada à bomba subterrânea, que cria uma
pressão diferencial no fundo do poço, bombeando os fluidos do reservatório para a superfície
[2]. As Figuras 1b e 1c mostram os detalhes da posição das válvulas da bomba de subsuperfície
durante os movimentos da coluna para baixo (movimento descendente) e para cima (movimento
ascendente). Durante o movimento ascendente, o fluido contido no espaço anular entre a coluna
e o revestimento força o fechamento da válvula de passeio. Isso reduz a pressão abaixo desta
válvula, abrindo a válvula de pé da bomba. Assim, o petróleo flui para dentro da câmara da
bomba. Durante o movimento descendente, a compressão dos fluidos promove o fechamento
da válvula de pé e a abertura da válvula de passeio. Ainda durante o movimento descendente,
as pressões se igualam abrindo a válvula de passeio, retomando-se um novo ciclo.

Figura 1: Sistema de Bombeio mecânico (a) com detalhes da bomba de subsuperfície (b) e (c).

(a) Visão Geral do Sistema de Bombeio Mecânico

(b) Detalhes do
Movimento
Descendente

(c) Detalhes do
Movimento
Ascendente

Uma das partes mais críticas do sistema é a coluna de hastes que conecta a unidade de bom-
beio com a bomba de subsuperfície. Esta coluna é composta por seções, conectadas por juntas
de aço forjado. Durante o movimento cíclico a haste está submetida a diferentes esforços e
precisa ser projetada para suportar seu próprio peso, o peso da coluna de fluido, o efeito inercial
resultante da inversão do movimento da haste e as forças de atrito com o revestimento em poços
direcionais. As tensões de compressão e tração causam efeitos vibracionais na haste, atenuados
pelo atrito viscoso do fluido e pelas forças elásticas do próprio material [5]. Compreender o
comportamento vibracional é de extrema importância para prever problemas operacionais du-
rante o processo de bombeio mecânico. Nesse contexto, Gibbs [7] desenvolveu um modelo
matemático, baseado na equação de onda, para descrever o comportamento dinâmico da haste
de unidades de bombeio mecânico. Esse foi um dos primeiros trabalhos que realizaram a mo-
delagem nesse tipo de sistema. Anos depois, Doty e Schmidt [4] apresentaram uma evolução
do modelo proposto por Gibbs [7] - um sistema de equações diferenciais parciais com um mo-
delo matemático otimizado para descrever o movimento do bombeio mecânico. Este modelo



3

incorporou a dinâmica da coluna de fluidos presente no anular. Em 1991, Lea [8] propôs uma
modificação no termo da equação de Gibbs [7] que representa o atrito. Nos modelos anteri-
ores, a contribuição do atrito Coulombiano é dada pela multiplicação de um coeficiente pela
velocidade da coluna. A versão modificada da equação de onda apresentada por Lea provou ser
eficiente no cálculo das contribuições de atrito viscoso, especialmente ao bombear fluidos de
alta viscosidade. Em 1994, Neves e Boldrini [10] estudaram um modelo simplificado que leva
em consideração: a resposta elástica da coluna de bombeio mecânico, o mecanismo de dissipa-
ção e a mudança nas tensões operacionais devido aos movimentos periódicos das válvulas da
bomba de subsuperfície. O modelo proposto por eles consiste em uma equação de onda com
condições de contorno não lineares e descontínuas. Eles chegaram a uma solução aproximada
de caráter periódico e dissipativa.

Nos sistemas oscilatórios-dissipativos, o movimento vibracional é amortecido pela força
externa não conservativa. Como consequência, observa-se que a energia mecânica decai, e esse
comportamento é conhecido como dissipação e é entendido como a falta de energia mecânica
do sistema [9, 17, 18].

O atrito modelado pela equação de Gibbs [7] é essencialmente viscoso. O atrito viscoso é
o resultado do contato do elemento de massa com o fluido em que está imerso. A resistência
hidráulica desse fluido leva à dissipação da energia mecânica do sistema como calor através da
energia de atrito entre as camadas internas do fluido.

A quantificação de efeitos do amortecimento pode ser facilmente analisada através do con-
ceito de energia e classificada por sua taxa de variação. Um problema peculiar associado ao
comportamento assintótico da solução, em relação ao tipo de atrito, é encontrar as melhores
taxas de decaimento, que certamente dependem do coeficiente de amortecimento. Intuitiva-
mente, os autores foram levados a pensar que quanto mais altos os valores de amortecimento,
melhor a taxa de decaimento da solução. No entanto, foi verificado através de simulações que
tal afirmação não é verdadeira, ou seja, aumentando arbitrariamente o coeficiente de atrito, a
taxa de decaimento não melhora e, inversamente, diminui. Esse fenômeno é conhecido como
superamortecimento. [3, 12, 15].

Por muitos anos, houve uma conjectura em relação às taxas de decaimento proporciona-
das pelos coeficientes de atrito, dependentes da variável espacial. A questão era se a taxa de
decaimento para o caso do coeficiente variável era a mesma do caso constante. Ou seja, se a
melhor taxa de decaimento da solução é obtida quando o coeficiente de atrito é constante. Essa
conjectura ficou conhecida como conjectura de amortecimento constante.

Em 1998, Freitas [6] demonstrou que essa conjectura não era verdadeira, mostrando um
contraexemplo de um coeficiente variável, e o decaimento de suas soluções numéricas apresen-
tou uma taxa melhor em relação ao caso do coeficiente constante.

Voltando à questão do superamortecimento, um ponto que o grupo acredita que ainda não
foi abordado na literatura diz respeito ao limite mais baixo de energia, quando não decai ex-
ponencialmente para zero. Ou seja, existe uma assíntota horizontal que impede o decaimento
exponencial da energia para zero.

Os autores sabem que essa assíntota é gerada a partir de um certo valor do coeficiente
de amortecimento que caracteriza o atrito colombiano e atinge seu valor máximo quando o
coeficiente de atrito tende ao infinito.

A revisão da literatura demonstra que, apesar do amplo conhecimento operacional sobre
o sistema de bombeio mecânico, existem poucos trabalhos que tentam analisar os efeitos dos
valores de amortecimento do atrito viscoso e seu efeito na vibração das hastes. Portanto, este
artigo propõe investigar os efeitos dos valores de amortecimento na dissipação de energia e
caracterizar seu comportamento.



4

Este artigo tem a seguinte estrutura: Seção 2 apresenta o modelo matemático e mostra o de-
caimento exponencial da energia total usando o método da energia. Na Seção 3, os autores de-
terminam a solução exata e constroem uma caracterização para as taxas totais de decaimento de
energia. A Seção 4 apresenta as simulações numéricas que comprovam os resultados apresen-
tados neste trabalho. E finalmente, na Seção 5, os autores comentam brevemente os resultados
de nossas investigações.

2 Modelo Matemático

O modelo matemático proposto por Gibbs [7] é governado pela seguinte equação do momento
linear

(ρAv)t = Tx + Aρg + F, (1)

onde ρ é a densidade do material, A é a área da seção transversal, v é a velocidade do elemento
diferencial, T é a força de tensão, g é a gravidade e F = −kv com k constante é a força
de amortecimento do fluido na haste. De acordo com Romero e Almeida [14] a tensão T é
obtida pela Lei de Hooke, considerando u como o deslocamento do elemento diferencial de
comprimento ∆x, dependendo da posição x no movimento ascendente da haste, a partir do
ponto u(x, t) para o ponto u(x+ ∆x, t), i.e.,

T = EAux, (2)

onde E é o módulo de Young. Por outro lado, a velocidade v é obtida pela variação da posição
u no tempo, isto é, v = ut. Então, temos

F = −kut, (3)

e considerando as equações (1)–(3) e negligenciando a aceleração da gravidade, Gibbs [7] esta-
beleceu a seguinte equação diferencial parcial

utt − a2uxx + µut = 0. (4)

A função u = u(x, t) representa o deslocamento de um ponto x da haste em um instante t,
e a é a velocidade do som na haste. O termo µ := πaν/2L é o coeficiente de amortecimento e
ν > 0 é o fator de amortecimento adimensional. De acordo com Gibbs [7], escolhendo um valor
adequado para ν seria possível simular o atrito de Coulomb ou o atrito viscoso. Em relação às
condições de contorno, o autor afirma que a condição mais importante na questão da sucção é
aquela que descreve o funcionamento da bomba durante o movimento descendente, mas devido
às dificuldades matemáticas no tratamento analítico das condições encontradas na prática, as
condições da bomba foram expressas como segue

αu(L, t) + βux(L, t) = P (t), (5)

onde os parâmetros α, β e P (t) dependem do tipo de operação a ser simulada. Por outro lado,
Wang e Liu [16], ressaltam que as influências da força de inércia do líquido e da força de atrito
do pistão-camisa da bomba não são consideradas na condição de contorno (5), mas na prática,
essas influências são importantes e devem não ser ignorado. Portanto, para melhor atender a
esses parâmetros, as condições de contorno foram melhoradas e fornecidas por

αu(L, t) + βux(L, t) + γutt(L, t) + k̃ut(L, t) = P (t), (6)
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com γ representa a massa do líquido se a força de inércia do líquido atuar sobre o pistão,
caso contrário, é zero, e k̃ é a constante de fricção do pistão-camisa da bomba. Para nossos
propósitos neste trabalho, adotamos α = 1, β = γ = k = 0 e P (t) = 0 para todos t ≥ 0.
Assim, consideramos a seguinte equação hiperbólica

utt − a2uxx + µut = 0 em (0, L)× (0,∞), (7)

com condições de contorno Dirichlet homogênea

u(0, t) = u(L, t) = 0, ∀ t ≥ 0, (8)

e condições iniciais

u(x, t) = u0(x), ut(x, t) = u1(x), 0 < x < L. (9)

A energia total associada com o problema (7)–(9) é dada por

E(t) :=
1

2

∫ L

0

(
|ut(x, t)|2 + a2|ux(x, t)|2

)
dx (10)

e satisfaz a lei de dissipação de energia

d

dt
E(t) = −µ

∫ L

0

|ut(x, t)|2dx, ∀ t ≥ 0. (11)

A energia (10) sugere que o problema (7)–(9) é bem definido no espaço de Hilbert H =
H1

0 (0, L)×L2(0, L). Então, para quaisquer dados iniciais (u0, u1)T ∈ H existe só uma solução(
u
ut

)
∈ C0

(
[0,∞);H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)×H1
0 (0, L)

)
∩ C1

(
[0,∞);H1

0 (0, L)× L2(0, L)
)
.

Embora não seja o foco de nossa investigação, o correto posicionamento do problema pode
ser assegurado pela teoria dos semigrupos de operadores lineares [11], adotando U = (u, ut)

T ,
U0 = (u0, u1)T e escrevendo o problema de Cauchy{

Ut(t) = AU(t),

U(0) = U0,
(12)

onde A : D(A) ⊂ H −→ H é um operador diferencial com domínio denso emH, dado por

A :=

(
0 I

∂xx(·) −µI

)
(13)

e I é o operador identidade. Usando o produto interno apropriado emH, i.e.,〈
(u, v)T , (ũ, ṽ)T

〉
H

:=

∫ L

0

vṽ dx+ a2

∫ L

0

uxũx dx, (14)

é fácil ver que A é dissipativo e além disso, está provado que: (a) A é fechado e D(A) é
densamente definido em H; (b) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém o IR+ e para cada
λ > 0, ||(λI −A)−1||L(H) ≤ 1/λ.
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De acordo com o teorema de Hille-Yosida [11], essas premissas são suficientes para provar
queA é um gerador infinitesimal de um C0–semigrupo de contrações e consequentemente a so-
lução é bem definida. Além da existência e unicidade da solução, outra propriedade importante
que merece ser destacada é a estabilização da energia total, i.e., a propriedade de decaimento ex-
ponencialmente para zero, quando t→∞. Mas precisamente, estamos afirmando que existem
constantes M > 0 e ω < 0 tais que

E(t) ≤ME(0)eωt, ∀ t ≥ 0. (15)

Além disso, seguindo as observações importantes de Cox e Zuazau [3], definimos a taxa de
decaimento como uma função de µ, dada por

ω(µ) = inf
{
ω : ∃M(ω) > 0 s.t. E(t) ≤ME(0)eωt

}
, (16)

para cada solução de energia finita de (7)–(9). Essas e outras propriedades serão discutidas em
mais detalhes na subseção a seguir.

2.1 Propriedades da Energia

Nesta subseção, mostraremos algumas propriedades já bem estabelecidas na literatura sobre
a energia total do problema (7)–(9). A primeira é dado pelo seguinte teorema e trata da lei de
dissipação.

Teorema 2.1 (Lei de Dissipação). A energia total E(t) dada por (10) satisfaz a seguinte lei de
dissipação

d

dt
E(t) = −µ

∫ L

0

|ut|2dx. (17)

Demonstração. Multiplicando a equação (7) por ut e integrando por partes em [0, L] temos∫ L

0

uttutdx− a2

∫ L

0

uxxutdx+ µ

∫ L

0

|ut|2dx = 0. (18)

Tendo em mente as condições de contorno (8), segue que

1

2

d

dt

∫ L

0

|ut|2dx+
a2

2

d

dt

∫ L

0

|ux|2dx+ µ

∫ L

0

|ut|2dx = 0 (19)

e, consequentemente, a prova é estabelecida,

d

dt

(
1

2

∫ L

0

|ut|2dx+
a2

2

∫ L

0

|ux|2dx

)
= −µ

∫ L

0

|ut|2dx, ∀ t ≥ 0. (20)

O próximo resultado trata do decaimento exponencial da energia total. O método utilizado
para comprovar o resultado é conhecido como o método da energia [13], que consiste em cons-
truir o funcional Lyapunov L(t), equivalente à energia E(t) e provar que sua taxa de variação é
limitada por uma constante negativa, multiplicada por ela mesma. Para conseguir isso, introdu-
zimos uma função auxiliar dada por

F(t) :=

∫ L

0

utu dx+
µ

2

∫ L

0

|ut|2dx. (21)
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Lema 2.1. Seja u a solução do sistema (7) - (9). Então temos

d

dt
F(t) =

∫ L

0

|ut|2dx− a2

∫ L

0

|ux|2dx, ∀t > 0. (22)

Demonstração. Multiplicando a equação (7) por u e integrando por partes em [0, L] temos∫ L

0

uttu dx+ a2

∫ L

0

|ux|2 dx+
µ

2

d

dt

∫ L

0

|u|2 dx = 0. (23)

Usando a identidade uttu = ∂
∂t

(utu)− |ut|2 temos

d

dt

(∫ L

0

utu dx+
µ

2

∫ L

0

|ut|2dx

)
−
∫ L

0

|ut|2 dx+ a2

∫ L

0

|ux|2 dx = 0. (24)

Portanto, concluímos a prova do lema.

O teorema a seguir prova o decaimento exponencial da energia total (10), usando o método
da energia.

Teorema 2.2 (Decaimento Exponencial). A energia totalE(t) do problema (7)–(9), decai expo-
nencialmente para zero com t→∞. Ou seja, existem constantesM > 0 e ω < 0 independentes
das condições iniciais, tais que

E(t) ≤ME(0)eωt, ∀t ≥ 0. (25)

Demonstração. Inicialmente, definimos o funcional Lyapunov

L(t) := NE(t) + F(t), ∀t ≥ 0, (26)

que é equivalente a energia E(t). Em seguida, derivamos L(t) em relação ao tempo e usamos a
lei de dissipação (17), seguida do Lema 2.1 para obter

d

dt
L(t) = −(Nµ− 1)

∫ L

0

|ut|2dx− a2

∫ L

0

|ux|2dx. (27)

Escolhendo N grande o suficiente, i.e., N > 1/µ, concluímos que existe uma constante N0 > 0
tal que,

d

dt
L(t) ≤ −N0L(t), ∀t ≥ 0. (28)

Isso é o suficiente para provar o teorema.

Observação 2.1. Embora o decaimento exponencial da energia para zero seja provado sob
certas condições, notamos em (10) que

∫ L
0
|ut|2dx < 2E(t), e portanto, tendo em mente a lei

de dissipação (17), notamos a possibilidade de Ė(t) > −2µE(t) para todo t ≥ 0. Isso sugere
que, sob certas condições, a energia pode não cair exponencialmente para zero, mas para uma
constante positiva, quando t → ∞. Agora a questão principal é: o que fará com que esse
problema perca a estabilidade exponencial para zero? Para elucidar nosso questionamento,
antecipamos que o coeficiente de atrito µ desempenha um papel extremamente importante na
estabilização exponencial da energia total e isso será discutido na próxima seção.
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3 Solução Exata e Caracterização da Energia Total

Nesta seção, investigamos sob quais condições o problema (7)–(9) viola o decaimento ex-
ponencial, mas precisamente sob quais condições o decaimento uniforme da energia para zero
não ocorrerá. Para isso, utilizamos o método de separação de variáveis para encontrar a solução
exata do problema e em seguida construímos uma caracterização para a energia, isso nos levará
a entender melhor a falta de estabilidade exponencial para zero.

Proposição 3.1 (Solução exata). A solução exata do problema (7)–(9) é dada pelo desenvolvi-
mento da série de Fourier

u(x, t) = e−
πaν
4L

t
∞∑
k=0

[
ak cosh

(
πa

4L
νΘk(ν)t

)
+ bk sinh

(
πa

4L
νΘk(ν)t

)]
sin

(
kπx

L

)
, (29)

onde Θk(ν) :=
√

1− 16k2/ν2 e ak, bk são os coeficientes de Fourier.

Demonstração. Assumindo o ansatz com a forma

u(x, t) = S(t)ϕ(x) (30)

e substituindo na Eq. (7), obtemos

S ′′(t)ϕ(x)− a2S(t)ϕ′′(x) + µS ′(t)ϕ(x) = 0 (31)

consequentemente,

a2ϕ
′′(x)

ϕ(x)
=

S ′′(t) + µS ′(T )

S(t)
= −λ. (32)

Para soluções não triviais, usamos λ > 0. Levando em consideração as condições de contorno
(8), obtemos o problema dos autovalores{

a2ϕ′′(x) + λϕ(x) = 0,
ϕ(0) = ϕ(L) = 0.

(33)

Tendo em mente as condições de contorno homogêneas ϕ(0) = ϕ(L) = 0 podemos assumir
que os autovetores são dados por ϕ(x) = sin

(
kπx/L

)
com autovalores λ = λk = a2k2π2/L2.

Retornando para (32), denotamos S = Sk com k ∈ ZZ e obtemos a equação diferencial ordinária

S ′′k (t) + µS ′k(t) + λkSk(t) = 0, ∀t ≥ 0. (34)

Aqui, consideramos Sk(t) = ezt para qualquer z ∈ IC e substituímos na equação acima para
obter a equação característica

z2 + µz + λk = 0. (35)

Resolvendo a equação (35) e tendo em mente que µ := πaν/2L, obtemos

z1,2(ν) := z1,2 = −πaν
4L
± πaν

4L
Θk(ν), (36)

onde Θk(ν) :=
√

1− 16k2/ν2. Consequentemente, obtemos a solução geral dada por

Sk(t) = e−
πaν
4L

t

[
ak cosh

(
πa

4L
νΘk(ν)t

)
+ bk sinh

(
πa

4L
νΘk(ν)t

)]
, k ∈ ZZ, ∀t > 0, (37)

onde ak e bk são os coeficientes de Fourier. Assim, o resultado é estabelecido.
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Conforme já mencionado no início deste artigo (Seção 1), aumentando arbitrariamente o
parâmetro de atrito, a taxa de decaimento exponencial para zero se deteriora com o tempo. Para
melhor compreender este fenômeno, é necessário analisar quantitativamente o comportamento
da energia total e para isso, precisamos caracterizar a energia total do sistema. Uma maneira de
fazer isso é considerar a solução exata, mais precisamente na forma particular

u(x, t) = D
(
ez1(ν)t + ez2(ν)t

)
ϕ(x), (38)

onde ϕ(x) = sin
(
kπx/L

)
e D ∈ IR+

∗ é a amplitude. O teorema a seguir, que é o principal
resultado desta seção, fornece a caracterização da energia total e mostra seu limite inferior
quando não decai exponencialmente para zero (ν > 4k).

Teorema 3.1 (Caracterização da Energia). A energia total do problema (7)–(9) para uma so-
lução particular na forma u(x, t) = D(ez1(ν)t + ez2(ν)t)ϕ(x) com z1,2(ν) no qual a solução da
equação característica (35), é dada por

Eν(t) =



π2a2ν2

16L
D2e−

πaν
2L

t

[
cos

(
πaν

2L
Θ̂k(ν) t

)
+ Θ̂k(ν) sin

(
πaν

2L
Θ̂k(ν) t

)]
+π2a2k2

L
D2e−

πaν
2L

t, se ν < 4k;

π2a2ν2

8L
D2e−

πaν
2L

t, se ν = 4k;

π2a2ν2

32L
D2

[
Λ1(ν)e−

πaν
2L

Λ1(ν)t + Λ2(ν)e−
πaν
2L

Λ2(ν)t

]
+π2a2k2

L
D2e−

πaν
2L

t, se ν > 4k,

(39)

onde D > 0 é a amplitude, Θ̂k(ν) :=
√

16k2/ν2 − 1 e

Λ1,2(ν) := 1±Θk(ν) com Θk(ν) :=
√

1− 16k2/ν2. (40)

Além disso, se ν →∞, prova que Eν(t) converge pra uma assíntota horizontal y, i.e.,

Eν(t) ↘ y :=
a2k2π2

4L
D2, ∀ t > 0. (41)

Demonstração. Consideramos a solução particular na forma u(x, t) = D(ez1(ν)t + ez2(ν)t)ϕ(x)
e substituímos na energia total definida em (10) para obter

Eν(t) =
LD2

4

∣∣∣z1(ν)ez1(ν)t + z2(ν)ez2(ν)t
∣∣∣2 +

a2k2π2

4L
D2
∣∣∣ez1(ν)t + ez2(ν)t

∣∣∣2, (42)

onde z1,2 é a solução da equação característica (35) dada por,

z1,2(ν) = −πaν
4L
± πaν

4L
Θk(ν), com Θk(ν) :=

√
1− 16k2/ν2. (43)

Agora analisamos os regimes de energia para ν ≤ 4k (atrito viscoso) e para ν > 4k (atrito
Coulombiano).
i) Se ν < 4k, consideramos a solução z1,2 ∈ IC dado em (43) e fazemos as seguintes sim-
plificações

∣∣∣z1ez1t + z2e
z2t

∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣(Re(z1) + iIm(z1)

)
e

(
Re(z1)+iIm(z1)

)
t

+

(
Re(z2) + iIm(z2)

)
e

(
Re(z2)+iIm(z2)

)
t

∣∣∣∣∣
2

.
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Fornecido o Re(z2) = Re(z1) e Im(z2) = −Im(z1), temos
∣∣∣z1ez1t + z2e

z2t
∣∣∣2 = e2Re(z1)t

∣∣∣Re(z1)
(
eiIm(z1)t + e−iIm(z1)t

)
+ iIm(z1)

(
eiIm(z1)t − e−iIm(z1)t

)∣∣∣2
= 4e2Re(z1)t

∣∣∣Re(z1) cos
(

Im(z1)t
)
− Im(z1) sin

(
Im(z1)t

)∣∣∣2.
Como Re(z1) = −πaν/4L e Im(z1) = πaνΘ̂k(ν)/4L, onde Θ̂k(ν) :=

√
16k2/ν2 − 1, segue

que

∣∣∣z1ez1t + z2e
z2t
∣∣∣2 =

π2a2ν2

4L2
e−

πaν
2L t

∣∣∣∣∣ cos

(
πaν

4L
Θ̂k(ν) t

)
+ Θ̂k(ν) sin

(
πaν

4L
Θ̂k(ν) t

)∣∣∣∣∣
2

. (44)

Similarmente, obtemos ∣∣∣ez1t + ez2t
∣∣∣2 = 4e−

πaν
2L t cos2

(
πaν

4L
Θ̂k(ν) t

)
. (45)

Combinando as equações (42), (44), (45) e ao desenvolver o quadrado da soma, ficamos com

Eν(t) =
π2a2ν2

16L
D2e−

πaν
2L t

[
cos

(
πaν

2L
Θ̂k(ν) t

)
+ Θ̂k sin

(
πaν

2L
Θ̂k(ν) t

)]

+
π2a2k2

L
D2e−

πaν
2L t. (46)

ii) Se ν = 4k, o caso é facilmente verificado, basta assumir a solução particular na forma
u(x, t) = 2De−(πaν/4L)tϕ(x) para obter

Eν(t) =
π2a2ν2

8L
D2e−

πaν
2L

t. (47)

iii) Se ν > 4k, consideramos a equação (42) e fazemos algumas simplificações análogas para
o item i) com z1,2 ∈ IR. Assim, obtivemos

Eν(t) =
π2a2ν2

32L
D2
(

1 + Θk(ν)
)
e−

πa
2L
ν
(

1+Θk(ν)
)
t

+
π2a2ν2

32L
D2
(

1−Θk(ν)
)
e−

πa
2L
ν
(

1−Θk(ν)
)
t +

π2a2k2

L
D2e−

πaν
2L

t. (48)

Assumindo Λ1,2(ν) := 1±Θk(ν) temos

Eν(t) =
π2a2ν2

32L
D2

[
Λ1(ν)e−

πa
2L
νΛ1(ν)t + Λ2(ν)e−

πa
2L
νΛ2(ν)t

]
+
π2a2k2

L
D2e−

πaν
2L

t. (49)

Para concluir, resta provar a convergência dada em (41). Para isto, apenas fazemos ν →∞ na
equação (49) para verificar os limites

lim
ν→∞

ν2Λ1(ν)e−
πa
2L
νΛ1(ν)t = 0 e lim

ν→∞
ν2Λ2(ν)e−

πa
2L
νΛ2(ν)t = 8k2, ∀ t > 0.

Consequentemente, será provado que

Eν(t) ↘ y :=
k2π2a2

4L
D2, ∀ t > 0. (50)
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Observação 3.1. Com a caracterização da energia total, podemos entender como o coeficiente
de atrito µ = πaν/2L pode afetar qualitativamente o comportamento da energia total, cau-
sando uma falta de decaimento exponencial para zero (item iii) . Nesse caso, é evidente que
a energia não decai exponencialmente para zero, mas para uma assíntota horizontal y. Além
disso, a caracterização também nos permitiu identificar a assíntota horizontal e a faixa de va-
lores do coeficiente de amortecimento que diferenciam o atrito viscoso (ν < 4k e ν = 4k) e
Coulombiano (ν > 4k).

4 Resultados da Simulação

Nesta seção, apresentamos os resultados das simulações feitas a partir da solução exata e da
energia total do problema (7)–(9). Para isto, adotamos os seguintes dados: L = 3, a = 1.2,
k = 5 e D = 1.

4.1 Solução exata e energia total

Aqui nossa intenção é mostrar que os três comportamentos das soluções (subamortecimento,
amortecimento crítico e superamortecimento) estão diretamente associados ao coeficiente de
atrito. Abaixo (ver Figura 2), apresentamos a solução exata e os gráficos de energia, respectiva-
mente.

Figura 2: Solução exata e energia total do problema (7)–(9). Nesta simulação, usamos
ν ∈

{
3.5, 20, 60

}
para três diferentes casos: subamortecimento, amortecimento crítico e

superamortecimento, respectivamente.

No caso clássico de subamortecimento do movimento harmônico, as oscilações estão pre-
sentes na solução, mas suas amplitudes são rapidamente amortecidas para zero ao longo do
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tempo pela diminuição exponencial e−µt/2. Por outro lado, no amortecimento crítico, o decai-
mento da solução para zero é suficientemente rápido, a ponto de não haver oscilações. No caso
do superamortecimento, não há oscilações na solução ao longo do tempo, porém, não decai para
zero quando consideramos valores de ν > 4k.

Para melhor visualizar a falta de estabilidade exponencial para zero, plotamos separada-
mente o gráfico de energia mostrado nas Figuras 3 e 4 para o caso de superamortecimento
considerando dois valores particulares: ν = 60 e ν = 200.

Caso I: Neste caso, consideramos o parâmetro de amortecimento ν = 60 e criamos uma
figura dividida em três subplots. Ampliando os subplots 1 e 2 é mostrado que existe uma
assíntota horizontal y acima do eixo das abcissas, dificultando o amortecimento exponencial
para zero da energia total.

Figura 3: Gráfico da Energia E(t) plotado usando ν = 60.

Caso II: Neste caso, consideramos o parâmetro de amortecimento ν = 200 e também cri-
amos uma figura dividida em três subplots. Ampliando os subplots 1 e 2 para mostrar que a
energia se estabiliza na assíntota horizontal y.

Figura 4: Gráfico da Energia E(t) plotado usando ν = 200.
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Observação 4.1. Olhando as Figuras 3 e 4, percebemos que conforme o parâmetro ν aumenta
para valores maiores que 4k (ν = 60 e ν = 200), a energia tende a se estabilizar no limite da
assíntota horizontal (y = a2k2π2D2/4L ≈ 29, 6088). Este comportamento caracteriza a falta
de estabilidade exponencial para zero.

Na Tabela 1, são apresentados os valores de ω(µν) para diferentes valores aumentados de ν.

Tabela 1: Taxas de Decaimento.

ν = 1 ν = 5 ν = 10 ν = 15 ν = 20 ν = 21 ν = 25 ν = 60

ω(µν) −0.6313 −3.1515 −6.3166 −9.4158 −12.5663 −9.3390 −6.3814 −2.2075

Observa-se que para 0 < ν ≤ 20 os valores de ω(ν) estão diminuindo, enquanto para
20 < ν <∞ os valores de ω(µν) estão aumentando.

De acordo com Cox e Zuazua [3], é possível afirmar que a taxa ótima de decaimento expo-
nencial para os dados simulados é obtida para ν = 20, que é dado por

ω(µν) = inf
{
ω : ∃M(ω) > 0 s.t. E(t) ≤ME(0)eωt

}
≈ −12.5663. (51)

Além disso, é possível notar que para valores de ν > 20, a energia total passa a sofrer uma
perca de decaimento exponencial para zero. A Tabela 2 apresenta as principais informações
sobre o limite inferior de energia total, tipos de atritos e tipos de amortecimento presentes no
modelo para diferentes valores de ν.

Tabela 2: Propriedades vs. parâmetros ν. Notamos na primeira linha da tabela que o limite
inferior da energia tende para o valor da assíntota y ≈ 29.6088, na medida em que ν cresce

para valores maiores que 4k = 20.

ν = 3.5 ν = 2 · 101 ν = 2 · 102 ν = 2 · 103 ν = 2 · 104 ν = 2 · 105

lim inf
t→∞

E(t) 1 · 10−4 0 2.389 2.302 · 101 2.887 · 101 2.953 · 101

Subamortecimento X × × × × ×

Amortecimento Crítico × X × × × ×

Superamortecimento × × X X X X

Para analisar a Tabela 2, é importante perceber que o coeficiente ν aparece na equação
diferencial de origem no termo da contribuição de amortecimento. Então, o aumento deste pa-
râmetro indica que fisicamente há uma maior contribuição das forças dissipativas que atenuam
o movimento oscilatório. Isso pode ser observado comparando os resultados com ν = 3.5 e
ν = 2 · 101. É possível perceber que realmente ocorre o amortecimento do sistema, sendo o
mais severo em ν = 2·101, passando de subamortecimento para amortecimento crítico. Quando
o valor de ν é aumentado acima 2 · 101 descobrimos que a energia do sistema tende a um valor
constante diferente de zero. Nesse cenário, observa-se que o sistema não possui mais a natureza
oscilatória devido à intensidade das forças viscosas.

5 Conclusões

Neste estudo, foram avaliados os tipos de decaimento presentes na equação hiperbólica que
descreve o deslocamento vibracional da coluna do sistema de bombeio mecânico para um poço
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vertical, variando o valor de amortecimento em relação ao atrito viscoso do modelo. Os resul-
tados mostram que é possível obter um valor limite de atenuação viscoso. Observou-se também
que, para determinados coeficientes de atrito, a energia produzida pelo amortecimento promo-
vido pelo fluido no anular da coluna decai para uma assíntota horizontal, atingindo então um
valor máximo de atenuação vibracional, indicando a ausência de decaimento exponencial. Esse
resultado indica que para o modelo proposto por Gibbs, com base na equação de onda, é possível
determinar em que valor de atenuação tem a mudança da natureza viscosa para a coulombiana.
Este seria o cenário de um sistema superamortecido onde um fluido altamente viscoso ou um
bloqueio mecânico atua promovendo a atenuação vibracional, neste caso evitando que a coluna
retorne a sua posição inicial após o processo de flambagem. Vários processos podem impedir
o movimento da coluna, como bloqueio de gás e problemas relacionados a garantia de fluxo.
Desta forma, a detecção e análise das energias de amortecimento descritas neste artigo são uma
ferramenta poderosa para identificar problemas operacionais em poços verticais que podem ser
modelados pela equação de Gibbs.
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Abstract
Sucker rod pumping systems are well-known artificial lift methods, thereby improving the efficiency of oil production. 
However, the periodic movement performed by the string makes the system susceptible to mechanical failures, promoting 
operational shutdowns. This paper presents a new approach to the vibrational analysis of the sucker rod string through a study 
of energy decay. The damped wave equation representing the oscillatory motion of the sucker rod lift system was solved 
analytically, and the energy of the solution was characterized by analyzing its behavior in space and time. The results show 
that the energy has a dissipative nature, promoting the vibrational attenuation in three different exponential decay forms. 
The results allow to characterize the damping limits of each exponential decay type. The approach proposed in this paper, by 
energy decay analysis, can serve as base to the development of new methodologies capable to detect anomalies and optimum 
operational conditions in sucker rod pump system.

Keywords  Wave equation · Analytical solution · Energy dissipation

1  Introduction

Sucker rod pumping is one of the most widespread artificial 
lift methods in onshore oil production, and it is widely used 
due to its easy installation, wide range of work flows, well-
known operational knowledge and effectiveness to promote 

low downhole pressures [1]. Figure 1a illustrates the main 
parts of the sucker rod pumping system. The string column 
is connected with the subsurface pump which creates a dif-
ferential pressure at the bottom of the well, pumping the 
fluids from the reservoir to the surface [2]. Figure 1b and 
c shows the details of the subsurface pump valves posi-
tion during the downward (downstroke) and the upward 
(upstroke) string column movements. During the upstroke, 
the fluid confined in the annular space between the column 
and the casing forces the closing of the traveling valve. This 
reduces the pressure below this valve by opening the pump 
feet valve. Thus, the oil flows into the pump chamber. Dur-
ing the downstroke, the compression of the fluids closes the 
feet valve and opens the tubing standing valve. Even during 
downstroke, the pressures are equalized by opening the tub-
ing standing valve, thus beginning a new cycle.

One of the most critical parts of the system is the rod 
string that connects the pump unit to the subsurface pump. 
This column is composed by sections, connected by forged 
steel joints. During the periodic movement, the rod is sub-
jected to different efforts and need to be designed to support 
its own weight load, the fluid column weight, inertial effect 
resulting from the inversion of rod motion and friction forces 
with the casing in directional wells. The compression and 
tensile stresses cause vibrational effects in the string, attenu-
ated by the fluid viscous friction and elastic forces of the 
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