24,25 e 26 de Agosto de 2023

oo - DA MARA, -
= Qyﬁ“‘“ 704 o X2y Toms: FORMA&CAO DOCENTE,

= < ==
F &5z = SABERES E INCLUS&A&O

UFPA Maraj6- Breves
2023

APLICACOES DO TEOREMA DOS RESIDUOS NO CALCULO DE
INTEGRAIS
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Jorsi José da Conceicdo Cunha?

Eixo: Matematica Pura

Resumo

A resolucdo de certas integrais atraves de métodos tradicionais do célculo se mostra demasiado exaustivo
ou insuficiente, desta forma, este artigo apresenta uma poderosa ferramenta capaz de simplificar estes
desenvolvimento, onde abordaremos o Teorema dos Residuos. Este Teorema, desenvolvido por Cauchy
em 1826 enuncia basicamente que a integral de uma fungéo analitica ao longo de uma curva fechada simples
gue contorna singularidades isolada é controlada pela simples soma dos residuos. A partir de ilustracGes
que serdo imprescindiveis para o objetivo final, ilustraremos o Teorema dos Residuos e analisaremos duas
aplicacdes relacionadas as integrais.
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1. Introducéo

A teoria das funcbes de uma variavel complexa é uma extensdo natural das
fungBes de uma variavel real. Desde seu surgimento, no final do seculo XVIII, esta teoria
tem se mostrado uma das areas mais frutiferas da matematica e de importancia
fundamental, tanto na matematica pura como nas areas aplicadas [1]. No estudo de
integrais de funcdes complexas, o nome residuo foi introduzido em 1826 por A. L.
Cauchy, para expressar a diferenca das integrais de uma funcéo sobre dois caminhos com
as mesmas extremidades delimitando uma regido onde a uUnica singularidade é um polo
da funcdo [2]. Cauchy estabeleceu que as integrais sobre caminhos fechados de fungdes
analiticas num conjunto de pontos isolados onde tém pdélos, podem ser calculadas por
simples soma de residuos no entdo chamado Teorema dos Residuos. Este teorema tem

uma vasta gama de aplicacdes. O seu desenvolvimento inicial confundiu-se com o proprio
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desenvolvimento de areas de aplicacdo, como cartografia, hidrodindmica, aerodindmica,
elasticidade, eletrostatica, eletromagnetismo e processos de difusdo em quimica e em
biologia [3].

O Teorema dos Residuos € um dos teoremas fundamentais na analise complexa uma vez
que pode ser usado para integrar alguns tipos de funcgdes reais que s&o dificeis, ou mesmo
impossiveis, de serem expressa em termos de funcGes fundamentais, tornando-o um
instrumentomuinto util no célculo de integrais [4]. Através do Teorema dos Residuos
podemos verificar que a integral de uma funcdo analitica de uma variavel complexa
tomada ao longo de um caminho depende inteiramente do comportamento da fungdo em
pontos de descontinuidade dentro o caminho [5], tornando o Calculo do residuo
fundamental para a teoria das fun¢des complexas.

Desta forma, neste artigo apresentamos um estudo sobre o Teorema dos Residuos,
mostrando primeiramente as condi¢des de Cauchy, necessarias e suficientes para
integracdo de funcBes analiticas, mostra ainda a definicdo de fungdes analiticas e sua
integracdo, e por fim demostra o Teorema dos Residuos cujo o objetivo de aplica-lo no

calculo de integrais que envolvem funcdes trigonométricas.

2. Fundamentacao Teorica

Nesta secdo, serdo apresentadas definices e resultados fundamentais para a
compreensdo dos métodos utilizados para o calculo de integrais reais utilizando a Teoria
dos Residuos.

2.1 — Condicoes de Cauchy-Riemman

Consideremos uma funcéo f: D — C, onde D é um subconjunto de C. A fungdo

fdiz-se uma fungdo complexa de uma varidvel complexa, sendo uma correspondéncia
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que associa a cada elemento z € D um Unico elemento w no plano complexo (designado

por imagem de z por f ou valor de f em z):
w=f(@=fkx+y)=ukxy + vy

onde u(x,y) e v(x,y) sdo fungbes reais de duas variaveis reais x e y, designadas por

parte real e parte imaginaria de f (z), respectivamente.

Proposicéo 2.1: Se a fungédo f(z) = u(x,y) + iv(x,y) admite derivadas, entéo

ou v u v
S=Te =2 M
ox dy ax ay
u . v
ax ady

Além disso, a derivada da funcdo f ¢ definida por f'(z) =

As equac0es (1) sdo chamadas condi¢des de Cauchy-Riemann.
Proposicdo 2.2: Sejam u = u(x,y) e v= v(x,y) funcdes reais com derivadas parciais
de primeira ordem continuas no ponto (x,, y,). Se as condi¢des de Cauchy-Riemann séo

satisfeitas em z, = xy + iy, entdo f = u(x,y) + i v(x,y) sera derivavel em z,.

2.2 - Func0es analiticas
Uma funcédo f de variavel complexa z é dita analitica num ponto z, pertencente

ao dominio de £, se for derivavel em todos os pontos de um disco aberto centrado em z,.

Dizemos que f é analitica, se for analitica em todos os pontos do dominio [6].
Observacdo: Usa-se também o termo holomorfa como sinbnimo de Funcdo analitica.

Exemplo 1: Verificar se a funcdo f(z) = x? — 2x + 2xyi — y? — 2yi é analitica.

Solugdo:Temos f(z) = x? — 2x + 2xyi — y? — 2yi = (x? — y? — 2x) + (2xy — 2y)i.

Entéo
u=x%—vy2-2xev=_2xy—2y.

Calculando as derivadas parciais temos,
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Moy —2eL=2x-2
dx y
ou ov
= T2V =2

Como as condigdes de Cauchy-Riemann séo satisfeitas em todos os pontos do plano

complexo, concluimos que f é derivavel em C e assim f ¢ analitica.

2.3 - Integracdo de Funcdes analiticas

Teorema de Cauchy-Goursat: Se f(z) é analitica numa regido simplesmente conexa
do seu dominio, entdo

fc f(2)dz =0

para todo caminho fechado C contido no dominio da funcéo [7].

A,

Demonstracdo: Como f(z) = u + iv e d(z) = dx + idy, dai temos:

f f(z)dz = 7§ (u+iv)(dx + idy) = jg (udx — vdy) + iff (vdx + udy)
c c c c

Usando o Teorema de Green no plano,

é (de+Qdy)—U a—Q—a—P)dxdy

Temos:

v au Bu au
f(udx—vdy)—ff ——x—— dxdy = f —— dxdy—O
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§ e ] - [ 2 oo
C(vx uy)_ ax ay xy_ ay ay xy_
S S

Assim mostramos que gSC f(2)dz =0

2.4 - Calculo dos Residuos

O calculo de residuos permite estender o teorema de Cauchy-Goursat para funcdes
que possuam singularidades isoladas tipo polo no interior da curva C. Seja f uma fungéo
complexa de variavel complexa. Diz-se que z, € um ponto singular de f (ou que f tem
no ponto z, uma singularidade) se f ndo é analitica em z, (podendo existir em qualquer
vizinhanga de z, pontos onde a funcéo é analitica). Se existe uma vizinhanca de z, onde
f é analitica, exceto no ponto z,, entdo o ponto singular z, diz-se um ponto singular
isolado (ou uma singularidade isolada) [8].

Teorema de Laurent: Seja f uma funcdo analitica numa regido angular r < |z — z,| <
R. Entdo paratodo z nessa regido f (z) € representada por uma série de poténcias positivas

e negativas de (z — z,),

(o] [ee]

by
f(2) = Z ay(z — zo)™ + Zm,
n=0 n=1
Onde

1 f(&)de _
an—zm_fc @ =z n=0,1,2,..)

1 f(©)de ~
b, = 2m’fC &=z n=1273,..)

Esse teorema é a forma expandida da famosa série de Laurent de f e é muito util, pois nos

permite estudar singularidades isoladas de fungdes complexas.

Teorema dos Residuos: Seja € um caminho fechado tal que uma fungéo f ¢ analitica
sobre C e no interior de C exceto num namero finito de pontos singulares z,, z4, ... z,

interiores a C [2]. Entdo
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f f(z)dz = t+2mi[Res(zy) + Res(z,) + -+ + Res(z,)]
c

Onde (+) indica o sentido positivo, ou seja, o sentido anti-horario e (-) indica o sentido

n-1
negativo, ou seja, o sentido horario. Sendo Res(z;) = lim (nil)' ;z”—l {f(2)(z—z)"},
] !

com o indice n indica o p6lo. Se o pélo é simples (n — 1), duplo (n = 2), triplo (n = 3)

e assim por diante.

Demonstragdo: Para mostra o Teorema, vamos considerar caminhos C; (0 < j <n)
fechados e orientados positivamente. Os caminhos C; sao tragados em torno de cada ponto

singular z; e inteiramente contidos em C.

Desta forma, os caminhos C; formam juntamente com o caminho C a fronteira de uma

regido fechada multiplamente conexa em que f é analitica.

Pelo Teorema de Cauchy-Goursat, temos
j f()dz—| f(x)dz— | f(z)dz—--—| f(z)dz=0
Cc Co C1 CTL
Ou seja,

f f(z)dz=| f(x)dz+ | f(z)dz+- -+ | f(z)dz
c Cn

Co Cq
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Desde que f € analitica no interior e sobre C; , exceto no proprio z;, temos pelo Teorema

de Laurent que
1
Res(zj) =5 . f(z)dz
j
Logo

f(z)dz = Zm'Res(zj), 0<j<n
Cj

Portanto

f f(z)dz = t+2mi[Res(zy) + Res(z;) + -+ + Res(z,)]
c

3 Aspectos Metodoldgicos
Vamos apresentar alguns exemplos de integrais e utilizar o Teorema dos residuos

em suas resolugdes.

4 Descrigdo e Anélise dos Dados

Nesta se¢do vamos fazer a aplicacdo do Teorema dos residuos na resolucédo e

integrais.

cosf
3+2cos6

Exemplo 01: 1 = [
Solucdo: Inicialmente devemos obter a extensdo analitica do integrando.
Lembrando que um numero complexo z = x + yi = |z|(cos6 + isenf), onde 6 =

Arg(z), pode ser escrito na forma z = |z|e%® e sendo o raio trigonométricos (|z| = 1),

temos:
. . dz
z=eY = dz=ie%df = izd) = do = —
lzZ
) ) 04 -0 +z71
Considerando ainda que cos6 = = 2e =2 ; , podemos escrever:
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z+ 2zt
I_fzn cos6 dH—f — dz _ 3&‘ z4+z71 1 dz
~Jy 3+2cos6 z+z Y iz 2 3+z+z1liz
lzZi=1 3+ 2(—%— lzj=1
1_1f z4+z71 J
2 32422417
|z|=1

Multiplicando a expressdo acima por 2 obtemos,

[ = 1 f z2+1
20 z3+3z2+2z
|z|=1

O préximo passo agora € calcular os polos. Para isso tomamos a expressdo do

denominado do integrando e igualamos a zero,

( z2=0
-3++5
224322 +2=0 = z(z2+3z+1)=0 ={%277 5
-3-+5
7y = ———

Como |z3z| > 1, ndo serve. Desta forma os unicos pdlos dentro do ciclo
trigonométricos sdo z; e z,, neste caso temos polo simples, ou sejan = 1.

Analisando os contornos de integracdo e aplicando o Teorema dos residuos, temos

Alm

+1 Re

I = % 2mi[Resi( z;) + Resi(z,)] = m[Resi( z;) + Resi(z,)]

Passamos agora a calcular os residuos Resi( z;) € Resi(z,).

n—-1

Resi(z)) = le_gl1 = Dldz T {(f(2)(z—z)™}

Il Congresso Amazonida Marajoara de Matematica



24,25 e 26 de Agosto de 2023

> A MARAJ -
= P . e 42 2, Toms: FORMA&CAO DOCENTE,

% SABERES E INCLUS&O

UFPA Maraj6- Breves
2023

Lembrndo que temos polo simples, entdo

1-1 2
Resi(z,) = hm 1 d {f(2)(z—z)} _1 1 {L( _ 0)1} —

1(1—1Dldz"1 00123 + 322 + z
z2+1 z(z2+ 1) zZ+1
=lim——————.z =lim im =
z-02z3+ 3224+ 2z 0 (z—0)(z— z)(z—- z3) z-0(z — 2,)(z — z3)
1 1 4 _r
273 —3+\/— —3 \/— B-V5)B+vV5 9-3
2
1 z2+1 z2+1
(7 — 1{ — (7 - =
Resi(z,) = 0'{z3+322+z( ZZ)} hzZz3+322+z(Z z2)

. (z2+1)(z—2zp) o (22+) Z2 +1 Z2 + 1
-2, (2= 0)(z— 2)(2— 23) 20722(z2— z3)  7y(2; —73) 2% — 773

, (-3+V5\ 5-6J5+9 14-6V5 7-3V5
2 = 2 - 4 -7 4 T 2

_(-3++V5\[(-3-+5 _(3—\/3)(3+\/§)_9—5_1
e R
Assim,
i )_7—23\/§+ 9—3\/_ 9343
N = 5— 3\/' T 5-3v5
7 1
Portanto

; fzﬂ cosf ” <1 s 9— 3\/§> <14 — 6\/§>
o 3+ 2cosb 5 —34/5 5 —34/5

Exemplo 02: ] = [ —

0 2—cos6

Solugéo: Inicialmente vamos ampliar o limite de integragéo da integral. Assim,

T 1 1 21 1
I=| ——df =< ——df
,[0 2 — cos6 ZJO 2 — cos6

Em seguida vamos obter a extensdo analitica. Sabendo que

zZ+z~
cosf =

Temos
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lzI=1 2 lz|=1

_1 % dz
T 47 — z2 —1

lz|=1

1_112” 1 d9—1§ 1 dz_13§ 2 dz
2 o 2—cosf 2 2_(Z+Z‘1>iz_2 4 —z—z71iz

Agora vamos calcular os pélos. Assim temos,

4+ 243
47—72—-1=0=22—-4z+1=0 = z= —=z=24+3
{21:2+\/§
=
22:2_\/§

No entanto, |z;| =[2++3]> 1 ndo serve, |z,] = [2 — V3] < 1 serve, deta
forma temos n = 1.

Analisando os contornos de integracdo e aplicando o Teorema dos residuos, temos

‘lm
|
|+1

I = % 2mi[Resi(z,)] = 2m[Resi(z,)]

calculaando o residuos Resi(z,). temos

n—-1

1 (D) (z - 2)"}

Resi(zp) = lim =177

Como temos polo simples, vem que
di-1 ( )( )1 _ 1 1{ 1
A=D1/ P -2)} = limoir—s—

—Zy O'

(2= 2} =

Resi( z,) = Zhr?
—Z
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I Z— 7 ] 1 1 1 -1
= lim = lim = = =
222, (2 —21)(Z2—2,) 22222—2; Z,— 74 (2—\/5)—(2+\/§) 2\/§

V3

6

Portando
I_j" 1 _, —V3) V3
o 2—cos® "6 )T 3"

5 Consideragoes Finais

O trabalho apresentado descreve um método para calcular alguns tipos de integrais reais
que, por natureza, sdo dificeis ou demais trabalhosas de serem calculadas pelas tecnicas
tradicionais. Isso ndo apenas torna o calculo de certas integrais mais facil, mas também
nos permite avaliar integrais no plano reais com o auxilio do plano complexo. No seu
decorrer foi possivel explorar assuntos, conceitos e resultados de extrema relevancia
como Funcbes Analiticas, Calculo do Residuo, bem como a aplicacdo do Teorema dos
Residuos na resolucdo de integrais. Teorema do Residuo é a capacidade de avaliar
integrais de contorno de modo que ndo-analiticos pontos estdo dentro do contorno

fechado.
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