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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo mostrar o uso do jogo matemético Dominé dos
Restos como uma metodologia diferenciada para o ensino e aprendizagem da Aritmética
Modular, sendo um método e possibilidade de ensino, que pode contribuir de modo signi-
ficativo para o desenvolvimento cognitivo e social do aluno, enfatizando a importancia do
jogo como ferramenta integrante ao processo do ensino e aprendizagem em sala de aula.
E importante ressaltar que o conteido matematico base que esta atrelado ao jogo é a
disciplina Teoria dos Numeros, especificamente, o conteudo de Aritmética Modular, per-
mitindo o aperfeicoamento e desenvolvimento de habilidades e competéncias dos discentes
na resolucao de problemas aritméticos, como a agilidade e o raciocinio logico rapido. Ser-
vindo como um meio para o docente ensinar, de modo que colabore para a aprendizagem
dos discentes sobre o assunto citado acima, associando toda teoria estudada com a pra-
ticidade obtida através do jogo. Dessa forma, apresentamos o jogo como instrumento
de ensino, que foi testado por um grupo de discentes que fazem parte do Laboratoério
Pedagdgico de Informatica e Matemética (LATTNMAT) e também foi aplicado através
de oficina no evento nacional X Bienal de Matematica. Onde em ambas aplicacoes pro-
moveu aos discentes envolvidos no jogo, interagao social, concentragao, raciocinio logico,
prazer e motivagao. Trazendo resultados positivos, tais como uma maior contemplacao
do conteido de Aritmética Modular, para quem ainda nao tinha cursado a componente
Teoria dos Numeros causou grande motivacao e expectativa em cursar a disciplina, além
de provocar interesse no Professor mediador da oficina em utilizar o jogo em uma turma
do Doutorado. Assim, notamos a grande relevancia do jogo para o ensino de Aritmética

Modular, acarretando em uma aprendizagem satisfatéria, dinamica e diferenciada.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros; Aritmética Modular; Jogo Matematico; Domind

dos Restos.
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1 Introducao

Segundo relatos histéricos sobre a Historia da Matematica, disponivel no site Toda
Matéria, a Matematica que conhecemos hoje teria surgido no Antigo Egito e no Império
Babilonico a partir de interesses de ambos impérios em cobrar impostos dos seus suditos,
bem como organizar o plantio e a colheita, construir edificagoes, entre outras demandas.
Ou seja, foram essas necessidades que incentivaram os governantes a desenvolverem um
sistema de contagem e medicao. Porém, é importante ressaltar que na pré-histéria os
primeiros seres humanos ja utilizavam conceitos bésicos da Matematica, como contar e
medir. A partir desse contexto historico sobre a Matematica, notamos o quanto desde o
principio ela se mostrou como instrumento importante na vida do ser humano.

Todavia, ainda que se saiba de sua grande valia para o desenvolvimento da huma-
nidade, por meio do raciocinio légico, criatividade, socializacao, elaboragao de hipdteses
e resolucao de problemas. H&a muitos que tém aversao a Matematica, por julgarem-na
como muito abstrata e dificil de ser compreendida, razao pela qual escutamos com muita
frequéncia as célebres frases: “Eu nao gosto de Matematica”, “Em que eu vou usar a
Matematica?” ou ainda “A Matematica nao serve pra nada’. E esse conflito entre os
alunos e a Matematica na grande maioria esta vinculado ao modo de como ela é ensinada
pelo professor, conforme ratificado em pesquisas, que discutiremos no capitulo 5. E im-
portante ressaltar também que geralmente essa problematica inicia nas séries iniciais, e
dependendo da situacao segue até a vida académica do discente, conforme defendido por

Lara (2011, p. 22):

E importante reconhecermos que os problemas de ensino e aprendizagem
em Matematica nao surgem apenas nas séries finais do Ensino Funda-
mental ou no Ensino Médio. A maioria dos alunos que apresentam
dificuldades no final do Ensino Fundamental ja as possuem nas Séries
Iniciais.

Por conseguinte, a partir do momento em que os discentes iniciam seus estudos na
Faculdade de Matematica, no caso, os graduandos, e se deparam com as disciplinas especi-
ficas do curso, acabam se frustrando, pois na maioria das vezes o docente de tal disciplina
dispoe de uma metodologia de ensino totalmente voltada para a teoria, e nao aborda a

sua aplicabilidade no diario do discente, acarretando em dificuldades na compreensao do

contetdo exposto pelo professor, baixo rendimento académico, alto indice de reprovacao

10



e até mesmo evasao do curso.

De acordo com D’Ambrésio (1991):

[...|h& algo errado com a Matemaética que estamos ensinando. O contetido
que tentamos passar adiante através dos sistemas escolares é obsoleto,
desinteressante e inttil.

Desta forma, é necessario buscar por novos mecanismos que auxiliem os alunos no
entendimento dos assuntos, sendo uma ferramenta complementar ao conteido que pode
ser utilizado pelo professor para ensinar Matematica e um desses meios sao os jogos, que
servem para motivar e instigar o pensamento critico, além de atenuar duvidas que podem
aparecer no decorrer do aprendizado e fazer com que as aulas se tornem mais atraentes,
ludicas e interessantes.

Segundo Smole (1996, p. 138), “O jogo propicia situacoes que, podendo ser com-
paradas a problemas, exigem solugoes vivas, originais, rapidas. Nesse processo, o pla-
nejamento, a busca por melhores jogadas e a utilizacao de conhecimentos adquiridos
anteriormente propiciam a aquisi¢ao de novas ideias, novos conhecimentos [...]”. Levando
em consideragao essa fala de Smole, este trabalho equivale a compreender a relevancia dos
jogos como metodologia diferenciada voltada para o ensino e aprendizagem dos discentes
no que concerne ao conteido ensinado pelo professor, pois por ser um jogo, hé mais par-
ticipagao, interacao e motivacao, além de os alunos se tornarem mais ativos, tendo como
consequencias positivas, melhorias no desenvolvimento das competéncias e habilidades,
criatividade e na aprendizagem.

Para culminar, o bom uso dos jogos promovem grandes beneficios, nao somente
a0 nosso publico alvo nesse trabalho, que sao discentes e docentes da faculdade de Ma-
temdtica, mas também para que as pessoas de modo geral possam interagir e se expressar,
trocando ideias e conhecimentos, bem como proporcionar momentos de descontragao, co-
municacao, entrosamento social, competicao e sensacao de prazer.

Posto isso, o Laboratério Pedagdgico de Informatica e Matematica(LATT NMAT)H
da Universidade Federal do Para — UFPA, campus Braganga, pensando em sanar ou mi-

nimizar esta problematica e vendo a necessidade de utilizar novas metodologias, pensou,

10 LAPINMAT (Laboratério Pedagégico de Informética e Matemética) foi submetido e aprovado
ao edital LABINFRA 2019, tendo como idealizadoras a coordenadora a Profa. Dra. Marly Anjos e
colaboradora a Profa. Dra. Edilene Rozal. O objetivo do projeto, voltado para o lado pedagdgico é
estudar e produzir objetos matematicos e experiéncias que materializem e explique certos fenémenos,
respectivamente.
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elaborou e criou como tatica de ensino o jogo matemaético intitulado “Dominé dos Restos”,
que tem como base tedrica o assunto de Aritmética Modular que é agregado a componente
curricular Teoria dos Nimeros, com o intuito de auxiliar para a sua formacao de forma
significativa por meio do lidico, despertando a curiosidade nos discentes e docentes de que
h& outros meios que eles podem buscar para complementar seu processo de aprendizagem
sobre determinado assunto.

E importante ressaltar que com a criacao deste jogo, o professor podera utiliza-lo
como meio de proporcionar aos discentes uma aula diferenciada, interativa e dinamica.
Pois, segundo Smole (2008, p. 09), “o jogo possibilita uma situagao de prazer e aprendi-
zagem significativa nas aulas de matemadtica”, ou seja, através da utilizacao do jogo em
sala, além dos discentes terem uma maior contemplacao do contetido aritmético, decerto
implicaria automaticamente em os mesmos terem outra concepgao sobre a Matematica.

No entanto, no decorrer da pesquisa nos questionamos:

Como e porque os jogos sao importantes para o ensino e aprendizagem
do contetido Matematico?

Sera que o uso do jogo Matematico “Dominé dos Restos” atrelado ao
assunto de Aritmética Modular traria algum beneficio para a aprendizagem
dos discentes?

De que forma o docente poderia estar utilizando esse jogo como uma
metodologia diferenciada para o ensino de Aritmética Modular?

Nessa perspectiva, este trabalho tem por objetivo, mostrar os estudos metodologicos
sobre o ensino da Matematica, com enfoque no assunto de Aritmética Modular. Mes-
clando teoria e pratica obtida através do jogo “Dominé dos Restos”, com o intuito de
colaborar para a formagao académica, despertando o interesse do discente, a motivagao, o
raciocinio légico e uma aprendizagem satisfatéria. E aos docentes, como uma ferramenta
a ser utilizada em sala, para entao promover aos discentes uma aula dinamica, salutar e
diferenciada.

Este trabalho foi organizado estruturalmente em 7 (sete) capitulos, a comegar pelo
capitulo 1 (um) que é introducao até o capitulo 7 (sete) que sdo as consideragoes finais.
No capitulo 2 (dois) nos dedicamos aos estudos de divisibilidade no conjunto dos intei-
ros, por meio de defini¢oes, proposicoes, exemplos, bem como um dos principais teoremas

conhecido como Teorema da Divisdao Euclidiana e coroldrio. No capitulo 3 (trés) apre-
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sentamos um breve estudo sobre Maximo Divisor Comum (MDC) e nimeros primos, um
dos conceitos mais importantes da Matematica que sera essencial para compreensao do
capitulo seguinte.

No capitulo 4 (quatro) definimos alguns conceitos principais da Aritmética Modu-
lar, como definigoes, proposigoes, exemplos, propriedades elementares de congruéncia, que
sera a base fundamental e que rege o jogo “Dominé dos Restos” e para finalizar este ca-
pitulo enunciaremos e provaremos o Teorema de Euler que é uma ferramenta importante
caso queiram expandir o jogo. No capitulo 5 (cinco) discorremos acerca da importancia
dos jogos no ensino da Matematica, além de mostrar o jogo Dominé dos Restos como
uma metodologia diferenciada de ensinar Aritmética Modular, contendo os procedimen-
tos metodoldgicos, os resultados das congruéncias necessarias para a confeccao e regras do
jogo (Dominé dos Restos). E por fim, no capitulo 6 (seis) vamos expor as aplicagoes do
jogo que foram realizadas com os discentes colaboradores do LATTNMAT e apresentamos
também no evento nacional da X Bienal de Matematica que ocorreu no periodo de 20 a 24
de Junho de 2022 na UFPA - Campus Belém, que pela primeira vez foi sediado na regiao
norte do Brasil pela SBM (Sociedade Brasileira de Matemética), onde traremos algumas

discussoes e resultados sobre o uso do jogo no capitulo 6 (seis).
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2 Divisibilidade no Conjunto dos 7

Neste capitulo discorreremos sobre os conceitos e definicoes das divisoes entre os
nimeros inteiros, incluindo os tépicos de divisibilidade, Teorema da Divisao Euclidiana,
exemplos e corolario. Para assim formarmos um alicerce sélido e fundamental no que se

trata da compreensao dos algoritmos que servirao como base no jogo Dominé dos Restos.

2.1 Divisor de um Inteiro

Definicao 2.1. Dados dois numeros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo
alb, quando existir ¢ € Z tal que b = ca. Neste caso diremos também que a é um divisor

ou um fator de b ou ainda que b é um maultiplo de a ou que b é divisivel por a.

A notagao a|b nao representa nenhuma operagao em Z.
A negagao dessa notagao é representada por a 1 b, significando que nao existe nenhum

inteiro ¢ tal que b = ca.

Proposicao 2.1. Sejam a, b, ¢ € Z. Tem-se que:
i)1|a,alaealO.

ii)0ja <= a=0.

iii) a divide b se, e somente se, |a| divide |b].

iv) se a|beb|ec, entdao alc.

Demonstragao:

(i) Isto decorre das igualdades a = a.1l,a=1¢ 0= 0.a

(ii) Suponha que 0] a; logo existe ¢ € Z tal que a = ¢.0. Conclui-se que a = 0. Para a
reciproca basta observar que 0|0, o que foi provado no item anterior.
(iii)

(=) alb=b=aq= b = lallg], la € Z= |al | |5

(<)lal| |b] = |b] = |a|.|g|, com 4 casos:
1)b>0ea>0=b=a.q=alb
2)b>0ea<0=b=(-a).q=alb
3)b<0ea>0=-b=a.q=alb

b <0ea<0=—-b=(—a).¢q=alb

(iv) a|b e b|c implica que existem f, g € Z, tais que b = fa e ¢ = gb. Substituindo o
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valor de b da primeira equacao na outra, obtemos
c=gb=g(fa) = (9f)a
0 que nos mostra que a | c.
Suponha que a |be que a # 0. Seja c € Z tal que b = ca. O nimero inteiro ¢, univocamente

determinado, é chamado de quociente de b por a e denotado por ¢ = g

Exemplo 2.1.

(a)

Ll =

= =0, sendo 0 o quociente de 5 e 2

(b)

[\l [e

= 3, sendo 3 o quociente de %

Observacgao: Observe que a s6 divide b se estiver bem definida, isto é, se a # 0.
Enunciaremos e demonstraremos, agora, o teorema mais importante deste capitulo, cha-

mado Teorema da Divisao Euclidiana.

Teorema 2.1. (Teorema da Divisao Euclidiana) Sejam a e b dois nimeros inteiros com
b # 0. Ezistem dois unicos numeros inteiros q e 1 tais que

a=bg+r, com0<r<b

Demonstracao:
Primeiro vamos definir um conjunto que denominaremos de S
S={a—br; v €Z, a—bx >0},
isto é, S é o conjunto de todos os inteiros nao negativos da forma a — bx.
Agora mostraremos que S # 0.
De fato, sendo b > 0, entdo b > 1 e tomando z = —|a|, resulta que
a—br=a—-0b(—|a|]) =a+bla] >a+1.|a| >0
Observe que S é limitado inferiormente por 0, assim pelo Principio da Boa Or-

denacao, S possui um menor elemento. Seja r o elemento minimo de S tal que,

r>0
e
r=a—bq
Sendo q € Z. Assim,
a=bqg+r

Até o presente momento, obtemos a existéncia de g e r com a = bg+1r e r > 0.

Agora temos que assegurar que
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r<b
Se r > b, terfamos r — b > 0. Sendo assim, como r = a — bq, tem-se
r—b=a—-bg—b=a—-b(g+1)<a—-bg=r,
o que contraria o fato de r ser o menor elemento de S.
O teorema garante a existéncia e unicidade dos inteiros ¢ e r. Para provarmos a
unicidade de ¢ e r, suponha que existam dois pares diferentes de inteiros ¢ e g1, r e r1 que
satisfacam

a=bq+r, 0<r<b

a:bq1+7"1, 0§T1<b
Desde que
a=a

bg+r =0bq + 11

r—r=b(q —q), (%)
o que implica
bl (r—mr)
Por outro lado, temos
0<r<h,

multiplicando por (—1), tem-se
0>—r>b=— -b<—r<0
somando com
0<r <b,
obtemos
—-b<—1r<0
0<r <b
—b<ry—r<hb,
logo
Iy —7r| <b
Por hipétese, b > 0, entao
rr—r=>0
r=r

E desde que b # 0, temos por (x) que
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rm—r=(q—q).b
logo,
q—qn =0
9=qQ |
Os numeros g e r que aparecem no teorema acima sao chamados respectivamente
de quociente e resto da divisao de a por b.
Dessa forma, da divisao euclidiana, temos que o resto da divisao de a por b é zero
se, e somente se, b divide a. Além do mais, quando o resto da divisao for zero dizemos

que a divisao é exata.

Exemplo 2.2. O quociente e o resto da divisao de 19 por 5 sio ¢ = 3 er = 4. O

quociente e o resto da divisao de —19 por 5 sao q = —4 er = 1.

Dado um numero natural b, a unicidade do quociente e do resto na divisao euclidiana
por b nos permitem definir duas importantes func¢oes que descreveremos a seguir.
Denotando por ¢, (a) o quociente da divisdo do nimero a por b, definimos a fungao
quociente por b como segue:
Gp: 7 — 7

a+— qp(a)

Corolario 2.1. Dados dois niumeros inteiros a e b com b > 0, existe um unico nimero
inteiro n(= qy(a)) tal que

nb<a< (n+1)b

A afirmagao contida no coroldrio acima (para a > 0) foi feita, sem demonstragao,
por Euclides na sua obra os Elementos, que a utilizavam para justificar a sua divisao.
O inteiro gy(a) pode ser também interpretado como o maior inteiro menor ou igual do que
o nimero racional 3.
De fato, pelo corolario 1, temos que, se r é o resto da divisao de por b, entao

@ (a)b < a=qgla)b+r < (g(a)+ 1)b,
dai,
w(a) < 2 < gyla) + 1.

Desse modo, o inteiro g,(a) serd denotado pelo simbolo [¢] e serd chamado de parte inteira

do numero racional %
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A segunda funcao importante determinada pela divisao euclidiana é a funcdo resto, defi-
nida a seguir.

ry i L — 7

a— rp(a)

onde 74(a) é o resto da divisdao de a por b.
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3 Algoritmo de Euclides e Nimeros Primos

Neste capitulo apresentaremos um breve estudo sobre os ntimeros primos, um dos
conceitos mais importantes da Matematica. Esses ntimeros desempenham papel funda-
mental e a eles estao associados muitos problemas famosos cujas solugoes tém resistido
aos esforcos de varias geracoes de matematicos. Mas, antes veremos brevemente conceitos
e definigoes dos Algoritmos de Euclides, que serda complemento essencial no estudo dos

ndmeros primos.

3.1 Maximo Divisor Comum

Definicao 3.1. Sejam a e b inteiros, onde um deles € nao nulo. O mdximo divisor comum

de a e b, representado por mdc(a,b), é o maior dentre os divisores positivos comuns de a

eb
Exemplo 3.1. Sejam a = 18 e b = 30, dizemos entao o mdc(18,30) = 6

Defini¢ao 3.2. Diremos que dois nimeros a e b sao primos entre si, se o mde(a,b) =1,

ou seja, se o mdrimo divisor comum de ambos for igual a 1.

3.2 Numeros Primos

Agora tendo como base as defini¢coes de Maximo Divisor Comum, entraremos no

assunto principal, que sao os nimeros primos.

Definicao 3.3. Um numero natural maior do que 1 que sé possui como divisores positivos

1 e ele proprio € chamado de nimero primo.

Proposicao 3.1. Dados dois niimeros primos p e ¢ e um numero inteiro a qualquer,
decorrem da definicao acima os seguintes fatos:

(i) Se plq, entao p = q.

(ii) Se p 1 a, entdo (p,a) = 1.

Demonstragao:
(i) De fato, como p|q e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p primo, tem-se
que p > 1, o que acarreta p = q.

(ii) De fato, se (p,a) = d, temos que d|p e d|a. Portanto, d = p ou d = 1. Mas, d # p,
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pois p  a e, consequentemente, d = 1. |

Um ntdmero maior do que 1 e que nao é primo sera dito composto.

Portanto, se um numero natural n > 1 é composto, existirda um divisor natural
ny de n tal que 1 > n; < n. Logo, existird um nimero natural ny tal que
n=nNg,coml<n<nel<ny<n
Por exemplo, 2,3,5,7,11 e 13 sao primos, enquanto que 4,6,8,9,10 e 12 sao compostos.
Do ponto de vista da estrutura multiplicativa dos naturais, os ntimeros sao os mais
simples e ao mesmo tempo sao suficientes para gerar todos os numeros naturais, logo,
todos os nuimeros inteiros nao nulos, conforme veremos mais adiante no Teorema Funda-

mental da Aritmética.

Teorema 3.1. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior do
que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de niumeros primos

Demonstragao:

Usando o Principio de Inducao, temos que;

Se n = 2, o resultado é obviamente verificado.

Suponhamos o resultado valido para todo niimero natural menor do que n e vamos
provar que vale para n.

Se o nimero n é primo, nada temos a demonstrar.

Suponhamos, entao, que n seja composto. Logo, existem niimeros naturais n; e no
tais que n = ning, com 1 < ny < nel < ny <n. Pela hipétese de Inducao, temos que
existem nuimeros primos pi, ..., p, € ¢, ..., s, tais que,

ny =p1...pr € N2 = (q1...4s-

Portanto, n = py...prq1...qs

Agora, vamos provar a unicidade da escrita.

Suponha que tenhamos n = p;...p, = ¢i1...qs, onde os p; e os ¢; para algum j, que
apos reordenamento de ¢;...qs, podemos supor que seja q;. Portanto,

P2...Pr = q2...4s.
Como ps...p, < n, a hipdtese de inducao acarreta que r = s e os p; e ¢; sao iguais aos

pares [ |
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4 Aritmética Modular

Nesta secao delinearemos alguns conceitos de Aritmética Modular, como definigoes,
proposicoes e suas propriedades elementares, e o Teorema de Fuler, ou seja, a teoria base

e essencial para o desenvolvimento desse trabalho.

Definicao 4.1. Dado um inteiro nao nulo m, dizemos que os inteiros a e b sao congruentes

modulo m, se eles deizam mesmo resto na divisao euclidiana por m.

Para indicar que a e b sao congruentes médulo m, escreve-se:
a = b(modm)

A negagao dessa notagao é representada por a Z b(mod m), ou seja, diremos que a

e b nao sao congruentes (ou sao incongruentes) médulo m.

Exemplo 4.1.
(a) 7 =4 (mod 3), pois deixam resto 1 na divisdo por 3
(b) 8 = —10(mod (—6)) ja que deixam resto 2 na divisao por -6

(c) 25 # 9 (mod 5) pois deixam restos distintos na divisao por 5.

4.1 Propriedades Elementares de Congruéncia

Da definicao 4.1, segue de forma imediata que a congruéncia médulo m tem as
seguintes propriedades para quaisquer inteiros a, b e c.
(i) Reflexiva: a = a (mod m);
(ii) Simétrica: Se a = b(mod m), entdao b = a (mod m);
(iii) Transitiva: Se a = b(mod m) e b = ¢ (mod m), entdao a = ¢ (mod m).
Considere as observacgoes abaixo:
Observacao - 1. Como o resto da divisao de qualquer ntimero inteiro por 1 é sempre

zero, entao para quaisquer inteiros a e b, tem-se
a=b(modl).

Observagao - 2. Se a = b(mod m), ambos deixam o mesmo resto na divisao por m, isto

é, existem inteiros q;, ¢z e r, com 0 < r < |m|, tais que
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a=mq+r e b=mqg+r
Segue dal,
a=(-m)(—q)+r e b= (-m)(—q)+r
ou seja, a e b também deixam o mesmo resto na divisao por —m, portanto também temos
a = b(mod(—m)).
a=b(modm) < a=b(mod(—m))

Em vista das observacoes 1 e 2 vamos nos restringir ao caso em que o inteiro m > 1.

A proposicao abaixo nos fornece uma forma equivalente de definir a congruéncia médulo

m.

Proposicao 4.1. Seja m > 1 um inteiro. Para quaisquer inteiros a, b tem-se que

a =b(modm) se, e somente se, m|(a — b).

Demonstragao:

(=) a=b(modm) = m|(a—0):

a = b(mod m) = existem inteiros q;, ¢z e r, com 0 < r < m, tais que:
a=mqg+reb=mgp+r=a—b=m(gp —q) = m|(a—Db)

(<) ml(a —b) = a=b(modm) :

ml(a —b) = 3 k Z, tal que a —b =mk = a = b+ mk.

Seja r o resto da divisao de a por m, entao a = mq + r, com ¢q Z. Assim,
a=b+mk=mg+r=0b=m(qg—k)+r

Como 0 < r < m, da unicidade do resto, segue que r é também o resto da divisao de b

por m, logo a = b(mod m)

Exemplo 4.2.

(a) 47 = 11 (mod 9), pois 9|(47 — 11);

(b) 24 = 314 (mod 29), pois 29|(24 — 314);
(c) 16 # 5(mod 4), pois 4 1 (16 — 5)

4.2 Congruéncia no Conjunto dos Restos

J& vimos que na divisao euclidiana por um inteiro m > 1, os possiveis restos per-
tencem ao conjunto

R =1{0,1,2,...,m—1}
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Vejamos algumas conclusoes relevantes, referentes a congruéncia, que podemos tirar

sobre o conjunto R.

e Sabemos que para qualquer inteiro a, existem tnicos inteiros ¢ e r, com r € R, tais

que a = mq + r. Entao,

a=mq+r=a—r=mqg= m|la—r)=a=r(modm).
Com isso podemos afirmar
Todo inteiro é congruente modulo m ao seu resto r na divisao por m, e como esse resto é

tnico, ele é congruente a um tnico elemento do conjunto R = {0,1,2,...,m — 1}

Exemplo 4.3. 23 =54+ 3 = 5|(23 — 3) = 23 = 3 (mod 5).
e Existem elementos distintos b, ¢ € R = {0,1,2,...,m — 1}, tais que b = ¢ (mod m)?

Para responder a essa pergunta, suponhamos que existam b,c € R, distintos, tais que
b = c¢(modm). Sendo distintos, entdo b < ¢ ou ¢ < b. Vamos considerar b < ¢. Como
0<b<c<m—-1=0<c—-b<m-1
Porém, se
b=c(modm)=m|lc=b)=m<c—b<m—-1=m<m-—1,
um absurdo. Portanto, podemos afirmar que
Quaisquer dois elementos distintos em R = {0,1,2,...,m — 1} sdo incongruentes médulo
m. Portanto, se r;, r; € R, sao tais que
r; = rj (mod m)
entao,

Ty =Tj.

4.3 Propriedades da Congruéncia

No inicio desta secao vimos que a reflexividade, a simetria e a transitividade sao
propriedades elementares da congruéncia, e que caracteriza a congruéncia como relacao
de equivaléncia. Como a congruéncia esta estritamente relacionada com a divisibilidade,
podemos deduzir mais algumas propriedades que seguem diretamente das propriedades
de divisibilidade vistas no item 4.1.

Dado um inteiro m > 1, a relagao de congruéncia modulo m, definida em Z, tem as se-

guintes propriedades, para quaisquer inteiros a, b, ¢ e d
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+c=b+c(modm
(iv) Se a = b (mod m), entao “re (mod m)
ac = bc(modm).

Demonstragao:
a = b(modm) = m|(a — b). Das propriedades de divisibilidade, segue que:
(1) m|[(a = b) + (¢ —¢)] = m|[(a+¢) — (b+ )] = a+c=b+ c(modm)

(2) m|(a — b)c = m|(ac — be) = ac = be (mod m)

(v) Cancelamento da adigao na congruéncia:

Se
a+c=b+c(modm)
entao,
a = b(modm)
Demonstracao:

Por hipdtese
a+c=b+c(modm)
usando a proposicao 4.1, temos

ml{(a+c) = (b+ <),

como
a+c—(b+c)
a+c—b—c
a—b,
temos
mla — b,
Portanto

a =b(modm).

(vi) Cancelamento da Multiplicagao na Congruéncia

Se
ac = be (mod m) e mde (¢,m) =1,
entao,
a = b(modm)
Demonstragao:

ac = be (mod m) = m|(ac — be) = m|(a — b)c.
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Como por hipdtese
mdc (m,c) =1,

Logo, por definicao

ml|(a — b)
Portanto
a = b(modm) |
a=0b+c(modm)
B a+c=b+c(modm)
(vii) Se e entao,
ac = be(modm)
¢ =d(modm) = bc(modm)
Demonstragao:

a = b(modm) e ¢c = d(modm) = ml|(a — b) e m|(c — d). Segue das propriedades de
divisibilidade que:

(1) m|[(a-b) + (c-d)] = m|[(a+¢c) — (b+d)] = a+c= b+ d(mod m);

(2) m|(a—b)c e m|(c—d)b = m|[(ac—bc)+ (bc—bd)] = m|(ac—bd) = ac = bd (mod m) R

Apresentaremos a seguir uma das propriedades mais importantes desta secao, que
foi utilizada para calcular e obtermos os resultados das congruéncias para a confec¢ao do
jogo Dominé dos Restos.

(viii) Se
a = b(modm)
entao, para todo inteiro n € N, tem-se também
a™ = b" (mod m)
Demonstragao:
Consideremos o menor elemento de N, assim para n = 1, temos que se
a = b(modm), entao a* = b' (mod m).

Suponha que a propriedade seja valida para n = k, o qual chamaremos de hipétese
de indugao

Se a = b(mod m), entao a* = b (mod m).

Queremos mostrar que a propriedade é valida para n = k + 1, isto é,
se a = b(mod m), entdao a*** = b (mod m).

Por hipétese da propriedade e pela hipotese de indugao, temos respectivamente
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a = b(modm)
a® = b* (mod m)
multiplicando membro a membro as congruéncias acima, obtemos
a.a® =b.b* (mod m)

a.a*t =b.b** (mod m) |

4.4 Teorema de Euler

Veremos agora um teorema que é um importante resultado em Teoria dos Numeros
(Aritmética) que estd ligado a um grande matematico chamado Leonhard Eulerﬂ. A im-
portancia desse resultado tem relevancia tanto na histéria da Matematica, quanto na
Aritmética.

Sabemos que o jogo Dominé dos Restos pode ser expandido, a comecar pelos resul-
tados das congruéncias, para isso necessitamos de ferramentas mais poderosas, uma delas
é o Teorema de Euler que serd enunciado a seguir.

Mas antes, falaremos brevemente sobre sistema reduzido de residuos.

Um sistema reduzido de residuos moédulo m é um conjunto de nimeros inteiros rq, ..., 7
tais que
a) (r;, m) =1, paratodoi=1, ..., s;

b) r; # r; modm, se i # j;
c) Para cada n € Z tal que (n, m) =1, existe i tal que n = r; modm

Pode-se obter um sistema reduzido de residuos rq, ..., rs, médulo m, a partir de um
sistema completo qualquer de residuos a, ..., a,,, médulo m, eliminando os elementos a;
ue nao sao primos com m.

De fato, as propriedades (i) e (ii) da definigdo s@o claramente verificadas para
T, ..., 7s. Por outro lado, dado um numero inteiro n, existe j tal que n = a; modm.
Se (n,m) = 1, entdo, logo, tendo como resultado que (a;, m) = 1, e, portanto, para algum
J, temos que a; = r; e, consequentemente, n = r; modm.

Vamos agora verificar que dois sistemas reduzidos de residuos médulo m tém o

mesmo numero de elementos.

2Leonhard Euler (1707-1783) foi um importante matemdtico e cientista suico, foi considerado um
dos maiores estudiosos da matemdtica, em sua época. FEntre suas contribuigoes mais conhecidas na
matematica moderna estao: a introducao da funcao gama, a analogia entre o calculo infinitesimal e o
calculo das diferengas finitas, quando discutiu minunciosamente todos os aspectos formais do Célculo
Diferencial e Integral, da época. Euler foi considerado o mestre dos mateméaticos do século XVIII.
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Sejam rq, ...7, e 't dois sistemas reduzidos de residuos médulo m. Vamos esta-
belecer uma bijegao entre esses dois conjuntos. Dados (r], m) = 1. Como 71, ..., g
formam um sistema reduzido médulo m, entao existe um tnico j tal que v} = rj modm.
Isso define uma funcao f entre os dois sistemas. Reciprocamente, do mesmo modo, esta
bem definida uma funcao g de {r}, ...7't} em {ry, ...rs}. Suponha que g(r}) = ry, entao
17 = rp modm. Como também r; = r; modm, segue que r; = r; modm e, consequente-
mente, r; = 1, mod m, mostrando que g ¢ a fungao inversa de f.

Designaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos
modulo m > 1, que corresponde a quantidade de niimeros naturais entre 0 e m — 1 que
sao primos com m. Pondo (1) = 1, isso define uma importante fungao.

¢:N— N
chamada de funcao fi de Euler.

Pela definicao, temos que
para todo m > 2, entdo p(m) = m — 1 se, e somente se, m é um nimero primo.

De fato, m é primo se, e somente se, 1,2,..., m — 1 formam um sistema reduzido de
residuos médulo m, o que equivale a dizer que p(m) =m — 1.
A seguir mostraremos a férmula para calcular ¢(m).

w(m) = (p—1).(¢ — 1), onde p e ¢ nimeros primos distintos

Teorema 4.1. Sejam m, a € Z comm > 1 e (a,m) = 1. Entdo,

a?™=1 modm

Demonstragao:
Seja rq,..., T um sistema reduzido de residuos mdédulo m. Logo, pela proposicao 5.1

yeeey Tp(m) ) )
ary(m) formam um sistema reduzido de residuos médulo m e, portanto,

ary . ary ... Arp(m) = T1 .72 ... Typ(mymod m
Consequentemente,
a?m oy oy To(m) = AT1. QT2 .. ATp(m) = T1-T2 - Tp(m) modm
Como (ry.719...7 m) = 1, segue-se que
p(m), )

a?™ =1 modm [ |

Proposicao 4.2. Sejam m, m’ € N tais que (m,m’) = 1. Entdo

p(m, m') = p(m)p(m’)
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Demonstracao: Ver [2], pdg.199

Proposicao 4.3. Se p é um primo e r, um numero natural, entdo tem-se que
QO(pr) — pr o pr—l — p’r<1 o %)

Demonstragao: Ver [2], pdg. 200

Finalmente, podemos obter a expressao de p(m) para qualquer me N

Teorema 4.2. Sejam > 1 e sejam = p{* ... p%" a decomposi¢ao de m em fatores primos.

Entao,

p(m) =pi" i (L= o) (l = o).

Demonstragao:

O resultado decorre imediatamente das Proposicoes 4.2 e 4.3.

Para calcular o resto da divisao de uma poténcia a™ por um ntimero natural m > 1,
é conveniente achar um expoente h € N de modo que a”" = 1modm, pois, se n = hq +r
é a divisao euclidiana de n por h, teremos a" = a"a” = a"modm. Portanto, é clara a
utilidade do Teorema de Euler para a resolucao desse tipo de questao.

A seguir veremos um exemplo, onde se aplica a divisdo euclidiana e o teorema an-

terior para encontrar o resto de uma poténcia com expoente grande.
Exemplo 4.4. Vamos achar o resto da divisao de 3'°° por 34.

Solugao:
Note que
©0(34) = p(2.17) =2°17°(2 — 1)(17 — 1) = 16.
Pelo Teorema de Euler, temos que 3¢ = 1mod 34, logo,
3100 = 316:6+4 = 31 = 13 mod 34.

3100

Portanto, 13 é o resto da divisao de por 34.
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5 Domino dos Restos

5.1 A importancia dos Jogos para o ensino da Matematica

Nao ha davidas de que a Matematica é uma das bases fundamentais para o processo
do desenvolvimento intelectual do ser humano, visto que, por meio dela o individuo tem
a aptidao de estimular seu raciocinio légico, bem como despertar sua criatividade e sua
capacidade de investigacao e solucao de problemas.

Porém, apesar de sua grande importancia na histéria da humanidade, uma grande
parte desta populacao nao sao adeptos a essa area da ciéncia, por julgarem como algo
muito abstrato e esotérico, ou seja, impossivel de ser compreendido. Segundo pesquisas
realizadas pelo professor David Kollosche, da Universidade de Klagenfurt, na Austria,
o desinteresse das pessoas pela Matematica esta diretamente relacionado ao método de
como a mesma ¢ ensinada.

Por esse motivo, se faz necessario novas metodologias para o ensino da Matematica
que valorize a importancia desta ciéncia no diario do discente. Ou seja, formas que
auxiliem os alunos no entendimento do conteiiddo matematico, e uma dessas formas é a
utilizagao de jogos no contexto de sala de aula, para motivar e instigar o pensamento critico
do aluno e o raciocinio légico, bem como tornar o processo de aprendizagem matematica
mais prazeroso, motivador, lidico e menos macico.

De acordo com Smole (2008):

Ao jogar, os alunos tem a oportunidade de resolver problemas, investi-
gar e descobrir a melhor jogada; refletir e analisar as regras, estabele-
cendo relagoes entre os elementos do jogo e os conceitos de aprendiza-
gem(SMOLE, 2008, p 11).

A BNCC (Base Nacional Comum Curricular) ressaltam que “Como ferramenta de
ensino, o lidico proporciona maior integracao interpessoal, além de estimular a ima-
ginagao, a concentragao e o raciocinio logico, gerando dinamismo na abordagem dos con-
ceitos matematicos e uma forma mais ampliada de avaliacao do aprendizado”. De fato,
quando agregamos o uso dos jogos nas aulas de matemaética, percebemos claramente que
até mesmo os alunos que depreciam essa disciplina, tendem a olhé-la por outro angulo,
percebendo o quao bela é esta area da ciéncia e o quanto ela esta inteiramente aplicada a

algo que pode nos promover prazer, em especial, o jogo.
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No entanto, apesar de sua grande relevancia no ensino da matematica, muitos pro-
fessores ainda resistem em considerar o uso de jogos nas aulas de matematica como algo
irrelevante e sem importancia. Segundo Candido (2007), o lidico sofre muito preconceito
e é considerado por muitos professores como uma perda de tempo.

Em contrapartida, Smolle diz que ”O trabalho com jogos nas aulas de Matematica,
quando bem planejado e orientado, auxilia o desenvolvimento de habilidades como ob-
servacao, analise, levantamento de hipdteses, busca de suposicoes, reflexao, tomada de
decisao, argumentacao e organizacao, que estao estreitamente relacionadas ao chamado
raciocinio logico.”

Segundo Borin (1996, p. 09)

Outro motivo para a introducao de jogos nas aulas de Matematica é
a possibilidade de diminuir bloqueios apresentados por muitos de nos-
sos alunos que temem a Matemadtica e sentem-se incapacitados para
aprendé-la.

Com efeito, notamos a grande relevancia dos jogos como metodologia de ensino e
aprendizagem dos alunos no que se refere ao contetiddo matematico, pois por meio do
lidico, ha mais participacao e o aluno se torna ativo, tendo como consequéncia melhorias
no desenvolvimento das competéncias e na criatividade. Dessa forma proporcionando aos
alunos mais apropriacao do conhecimento abordado.

Nessa conjuntura, ressaltamos a importancia dos jogos no ensino da matematica,
tendo em vista o objetivo principal que é de colaborar com a aprendizagem dos discentes
e mostrar para o professor formas de ministrar uma aula mais atrativa, dinamica e moti-
vadora. Além de, desmitificar a ideia que muitos estudantes tém, de que a matemaética é
um ”bicho de sete cabecas”, e de que nao serve para nada, mostrando aos discentes um

método divertido de estudar matematica e o quanto ela é essencial no nosso dia-a-dia.

5.2 Uma metodologia diferenciada no ensino da Aritmética Mo-

dular
No inicio desta secao discorremos a cerca da importancia do uso dos jogos no ensino
da Matematica. Relacionado a isso mostraremos a seguir o jogo matematico intitulado

"Dominé dos Restos”, como uma metodologia diferenciada para o ensino-aprendizagem

da Aritmética Modular.
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O jogo ”"Dominé dos Restos”foi pensado, elaborado e confeccionado a partir da ne-
cessidade que se tinha de promover aos docentes e discentes da Faculdade de Matematica
- Campus Braganca, métodos diferenciados para ensinar o assunto de Aritmética Modu-
lar, e trazendo uma perspectiva inovadora enquanto ao fato de ser um recurso a mais que
pode ser utilizado pelo docente, de forma a possibilitar uma aprendizagem prazerosa aos
discentes.

E importante mencionar também, que um dos fatores que colaborou e incentivou
a construcao do jogo mencionado anteriormente, foi o evento nacional X Bienal de Ma-
tematica, organizado pela SBM (Sociedade Brasileira de Matemadtica) em parceria com a
UFPA (Universidade Federal do Pard), que ocorreu no periodo de 20 a 24 de Junho de
2022, onde pela primeira vez foi sediado na regiao norte do Brasil, precisdvamos elaborar
um trabalho com uma tematica que fosse relevante e atrativa.

Ressalto também outro fator essencial, o Laboratorio recém conquistado chamado
LATTNMAT, do qual fazemos parte, cujo objetivo é produzir jogos mateméaticos a se-
rem estudados e confeccionados a fim de materializar a matematica por meio do lidico,

tornando-a mais acessivel ao conhecimento do aluno.

5.2.1 Procedimentos Metodolégicos

Para a execucao deste trabalho, foi elaborado um planejamento de materiais referidos
ao laboratorio de matematica, dentre eles o jogo que sera o eixo principal desse trabalho,
chamado “Dominé dos Restos”, tendo como conhecimento matematico base a disciplina
de Teoria dos Numeros com enfoque no conteido de Aritmética Modular, tendo em vista
nao somente ser uma ferramenta pedagogica para o ensino de Matematica, mas também
fornecer habilidades variadas, como atencao, interagao, meméria, raciocinio logico, pla-
nejamento, tomadas de decisao de forma que contribua para minimizacao do deficit de
aprendizagem em matematica.

Segue abaixo as etapas utilizadas para a construcao do jogo Dominé dos Restos:

12 Etapa — Discutimos acerca do assunto colocado em pauta por um grupo de discentes
colaboradores do Laboratério Pedagégico de Informética e Matematica (LATTNMAT), ou
seja, a Aritmética Modular com a finalidade de criar um material concreto que pudesse
ser utilizado em aulas por docentes e para os discentes como forma de aprendizado dife-

renciado.
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22 Etapa — Pensamos em um jogo de fcil acesso e que a maioria tivesse conhecimento
sobre, assim escolhemos o domind, onde foram feitas as modificacoes necessarias para o
conteudo que queriamos esclarecer.

32 Etapa — De posse do conhecimento base sobre a Aritmética Modular e da ideia de
abordarmos congruéncias que deixassem restos de 0 a 7, utilizamos a definicao 4.1 apli-

cando alguns algoritmos para entao utilizar esses resultados na confeccao do jogo. Abaixo

temos uma tabela ilustrando como se deu esse processo.

Figura 1: Resultados das congruéncias para o jogo Dominé dos Restos

0 1 2 3 4 5 6 7

0 10 =7 (mod 5) 144 =7(mod 4} 15% = ?(mod 25) 289 =7(mod17)| B2=7(mod4) 343 =7(mod 7} 6°=7(mod 1)

i) 43=7?(mod 2} 2*=7(mod 3} 59 =7 (mod 8) 58 = ?(mod 9) 25=7(mod 4} 87=2?(mod %) | 77=7(mod 10)
2 =7(mod 3) 52 =17 (mod 9) & =?(mod5) | 11=?(mod10) | 5*=T(mod6) | 11=7(mod5)}

1 14=7 (mod £} 25 =7 (mod 7) MU=T(mod6) | 5*=7(mod10) | 39=7(mod11}| g97=7(mod&)}

P =7(mod 5} R=1(mod6) | 42=7(mod7) 47=7(mod 9) 27 =7 (mod 6)

2 2 3 =7 (mod 6) B =7(mod14)| 68=7(mod7} | W=?(mod7) | 3I*=7(mod9)
19=17(mod8) | ¥=7(mod11) | 31=7(mod9%) 72 =7 (mod 1)

3 M=7(mod8) | 15=7(mod10) | 66=?(mod10) | 5% =7(mod32)

IE=7(mod 5) 72 =7(mod 5) 8% =7(mod 5)

4 5 =7(mod15) | 6?=7(mod10)| 59=7{mod7}

7 =?(mod11} | 77=72(mod8)
. 5 F=?(mod3} | 127=7(mod12)
25 =7 (mod 25,
6 4*51%..;0«1103

Fonte: Prépria da Autora

42 Etapa - Confeccionamos um protétipo do “Dominé dos Restos” (Apéndice A), usando
papel A4 e papelao com formato retangular em tamanho x por y, onde as pecas dos carroes
sao escrita os restos e as demais pegas continham as congruéncias modulares. Além disso,
foi feito no site Canva disponivel em: https://www.canva.com as pegas na forma digital
(Apéndice B).

52 Etapa — Testamos o jogo para verificar se, de fato, alcancava nossas expectativas e se
conseguiriamos assimilar os conceitos ministrados pelo docente relacionado a esse assunto.

(Apéndice C)

5.2.2 Regras do Jogo (Dominé dos Restos)

Objetivo: De posse do assunto, o objetivo é baixar na mesa as pegas primeiro, jogando
ao longo da partida as pecas que se encaixam corretamente de acordo com as equivaléncias
das congruéncias. Ha a possibilidade do jogo fechar, isto é, quando as duas pontas tém
0 mesmo numero e nao existe mais pecas com este nimero na mao dos jogadores, neste

caso vence quem tiver a menor quantidade de pecas.
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Descricao: O jogo dispoe de 36 pegas, no formato similar ao do dominé tradicional,
contendo nas pecas carroes os restos que variam de 0 a 7, nas pecas restantes contendo a
divisibilidade e as congruéncias modulares.

Publico-Alvo: Discentes e docentes do curso de Matematica ou que tenham a disciplina
Teoria dos Numeros na sua grade curricular.

Composicao: 36 pegas.

Instrucgoes:

1. Para iniciar o jogo, devera ter até 6 participantes;

2. As pegas sao embaralhadas por um jogador, com a face voltada para baixo;

3. Cada participante recebera 6 pecas, caso haja um quantitativo inferior de jogadores as
pecas que sobrarem ficam disponiveis para serem compradas;

4. Determina-se qual é a peca de saida, no caso, o participante que tiver a peca 7x7;

5. O préximo a jogar serd o participante a direita daquele que inicia a partida, caso ele
nao tenha a pega, o proximo participante podera jogar, e assim, por diante;

6. O jogador que ficar sem pecas na mao, vence o jogo;

7. Caso haja o fechamento do jogo, ou seja, quando os jogadores nao possuem a pega em
maos e nem para ser comprada o prosseguimento para o jogo, vence quem tiver a menor
quantidade de pegas;

8. Quem deverd fazer a confirmacao do vencedor sao os préprios jogadores, no caso os

adversarios.
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6 Aplicacao do jogo Dominé dos Restos com Discen-
tes e Docentes da Faculdade de Matematica

Neste capitulo iremos apresentar a aplicacao do jogo Dominé dos Restos contextuali-
zando o conteido matematico, no caso a Aritmética Modular com a pratica obtida através
do jogo, criando um ambiente significativo de aprendizagem. Além disso, traremos algu-
mas discussoes acerca do jogo, assim como resultados relevantes sobre as aplicagoes que

foram realizadas no laboratdrio e em oficina no evento nacional X Bienal de Matematica.

6.1 Aplicagcao do Jogo com os Colaboradores do LATNMAT

Nao hé duvidas de que, o processo metodolégico para confeccionar um jogo nao é tao
simples assim, pois requer, tempo, dedicacao e paciéncia. No entanto, um dos principais
problemas que os designers de jogos enfrentam, é com a incerteza se de fato aquele jogo
atendera as expectativas pelos quais eles foram construidos. E com o jogo Dominé dos
Restos nao foi diferente, ou seja, criamos o jogo, mas precisavamos ter certeza que de fato
ele daria certo, se seria relevante.

Por esse motivo, resolvemos aplicar o jogo no Laboratério Pedagogico de Informatica
e Matematica (LATNMAT), onde os jogadores foram os préprios colaboradores. E im-
portante ressaltar que apesar do jogo ter sido elaborado para atender até 6 jogadores,
nesse episdédio contamos com quatro participantes.

No entanto, antes de iniciar o momento de testagem foi apresentado a eles a de-
finicao 4.1 acompanhada de alguns exemplos para que relembrassem a teoria estudada
na componente curricular Teoria dos Numeros, especificamente o contetido de Aritmética
Modular para entao utilizarem como subsidio no momento em que estivessem jogando.
Uma vez, que para jogar alguma peca do dominé o aluno tinha que descobrir o resto
deixado em cada congruéncia para entao saber como fazer uma jogada estratégica.

Partindo desse pressuposto iniciamos o jogo, sendo o primeiro a jogar o jogador que
tinha em maos a peca carrao de resto 7, e apés demos continuidade a partida, levando
em consideracao as regras do jogo e seguindo a risca as instrugoes colocadas como forma
de manual para eles.

E importante ressaltar que no decorrer da partida, notamos a grande motivacao e

entusiasmo que os jogadores estavam. Além disso, percebemos o quanto o ato de jogar es-
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timulou o raciocinio logico deles, bem como promoveu a sensacao de prazer, descontracao
e socializacao.

Portanto, percebemos em relacao ao conteido matematico, no caso, a Aritmética
Modular, que atrelado o lidico os discentes conseguiram compreender melhor o assunto
vinculado ao jogo, no caso a Aritmética, acarretando grandes beneficios como, motivacao,

interacao e raciocinio logico rapido.

6.2 Aplicacao do Jogo Dominé dos Restos em Oficina no Evento

da X Bienal de Matematica

Além de ter sido aplicado com discentes colaboradores do Laboratério de Ma-
tematica, como ja mencionado na secao anterior, o jogo Dominé dos Restos foi apresentado
e aplicado no evento nacional X Bienal de Matematica, organizado pela SBM em parce-
ria com a UFPA. Onde a comissao organizadora disponibilizou por meio de plataforma
virtual as inscri¢oes tanto para participar do evento, quanto para submeter trabalhos, de
forma que se enquadrassem em um dos eixos tematicos postos por eles.

Diante disso, submetemos o jogo Dominé dos restos que se enquadrava no eixo
tematico (T3 - Laboratério de Ensino de Matemaética), tanto para atividade em oficina
quanto para apresentagao oral (palestras curtas), onde em ambas as modalidades foi apro-
vado pela comissao do evento.

Posteriormente, na ocasiao do evento, aplicamos o referido jogo em oficina chamada
“Uma aplicacao logica entre jogos de mesa, divisibilidade e congruéncia modular”, onde
além do dominé teve também o jogo do carteado da divisibilidade. Para jogar o Domind
dos Restos, aplicamos seguindo instrucoes, a participacao de 6 jogadores, que eram dis-
centes de Matematica de outras instituicoes.

Porém, antes de iniciar a partida, apresentamos através de slides a definicao de con-
gruéncia modular 4.1, afim de que soubessem como de que forma eles teriam que calcular
o resto das congruéncias para entao decidirem de forma coerente qual seria a peca correta
a ser jogada

Apos explicagao da teoria de Aritmética Modular e das regras do jogo, demos inicio
a partida, que por ventura foi bem disputada entre os jogadores. Na primeira rodada do
jogo foi dado a cada jogador um tempo de 2 minutos e na préxima rodada esse tempo for

reduzido para 1 minuto para que eles decidissem qual peca era conveniente jogar. Além
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disso, motiva-los ainda mais teria um prémio para quem vencesse a partida.

6.3 Resultados e Discussoes

Tendo em vista que este trabalho se enquadra na modalidade de pesquisa qualita-
tiva, discorremos a seguir sobre os resultados e discussoes para saber se de fato houve
engajamento e se atendeu as nossas expectativas enquanto autores do jogo Dominé dos
Restos.

E importante ressaltar os resultados apresentados posteriormente serao baseados na
forma em que o referido jogo foi abordado em ambas aplicagoes. Visto que s6 a partir
disso pudemos ter resultados concretos sobre esse recurso lidico criado como metodologia
diferenciada no ensino de Aritmética.

No momento em que os colaboradores do laboratério jogavam a partida, notamos
uma grande interagao e competicao entre os mesmos, além disso apés a primeira rodada
o raciocinio légico deles para efetuarem as jogadas estava bem mais rapido. Percebe-
mos também que por meio da praticidade do jogo, eles fixaram melhor o conteido de
Aritmética Modular e sentiram-se super motivados.

De forma andaloga os participantes da oficina, que jogaram o Dominé dos Restos rela-
taram que apreciaram muito o jogo, e que sentiram-se interessados em adquiri o jogo para
auxiliar em seus estudos sobre Aritmética. E importante ressaltar que dois desses alunos
ainda nao tinham estudado a disciplina Teoria dos Numeros, mas através do momento
de descontracao, aprendizagem e prazer obtido através do jogo sentiram curiosidade em
estudar, aprender e ter um contato mais preciso com esse ramo da matematica.

Em paralelo a isso, o Professor que estava como mediador na sala onde estava sendo
realizada a oficina, mostrou grande interesse em aplicar o jogo Dominé dos Restos em uma
turma de Doutorado, onde ele leciona a disciplina de Aritmética (Teoria dos Numeros).
Pois, o mesmo percebeu que o jogo proporcionou interagao social entre os alunos (jo-
gadores), e que esses discentes assimilarem de forma répida o conteido matematico de
Aritmética através da praticidade obtida por meio do jogo.

De modo geral, notamos que o jogo Dominé dos Restos, atendeu as nossas expec-
tativas enquanto ao fato de ser um novo método de ensinar e aprender Aritmética de
uma forma diferente ao método tradicional de ensino. Enfim, podemos observar como o

numero de possibilidades de aprendizagem ¢ ampla quando se usa o jogo como auxilio.
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7 Consideracoes Finais

Esse trabalho pretendeu mostrar o uso do jogo matematico Dominé dos Restos,
como uma metodologia diferenciada para ensino e aprendizagem de Aritmética Modular,
um recurso que podera ser utilizado tanto pelos discentes quanto por docentes de Ma-
tematica. Nesse sentido enfatizamos a importancia de se utilizar objetos concretos em
sala de aula, para que o abstrato se torne mais facil de ser compreendido, tornando as
aulas atrativas, dinamicas e ludicas.

Nessa conjungao, o jogo Dominé dos Restos proporcionou durante a confecgao, um
entendimento mais preciso para se ter um olhar critico sobre a construcao e o processo
de regras do jogo, com o intuito de ratificar sua eficiéncia quanto a aprendizagem dos
jogadores e o estimulo do raciocinio légico. O contato com o jogo esclareceu defini¢oes e
sanou duvidas, favorecendo a motivagao durante o ato de jogar.

Em paralelo a eficiéncia da aplicagao do jogo com os alunos da Graduacao em Ma-
tematica, também contribuiu de forma significativa para o meu processo de aprendizagem
e estimulou minha percepgao sobre a importancia de se pensar, elaborar e criar meios di-
ferenciados de ensinar para promover uma Educacao Matemaética de qualidade aos meus
futuros alunos.

E importante ressaltar que apesar, do publico alvo neste trabalho serem os discentes
e docentes da graduagao em Matematica, o mesmo pode ser adaptado para ser utilizado
no ensino basico, bem como também pode ser expandido para servir como recurso na pos
graduacao de Matematica. As pecas do dominé podem ser escritas na notacgao da divisao
euclidiana, envolvendo divisoes simples e para a confeccao do dominé a ser aplicado na pds
graduagao, pois utilizam expoentes de valores bem elevados e assim utilizam a se¢ao 4.4
para encontrar suas relacoes. Ademais, pode-se readaptar o dominé para outros contetdos
matematicos, como propriedades de potenciagao e radiciagao, geometria, fungoes e outros.

Enquanto um dos autores, percebi o quanto esse trabalho foi relevante para os su-
jeitos envolvidos, pois além de ter alcancado nossas expectativas, provocamos neles a
curiosidade em saber que ha outros métodos que eles podem procurar para aprender um

determinado conteido matematico.
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Registro da Criacao do Protétipo do Jogo Domind

dos Restos

Figura 2: Registro da Confeccao do Protétipo do jogo Dominé dos Restos

Fonte: Prépria da Autora
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Restos

B Protétipo no aplicativo Canva do jogo Dominé dos

Figura 3: Pecas do jogo Dominé dos Restos envolvendo congruéncia modular

(o1 pour) (8 pour) (¥ pour) (s pour) (5 pour) (5 pour) (s pour) (o1 o)

= é=61 é=tit =g é=9 &= é=mu =101
Z=7 44=7 #=9 59=2 34=9 6=7 97=7 s=2

(mod 25) (mod 8) (mod 3) (mod 8) (mod 6) (mod 10) (mod 9) (mod 10)

1 2 3 s 5 s 7 s

(9 pour) (L1 pour) (9 powr) (s pour) (6 pour) (¥ pour) (L pour) (6 pour)

&= & =687 éz's (‘.212 é=18 é=¢L & =5vE i=1h
=2 58=2 39=2 $=2 52=2 §=2 87=2 69=2

(mod 9) (mod 9) (mod 11) (mod 15) (mod7) (mod 2) (mod 9) (mod7)

2

13

Fonte: Prépria da Autora

Figura 4: Pecas carrdes do Dominé dos Restos relacionando os restos

33

Fonte: Prépria da Autora
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C Aplicacao do jogo Domindé dos Restos

Figura 5: Aplicagao do jogo Dominé dos Restos com alguns colaboradores do Larnmat

Fonte: Prépria da Autora

Figura 6: Aplicacao do jogo Dominé dos Restos em oficina no evento nacional X Bienal
de Matematica
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