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RESUMO

Este trabalho refere-se ao estudo do sistema de vigas de Timoshenko, mostrando que este
sofre uma perda de decaimento, quando ocorre uma diferenca de velocidades, dada a partir de
uma relacao entre duas razdes que envolvem constantes fisicas do sistema. Duas condigoes
de fronteira diferentes sao consideradas, a saber, a condicao de Dirichlet e a condigao de New-
mann. Primeiramente sera mostrado a energia do sistema, encontrada apartir do método mul-
tiplicativo e mostraremos que esta satisfaz uma lei de dissipagao caracteristica. A existéncia
e unicidade de solucao para o sistema pode ser melhor compreendida através do método de
semigrupos, a explicitagdo do problema na forma variacional, ajustando-o nas condigdes da-
das apartir do teorema de Lax-Milgram, assim como também a insergao deste no problema de
Cauchy. A perda de decaimento do sistema pode ser mostrada, mediante o estudo de algumas
definicdes importantes, pertencentes a Analise Funcional e o teorema de Geahart-Pruss.

Palavras Chaves: Sistema de vigas; configuracdo de semi-grupos; perda de decaimento.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A viga: consideracoes iniciais

A viga € um elemento estrutural sujeito a cargas transversais. A viga geralmente € usada
no sistema laje-viga-pilar para transferir os esfor¢os verticais recebidos da laje para o pilar ou
para transferir os esforgos verticais recebidos da laje para o pilar ou pra transmitir uma carga

concentrada, caso sirva de apoio a um pilar.

Figura 1.1: Esquema de uma viga

Fonte: AutoQi.

A viga é um dos modelos fundamentais de estruturas elasticas, e é utilizada em uma vari-
edade de aplicagoes como, por exemplo, em hélices de helicopteros, satélites flexiveis, asas de
avides, bragos robdéticos, trilhos de trens e subsistemas de estruturas mais complexas.



1.1. A VIGA: CONSIDERACOES INICIAIS CAPITULO 1. INTRODUGAO

Figura 1.2: Vigas IPN de ago

Fonte: Autoria propria.

Figura 1.4: Vigas de madeira

Fonte: Autoria propria.



1.1. A VIGA: CONSIDERACOES INICIAIS CAPITULO 1. INTRODUGAO

De acordo com [ALMEIDA JR. and SANTOS, 2012], cientistas modernos como Galileu
Galilei (1564-1642),Jacob Bernoulli (1654-1705), Daniel Bernoulli(1700-1782) e Leonhard Paul
Euler(1707-1783) foram os pioneiros no estudo dos sistemas mecanicos, em especial, na dinamica
de estruturas flexiveis, como as vigas e placas, usando modelos matematicos. Seus trabalhos
foram aperfeicoados por varios cientistas contemporaneos, dentre os quais destacamos Simeon
Denis Poisson(1781-1840), Jacques Antonie Charles Bresse (1822-1883), Gustav Robert Kir-
chhoff (1824-1887), John William Strutt (1842-1919), também conhecido como lord Rayleigh,
Raymond D. Midlin (1906-1987), Eric Reissner (1913-1996) e Stephen Prokofievich Timoshenko
(1878-1972).

Neste trabalho, destacaremos o trabalho de Stephen P. Timoshenko, que produziu um mo-
delo matematico mais eficiente, descrevendo o sistema de vigas considerando determinadas
deformagdes que o sistema pode sofrer.

Segundo [ALMEIDA JR. and SANTOS, 2012], dos trabalhos realizados pelos fisicos, ma-
tematicos e engenheiros citados anteriormente, as teorias mais conhecidas sao a de Euler,
Bernoulli, Rayleigh, Vlasov e Timoshenko.

O modelo de Euler-Bernoulli, datado do século XVIIl, descreve um sistema de vigas que
leva em consideracao apenas a energia potencial da flexao da estrutura, isto é, do deslocamento
vertical da viga e a energia cinética do deslocamento lateral.

Figura 1.5: Modelo de Euler-Bernoulli para uma viga elastica. Neste modelo apenas considera-
mos as energias originadas a partir do deslocamento vertical e lateral . P é a agao de uma forga
na extremidade da viga e A € uma secao longitudinal da viga.

Fonte: (www.mat.caminos.upm.es). Acesso em 26 de junho de 2019.

Lord Rayleigh, em 1877, aperfeicoou o modelo de Euler-Bernoulli, considerando que as
sec¢des transversais sofrem rotagdes em relagdo ao seu eixo central.

Vlasov, em 1949, adicionou sobre as hipoteses de Euler-Bernoulli o efeito de cisalhamento,
também conhecida como tensao de corte nas areas transversais.
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1.2. O MODELO DE EULER-BERNOULLI CAPITULO 1. INTRODUGAO

Timoshenko, em 1921, aperfeicoou ainda mais o modelo de Euler-Bernoulli, ao elaborar a
sua teoria de vigas, adicionando o efeito potencial a um esforgo cortante, assim como também

ao efeito de rotagcéo das segdes.

Podemos concluir que a evolugao histérica dos estudos sobre os sistemas mecanicos sem-
pre teve como objetivo uma melhor compreensao dos fen6menos que acercam tais sistemas,
descrevendo-o de uma forma mais ampla, considerando todos os efeitos fisicos significantes
que incidem no sistema, utilizando formalismo e rigor matematico para descrevé-los de uma
forma mais clara e satisfatéria. Esses estudos, de certa forma tornaram-se mais complexos,
mas foram bem compreendidos com todo o ferramental matematico desenvolvido desde Isaac
Newton, até hoje.

1.2 O modelo de Euler-Bernoulli

Em 1750, Leonhard Euler(1707-1783) e Daniel Bernoulli(1700-1782), orientados por Ja-
cob Bernoulli (1654-1705), apresentaram um modelo de viga com a seguinte formulagdo ma-

tematica:
Apvﬁ(xat> = _EIVXXX)C(xat) _f<x7t) _A[kvt(x7t) + pg]7 (1 1)

onde I € o momento de inércia da area da segao transversal da viga, E € o modulo de Young
da viga, p é a densidade da viga, v(x,#) é uma fungdo associada ao deslocamento lateral da
viga, f(x,t) uma funcdo associada ao deslocamento vertical, g é a aceleragdo da gravidade e k
€ uma constante elastica da viga [ALMEIDA JR. and SANTOS, 2012]. Tal modelo estava regido
pelas seguintes hipoteses fisicas, elaboradas por esses pesquisadores:

i) O formato da viga € um prisma reto, cujo comprimento é muito maior que as outras dimensoes;
ii) A viga é constituida de um material linearmente elastico;

iii) O coeficiente de Poisson (V) é desprezivel;

iv) A secao transversal é simétrica em relacdo ao plano vertical, de forma que a linha neutra
esta contida nele;

v) Planos perpendiculares a linha neutra permanecem planos e perpendiculares depois da
deformacao;

vi) O angulo de rotacao é muito pequeno;

vii) Os efeitos de momento de inércia de rotacao € desprezado;

viii) A energia envolvida no cisalhamento € desprezada;

ix) A viga é constituida de um material homogéneo com densidade p.

11
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1.3 O modelo de Timoshenko

Em 1921, Stephen Timoshenko apresentou o seguinte modelo de vigas:

pA(pll = SX(x7t)7 (1 2)

plwtt:Mx(X,t>—S(X,Z), (13)

onde t denota a variavel tempo e x a distancia ao longo da linha de centro da viga em configuracao
de equlibrio. A fungao ¢ denota o deslocamento vertical da viga em relagéo a linha de centro
e ¥ é uma fungdo relacionada a rotagao da secao transversal da viga. De forma analoga ao
modelo de Euler-Bernoulli, p € a densidade do material da viga, M é o momento fletor da viga,
S é a forca de cisalhamento, A é a area da secao transversal da viga e I € o momento fletor da
area de secao transversal da viga.

As relacdes de tensao-distorcado do comportamento elastico da viga sao dadas por

M(x,1) = EIyy(x.1), (1.4)

S(x7t) :kAG(@X+\|’>(xat)7 (15)

onde E é o mddulo de Young, G é o modulo de cisalhamento e k é o fator de cisalhamento.

Observe que, diferente do modelo de Euler-Bernoulli, 0 modelo de Timoshenko se trata de um
sistema acoplado, em que considera a rotagao e o cisalhamento da viga (isto é, desconsidera
as hipéteses vi, vii e viii do modelo de Euler-Bernoulli).

Timoshenko estabeleceu as seguintes equagdes diferenciais parciais para vibragdes mecanicas
sem a presencga de qualgquer mecanismo dissipativo:

P19y —K(Qx+ V), =0, (1.6)

P2V — bWxx + K(Qx + ) = 0, (1.7)

ondep; =pA, K=KGA,pr=pleb=El

Formalizando o sistema de viga de Timoshenko, temos:

P19y —K(Qx+ W) +v9, =0, em (0,L)x (0,T) (1.8)

12
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P2V — bWy + (9 +W) =0 em (0,L) x (0,7) (1.9)

com condigdes iniciais
0(-,0) = 90,1 (+,0) = 1, ¥(-,0) = Yo, ¥ (+,0) = y1,x € (0,L), (1.10)
e condigOes de contorno do tipo Dirichlet-Newmann
¢0x(0,1) = @x(L,t) = 0,y(0,7) = y(L,t) =0,Vt > 0, (1.11)

onde L é o comprimento da viga e T é o instante de tempo final considerado [ALMEIDA JR. and
SANTOS, 2012]. O termo 'y é um fator de amortecimento que age somente no deslocamento
vertical da viga.

A estabilidade do modelo de Timoshenko (em dominios limitados) tem recebido muita atencao
nos ultimos anos, e um grande numero de resultados relativos a decaimento de energia uniforme
e assintético foram estabelecidos [ALMEIDA JR. and SANTOS, 2012].

Basicamente, trés tipos de mecanismos dissipativos sdo considerados para estes modelo:

i) A dissipacao de atrito, obtida pela introdugdo de um amortecimento por atrito que pode estar
atuando tanto nas extremidades da viga, quanto em uma vizinhanga dessas extremidades;

ii) A dissipagao térmica, que é obtida pela condugao de calor, considerando a lei de Fourier ou
a lei de Cattaneo;

iii) A dissipagao visco-elastica dada pelos efeitos de meméria.

considerando os mecanismos dissipativos citados acima, um questionamento importante sobre
o0 modelo de Timoshenko € o seguinte:

"Qual é a quantidade de termos dissipativos para obter o decaimento exponencial para sistemas
dissipativos indimensionais de Timoshenko?”

Sobre o questionamento anterior, podemos dizer que, em toda literatura para sistemas unidi-
mensionais de Timoshenko, quando a dissipacao € efetiva em ambos, isto €, na equagao de
deslocamento vertical e na equacao de rotagao angular, a conclusao é de que o decaimento
exponencial é obtido independentemente de quaisquer relagées entre coeficientes do sistema
e, portanto, as velocidades de propagacdo de ondas ndo desempenham qualquer papel no
comportamento assintoético do sistema [ALMEIDA JR. and SANTOS, 2012].

Outro fator importante a ser considerado, € a resposta a questao anterior. Nessa diregao, as
velocidades das ondas desempenham um papel importante. A relacao

L (1.12)
X = o1 pz, .

€ um numero importante para saber sobre o comportamento assintético das solugdes para

13
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sistemas Timoshenko fracamente dissipativos [ALMEIDA JR. and SANTOS, 2012].

Para o nosso conhecimento, este comportamento assimptotico foi notado pela primeira vez por
Soufyane [SOUFYANE, ]. Ele provou que o decaimento exponencial para um sistema dissipativo
de Timoshenko com um unico amortecimento localmente distribuido e condi¢gdes de contorno

homogéneas de Dirichlet € verdadeiro se e somente se

X x_ 0 0. (1.13)

:Pl Pzz

1.4 Objetivos do trabalho

O objetivo principal deste trabalho consiste em estudarmos o modelo de Timoshenko e
mostrarmos a energia do modelo, provando que ela satisfaz uma lei de dissipacao caracteristica.
Além disso, mostraremos que o problema possui solugao e além disso ela € unica. Por dltimo
mostraremos que o sistema sofre uma perda de decaimento exponencial, quando ocorre a

diferenca de velocidades mostrada acima.
O trabalho esta organizado da seguinte forma:

1. No Capitulo 2, consideramos o modelo de Timoshenko e mostraremos a energia do mo-
delo usando técnicas multiplicativas.

2. No Capitulo 3, mostraremos o0s espagos em que as fungdes do problema estao contidas
e explicitaremos o dominio do operador do problema usando a teoria de semigrupos de
operadores lineares.

3. No Capitulo 4, provamos a existéncia e unicidade de solugao para o modelo usando a
teoria de semigrupos de operadores lineares.

4. No Capitulo 5, provamos a perda de decaimento exponencial do modelo, usando o teo-
rema de Geahart-Huang-Pruss.

14



Capitulo 2

Energia do modelo de Timoshenko

Neste capitulo consideramos o modelo de Timoshenko com um amortecimento na primeira
equacao. Aqui nosso objetivo € mostra a energia do problema usando técnicas multiplicativas.

2.1 Modelo de Timoshenko com amortecimento na primeira
equacao

Consideremos o sistema de Timoshenko abaixo

P19 —K(Qx+ W)+, =0, em (0,L)x(0,7) (2.1)

P2 — bW+ K(Qx+y) =0 em (0,L) x (0,T) (2.2)
0x(0,1) = @x(L,1) = 0,y(0,1) = y(L,1) =0,Vt > 0, (2.3)

0(+,0) = 00, 9:(+,0) = @1, ¥(-,0) = Wo, ¥ (-,0) = y1,Vx € (0, L), (2.4)

onde vimos que p1,p2,b €K sao constantes positivas e Y > 0 € o coeficiente de amortecimento.
Para encontrarmos a energia do sistema (2.1)—(2.2), provaremos a seguinte proposi¢cao abaixo:

Proposicao 2.1.1 A energia total do sistema (2.1)—(2.2) é dada por

L L b rL x L
EQ)=2 [CloPdct 2 [Cwlacs S [Tl S [CloceyPas @9
0 2 Jo 2 Jo 2 Jo

15
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e satisfaz a lei de dissipacao

d

- _ B > 2.
E@) Y/ |@;[%dx, ¥t >0. (2.6)

Prova: Primeiramente usaremos o método multiplicativo para encontrar a energia. Tal método
consiste em multiplicarmos as equagdes por um termo especifico, afim de encontrarmos uma
expressao que nos mostre detalhes sobre a energia mecanica do sistema. Multiplicando a
equacgao (2.1) por ¢; e integrando por partes em (0,L), temos que:

L L L
P1 /O Oy Prdx — K /0 (Qx+ ) @rdx+7y /0 | ¢; |*dx=0. (2.7)

Pelas condi¢des de contorno, temos que k(¢ + ¥)@,, que varia de 0 a L,é igual a 0. Logo
resulta em

L L L
p1/0 (p,,(p,dx+1</0 @+ Weuds+1 [ | 2 dx=0. (2.8)

Usando a identidade

Ld 2 2.9
O Qr = 2dt’(pt’ (2.9)
m (2.8), temos que:
dpi (* 2 L L 2
GO e Pavik [ oot wieudxty [ o P dr=0. 2.10)
t 2 0 0

De forma analoga, multiplicamos a equagao (2.2) por ; e integramos por partes em (0,L):

L L L
p2/0 \p,,\p,dx—b/o wxxw,dx+1</() (Ox + V) ydx = 0. (2.11)
Usando uma identidade analoga a (2.8) em (2.11), segue que:

dpz

=5 !wt 2 dx+b / VeWidx + / (00 +W)yidx = 0. (2.12)

O termo by, que varia de 0 a L, some da expressdo acima, devido as condi¢des de
contorno. Usando mais uma vez uma identidade semelhante a (2.8) em (2.12), temos:

d
pz/ R +—§/ walzdxﬂ/ (@x+Y)ydx = 0. (2.13)

16
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Somando as expressoes (2.10) e (2.13), segue que:

dp] L 5 L L 5
GO [ e Parrx [ @t wigudr+y [ o P der 214
t2 0 0

dp2 L 2

g ML +——/ v | dx+1</ (9« + W) Widx = 0. (2.15)

Organizando os termos semelhantes, resulta em:

2d L 2 b [t Zd
DO gt B [T 1w Pl [Cw Pt

L L L
K/O ((px—l—lll)(px;dx—l—K/O ((px+w)w,dx+y/o | o |2 dx =0. (2.16)

Note que, na expressao acima:

L

L L
K /0 (Ox +V)Oxdx+x /0 (Ox +VY)yidx =x /0 (Ox + ) (Qx + W1 )dx (2.17)

L

L L
K /0 (Ox +Y)OPxdx+x /0 (O +V)yrdx =x /0 (Ox+ ) (Qx + V) dx. (2.18)

Usando uma identidade semelhante a (2.8) em (2.18), segue que:

L

L
K/O ((px+w)<pxtdx+1</ ((px+w)wrdx———/ | @+ |* dx. (2.19)

Assim, substituindo a igualdade (2.19) em (2.16) e organizando esta expressao temos:

o7 2/ | ¢ |* dx +p2/ R7AREE /walzdx+ /|(px+l|f|2dx] (2.20)

L
y/o | @; |2 dx=0. (2.21)

Definindo a energia da forma

L L b rL x rL
EO=2 [TloPar+ 2 [Tw P+ [Clw Pdc S [Cory P (222
0 2 Jo 2 Jo 2 Jo

temos em (2.16) que:

2 — 2.2
+E +v/|<pt|dx (2.23)

17
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L
CEO=—v[ o =020, (2.24)
0

0 que prova a Proposicao 2.1.1. m

18



Capitulo 3

Espacos e dominio do operador

Neste capitulo iremos mostrar os espacos em que estdo contidas as fungbes do modelo
de Timoshenko, além de mostrarmos o dominio do operador do modelo. Tal atividade requer
ferramentas avancadas de matematica, chamado de semigrupo de operadores lineares [Pazy,
1983].

3.1 Espaco de fase e espaco das funcoes

A energia total do modelo de Timoshenko, dada em (5.16), nos motiva a definirmos o
espaco de fase

H =H}(0,L) x L*(0,L) x H} (0,L) x L*(0,L), (3.1)
baseado no vetor solucao

U= ((pa(ph\IIaWI)T' (32)

Por outro lado, temos que:

i) [| @x + || 2< oo}
i) || W[ 2 < oo,

0 que nos afirma que a norma das fungdes @(sua derivada em x) e y sao limitadas, dentro do
espaco L.

Note que

@ l2=1l (@x +W) =W |2 <[l @x + W llz2 + [ Wllz2 - (3.3)

19
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Observe também que
[ @x [2<ee =@ ll2<c | @x[[2< oo, (3.4)
com ¢ > 0. Com base nos itens i) e ii), podemos obter as seguintes informacdes sobre @:

i) @ € L*(0,L);
i) @, € L?>(0,L).

Devido as condigdes de contorno do tipo Neumann (9,(0,¢) = ¢@.(L,?)), definimos os se-

guintes espagos

L2(0,L) := {f:feLZ(o,L),/oLfdxzo} (3.5)

H!(0,L) :=H'(0,L)nL*(0,L). (3.6)

Note que ¢ € L2(0,L) C L*(0,L).

3.2 Dominio do operador

Consideremos o operador
A:DA)CH—H (3.7)
com
H =H!(0,L) x L*(0,L) x H} (0,L) x L2(0,L). (3.8)
Tomando U = (0, ¢;,w, ;)T € D(A), temos que, na forma matricial:

Oy
xP0) v
AU = prax ™
Y

Note que:

i) ¢ € H!(0,L) C L*(0,L);
L 92

ii) %% — p_Yl(Pf C LZ(O,L);
iii) W, € Hy (0,L) € L*(0,L);

W)~ 80 % (o 4 y) € L2(0,L) € L(0,L).

Entdo podemos considerar o seguinte dominio para o operador A, tomando (3.6) e as
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informagdes acima:
D(A) =H'(0,L)NL2(0,L) x H!(0,L) x H*(0,L) x H}(0,L). (3.10)

Estamos interessados em encontrar mais informacdes sobre os espacos em que estao
contidos as funcbes do problema. Para isso, fagamos as seguintes observacgodes:
a)De i), temos que - (Qx +Y)x — p—YZ(p, € L?. Logo podemos afirmar que a norma

K Y
—(Qx T Y)y — —@ || <0 3.11
I pl(w v) 0, ¥ I (3.11)
| Lo l< . (3.12)
P1
Por outro lado, temos que:
K K Y Y
— (O T VY)x = |—(Ox +V)x — — Q| + —¢;. 3.13
pl(“’ V) [pl(w V) pl(Pz] " (3.13)

Passando a norma em ambos os membros, e usando a desigualdade triangular, segue que

K K Y Y
| —(@x +¥)x [ 2<Il —(@x+W)x— = [l2 + | = |2 - (3.14)
P1 P1 P1 P1
Logo podemos concluir que
K
| a(tpﬁw)x 12 < o, (3.15)
e assim, 2 (s +y)x € L*(0,L).
b) De forma analoga ao item (3.14), temos que;
K K
| —=(@x+ W) [2< || —(@x+W)x [[2< e, (3.16)
P1 P1
com ¢ > 0. Logo,
K
I a(q)x‘f’\l’) [72< oo, (3.17)

e assim, (@« +y) € L*(0,L).
Dai, concluimos que @, +y € L*(0,L),(¢, + W), € L*(0,L), o que leva a relagéo @, +y €
H'(0,L).

. 0% (-
c) De iv), temos que —%% — %((pﬁ—\p) € L2(0,L) C L*(0,L).
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Pelo fato de haver esta inclusdo, podemos afirmar que:

I =5 5, (@ W) 2 e (3.18)
Assim, de forma analoga aos itens (3.15), (3.17) e (3.18), temos que:

b
|| — W ||L2< ©o. (8.19)
P2

Dai concluimos que Wi, Y, e W € L(0,L), o que leva a relagao y € H?(0,L) N H} (0, L).

Portanto o dominio do operador sera

D(A) = {U € #;¢0,y € H*(0,L),y, € Hy, ¢, € H} , ¢, € H; } . (3.20)
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Capitulo 4

Solucao do modelo de Timoshenko

Neste item usaremos a abordagem de semigrupos [Pazy, 1983] para o0 modelo e mostra-
remos a existéncia e unicidade de solucao para o sistema de Timoshenko. Para isso, devemos
proceder da seguinte maneira:

a) Enquadrar o modelo nos conceitos de produto interno e utilizar o Teorema de Lumer-Phillips,
afim de explicitar algumas caracteristicas do problema, e mostrar que o operador A é um gera-
dor infinitesimal de um Cy-semigrupos de contracoes;

b) Ajustar o modelo em uma forma bilinear, afim de utilizar o Teorema de Lax-Milgram, que
provara a existéncia e unicidade da solu¢do para o modelo.

4.1 A é um gerador infinitesimal
Consideremos o operador
A:DA)CH— H. (4.1)
Provaremos que A € um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupos de contragées usando

0 seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 (Lumer-Phillips) Seja o operador A : D(A) C H — H um gerador infinitesi-
mal de Cy-semigrupo S(t) de contragdo sobre H. logo podemos afirmar que:

i) A é dissipativo;

i)0e€p(A).

Prova: Provaremos que A é dissipativo. De fato, dado U € D(A), temos que, seguindo a
lei de dissipacao,

L
(AU, UY g <71 /0 @1 | dx 4.2)
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L

(AU,UY o = — /O [g1 [2dx <0, (4.3)

logo A é dissipativo. Agora mostraremos que 0 € p(A). Dado A € p(A), escrevemos o
seguinte produto:

(M —A)U =F, (4.4)

onde U = (o, 91, Wo,¥1)" e F = (f1, >, f3, f4) é um espaco de fungdes teste, com U € D(A).

Fazendo o produto —AU = F e resolvendo o sistema formado, encontramos as seguintes
igualdades:

—K(Qox + Wo)x = Y1 +P1f2, (4.5)

K(Pox + Yo) — bWoxr = p2fa. (4.6)

As igualdades acima nos motiva a buscarmos outras ferramentas matematicas para enqua-
drar o problema nas condi¢des do teorema de Lax-Milgram, afim de encontrarmos solugao para
o mesmo. E o que veremos a seguir.

4.2 Formulacao variacional do problema

A formulagao variacional do modelo de Timoshenko nos mostra o comportamento das
fungdes @ e v dentro do vetor solugao U, além de ser uma ferramenta especial para encon-
trarmos a solugao do modelo de Timoshenko. Encontraremos agora a formulagao variacional
do problema.

Primeiramente consideremos o espaco
D(0,L) ={veC™(0,L);v(0)=0=v(L).} (4.7)

Multiplicamos a igualdade (4.5) por (p6 € D(0,L) e integramos por partes em (0,L).
L / L /
_K/o (Pox + Wo)Podx :/o (Yf1 +p1f2)@odx. (4.8)

Devido as condigdes de contorno do problema, o termo —(Pox + Wo) @, que varia de 0 a
L, é zero. Assim temos:

L

L
K / (@ox + Wo)Ppdx = / (Y1 + p1f2) 9hdx. (4.9)
0 0
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De forma analoga, multiplicamos a equacao (4.6) por \y{) € D(0,L) e integramos por partes
m (O,L).

L L L
K /0 (Qox + Wo)Wodx — b /O Yorr Vo = P2 /0 faWodx. (4.10)

O termo —b1|10x1|16, que varia de 0 a L, tende a zero pelas condigdes de contorno. Assim,
expressao acima, resulta que:

L L L
K/O (<P0x+\|lo)\l16dx+b/0 YoxWo, = Pz/o faWodx. (4.11)

Somando as expressoes (4.9) e (4.11), temos que:

L L L L L
K /0 (Qox + Wo) (@0, W0 )dx + b /0 WorWo,dx =y /O f19odx+pi /0 f2@odx+p2 /O fawodx.

Agora definimos a forma

L L
a((9o, o), (Powy)) ==K /O (@ox + Vo) (PoxWo)dx + b ; WorWodx. (4.12)

a((o,vo), (¥ov0)) /Yf1+P1fz)(Podx+Pz/ faWodx. (4.13)

Definindo as seguintes expressdes abaixo,

U = (90, Yo), (4.14)
= (90, ¥0): (4.15)
g1:= (Y1 +p1f2) (4.16)
e
82 1= P2f, (4.17)
temos que, na expressao (4.13):
L L
aU.U) = [ a10hdv+p2 [ eavps. (4.18)
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Logo podemos escrever o seguinte produto interno:

a(UvU/) = <(g17g2)7((p6’W6)>L27 (4.19)

com (@, ¥)) € D(0,L) x D(0,L).  Como D(0,L) x D(0,L) D H}(0,L) x H}(0,L), pode-

mos escrever a seguinte formulagao variacional
a(U,U")=(G,U"), (4.20)

comU' € H}(0,L) e G := (g1,82).

4.3 Existéncia e unicidade de solucao

Note que chegamos a um resultado semelhante a uma forma bilinear. Iremos verificar se
essa hipotese é verdadeira. Primeiramente iremos Mas para isso, usaremos o seguinte teorema
para provarmos que existe uma unica solugao para o sistema.

Teorema 4.3.1 (Lax-Milgram) Sejaa(-,-) uma forma bilinear, continua e coerciva sobre o espago
de Hilbert H e G uma forma linear continua em #{. Entdo o problema variacional a(U,U") =
(G,U"),YU' € #, possui uma tnica solugao.

Prova: Primeiramente provaremos que a(-,-) € uma forma bilinear. De fato, tomando
U= (Uy,Uy) eU = (Vo,V1) e o € R, temos que provar que:

alU+oV,U') =a(U,U") +aa(V,U), (4.21)
e escrever a forma
a((Up+aVo, Uy +0aVy), (0p, Wp))- (4.22)
Note que, tomando (4.22) na expressao (4.18), temos que:
L L
a(U+av,U') = b /O (Une + 0V Whdx+ K /O (Uos + @Wor + Ut + 0V ) (@l -+ 1 ) dx.(4.23)

L L
a(U+aV,U')=b /0 UreWodx +x /O (Uox + U1 ) (@0, + Wo)dx-+

L L
ob /O VixWodx + ok /0 (Vox + V1) (9p, + W )dx. (4.24)
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Assim, podemos escrever a forma
a(U+aV,U') =a(U,U")+aa(V,U"), (4.25)
0 que prova a propriedade (4.21). Além disso, a(-,-) é simétrica, pois:
a(U,U")=a(U',U), (4.26)

logo a(-,-) é bilinear.

Agora provaremos que a(-,-) é continua. De fato, tomando a forma a(U,U’) em (5.56),
temos que:

L L
a(U.U) = b [ orkipdx+xc [ (o y0) @b+ W ). (4.27)

Aplicando o médulo em (4.27), temos a seguinte expressao, em termos de norma:

[ a(U,U") |< bllwoxll - [Woxllz2 + Kll@ox + Woll 2. [[ (90, + Wo) 22 (4.28)

1 1 1 1
[a(U,U") |< b2 |[Woxl| 262 [[Woullz2 + K2 | 9ox + Woll2 K2 [ (90, + Wo) Iz (4.29)

1 1 1 1
[a(U,U") |< (bl1osll72) 2 - (Bl Woull72) 2 + Kl @ox + Woll2) 2 (00, + W0l 12)2  (4.30)

N | =

1
[ a(U.U") 1< (bllworl 22+l o+ wol22) 2. (5wl 22+l by + W l3)2. (43
Definimos a norma || - || por
IU1IZ == blwoxlI7> + <l 9ox + WolI 72 (4.32)

onde U = (o, Yo)-
Substituindo (4.32) em (4.31), temos:

|a(U,U) |< U IU |- (4.33)
Usando a equivaléncia de normas

kiUl < U le < k2 |U"]| g1, (4.34)
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temos:

| a(U,U") |< ke ||U | Ko 1U” | s

[a(U,U") [< U] 1T

onde ¢ = ky.k5.

Portanto af(-,-) é continua.

Agora mostraremos que a(+, ) é coerciva. De fato, tomando U = U’, temos:

L L
a(U,U’):b/O |1|10x|2dx+1</0 | @ox -+ o |2 dx.
a(U,U") = ||U|} > KU |%,

a(U,U') > k3 |U|3.

Portanto a(-,-) é coerciva.

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Logo, pelo Teorema de Lax-Milgram, garantimos a existéncia e unicidade de solugao para

o sistema, e consequentemente, para 0 modelo de Timoshenko. Com isso, provamos também

o Teorema de Lumer-Phillips. =
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Capitulo 5

Perda de decaimento

Este capitulo é dedicado a prova do Teorema de Geahart-Huang-Pruss, que nos mostra a
perda de decaimento para o modelo de Timoshenko.

Mostraremos que o modelo de Timoshenko sofre uma perda de decaimento, quando ocorre

arelagao
*_ b (5.1)
P11 P2
K b
— F — 5.2
P1 7 P2 (5.2)
Kp2 # bpy (5.3)
Kp2 —bpy # 0, (5.4)

isto €, quando as velocidades de propagacao de ondas que agem no sistema forem distintas,
conforme foi observado por SOUFYANE, . Para encontrarmos esse resultado, teremos que
provar o seguinte teorema:

Teorema 5.0.1 (Geahart-Huang-Pruss) Seja S(t) = eA' um Cy-semigrupo de contracdo sobre
0 espago de Hilbert #{. Entdo S(t) é exponencialmente estavel se, e somente se,

i) iR C p(A);

ii) limsup||i7\.I—A||Z(lg{) < oo,

Prova: Usaremos a forma contrapositiva do teorema de Geahart-Huang-Pruss. De fato,
se

i) iR Z p(A);
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i) limsup HiM—A||Z(1H) > oo, isso implica que S(7) = ¢’ ndo sera exponencialmente estavel.

Provaremos i). Se iR ¢ p(A), entdo iR C 6(A). Primeiramente, consideremos a forma de
Cauchy

O problema de auto valor associado a forma de Cauchy é dado por
AU = LU ALeK=C,neN, (5.7)

onde A€ o autovalor e U # 0 é o autovetor.

O conjunto 6(A) dado por
6(A)={A, € C; (M —A)U =0}, (5.8)
€ denotado conjunto espectro de A. Por outro lado, o conjunto
p(A) ={h € C;(Ml —A)U #0=F}, (5.9)

€ denotado conjunto resolvente de A.

Supondo que iR C p(A), temos que no problema de autovalor,
(il —A)U = F. (5.10)

Multiplicando (5.10) com (Al —A)~!, temos que:

(iMI—AU  F 511
(M —A) (A —A) (511)

U= (iAd—A)F. (5.12)
Como U = ((POa(Pla‘l’Oﬂlfl) € D(A> CHeF= (f17f27f37f4) - ﬂ-[, podemos afirmar que

FeH = |F|, <o, (5.13)

U g7 < 00 = (| (ihnd = A) M| 31y < oo (5.14)
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Aplicando o produto iA,I ao problema de Cauchy e colocando na forma de sistema, temos

que:
M@0 — Q1 = fi (5.15)
K , Y K
——Qoxx + 7\," + = - —VYO0x — 5.16
pl(Po ] pl(Pl plllfo 2 (5.16)
iMVYo — Y1 = f3 (5.17)
K b K )
—®ox — —Woxx + —VWYo ‘f‘l}bn\lll = f4- (5.18)
P2 P2 P2

Tomando f; = f3 = 0 e substituindo no sistema acima, temos que:

K
——(tpox+\Vo)x—7»,%<po+ixnlcpo = f2 (5.19)
P1 P1
K b )
— (Qox +Wo) — —Woxx — A, Wo = fa. (5.20)
P2 P2

Observando as condigdes de contorno e o dominio do operador D(A) C #, escolhemos
duas fungdes @o(x) e Yo(x) da forma

@o(x) = Acos(n—zx) (5.21)
e
Wo(x) = Bsm(”%x). (5.22)
Substituindo essas funcdes e suas derivadas na expressao (5.19), e fazendo os calculos
temos:
A[%(%)—kﬁ+ikn%]—£8(%) ~1. (5.23)

De forma analoga, substituimos as fungdes e suas derivadas na expressao (5.20). Fazendo
os calculos temos o seguinte resultado:

B£_|_£ E)Z_}LZ

]_E nm
p2 p2 L "

> (7)=1 (5.24)
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Definindo (A,),cn da forma

b nm

M= /=o(T), W €N,

P2

e substituindo na expressao (5.23) e (5.24), encontramos 0s seguintes resultados:

ni
p2(p1 + fpz)
nT nT

LPT

b
bp1 +iy\/—p2)
P2

T T b
p2(kp1 + %sz - nfbpl ity -p2)
B= P2

nm ) b
K(—fbpl +lY\/592)

Aplicando o limite em (5.26) e (5.27) com n — oo, temos que:

A=0
p— P20 KP2
K p1b

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

Note na expressao (5.29) temos a relagao de velocidades, conforme foi observado por
[SOUFYANE, ] e evidenciado em (5.4). Considerando B # 0 e a norma do vetor solugédo da

forma
2 L /2
U= p2 [ 1 .
podemos considerar a seguinte igualdade:
L L nmx
pg/ W, 12 dx = pz/ | AuBsin("™™) 2 dx.
0 0 L
Aplicando o limite em (5.30) e (5.31) com n — o e considerando

K b
= — — — #£0,
X 5 pz#
temos que:

lim [|Un| 52 > Tim pa| [y, 172 = e,
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0 que implica em
[Unll3r — oo (5.34)

Logo temos um exemplo que prova o item ii) da contra-positiva do Teorema de Geahart-
Pruss, o que mostra que S(¢) ndo é exponencialmente estavel, desde que

K b
= ———#£0, 5.35
X o1 o # (5.35)

isto &, Kpo —bp; #0. m
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho estudamos algumas propriedades quantitativas e qualitativas do modelo de
vigas de Timoshenko. Os principais resultados obtidos neste trabalho sao: a energia total,
a existéncia e unicidade de solugdo para 0 mesmo e a perda de decaimento exponencial do
sistema, mediante algumas condi¢des a serem observadas. A energia foi encontrada utilizando
o método multiplicativo, a busca pela solugao do problema foi realizada pelos conceitos de
semigrupos de operadores lineares e a perda de decaimento sé foi esclarecida mediante a
prova do Teorema de Geahart-Pruss e a analise feita por [SOUFYANE, ] sobre as velocidades
de propagacao de ondas que age no sistema . O proximo passo seria encontrar a estabilidade
do modelo e provar o decaimento polinomial para o mesmo, além de utilizar os conceitos vistos

aqui para estudarmos outros sistemas.
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