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RESUMO

Um dos problemas fundamentais da fisica é a ondulatéria, a qual envolve equages
diferenciais parciais. Dentre os métodos empregados na solucdo da equacdo da onda
unidimensional, destacam-se 0os métodos de separacdo de variaveis e diferencas finitas. Para
iSso, realizou-se uma descrig¢do dos conceitos fundamentais sobre ondas com énfase em ondas
mecanicas. Para a equagdo da onda unidimensional foram feitas trés demonstragdes distintas
para sua obtencdo, a qual se trata de uma equacao diferencial de segunda ordem dependente
de uma variavel temporal e uma espacial. Através dos métodos de separacdo de variaveis e
diferengas finitas, encontrou-se suas solu¢Bes analiticas e humeéricas, respectivamente. Foram
feitas as comparacGes entre elas em dois problemas, e apresentou-se um problema para a
analise de estabilidade do método numérico. Verificou-se pelos graficos um ajuste satisfatorio
entre as solucBes analitica e numérica, tornando uma alternativa a utilizacdo do método
numeérico, em especial para resolver problemas que ndo exista solucdo exata pelo método

analitico.

Palavras-chave: Equacdo da onda. Método de separacdo de variaveis. Método de diferencas

finitas.



ABSTRACT

One of the fundamental problems of physics is the wave, which involves partial differential
equations. Among the methods used in the solution of the one-dimensional wave equation, the
methods of separating variables and finite differences stand out. For this, a description of the
fundamental concepts about waves with emphasis in mechanical waves was realized. For the
one-dimensional wave equation, three distinct demonstrations were made to obtain it, which
is a second-order differential equation dependent on a temporal and a spatial variable.
Through the methods of separating variables and finite differences, we found their analytical
and numerical solutions, respectively. Comparisons were made between them in two
problems, and a problem was presented for the stability analysis of the numerical method. The
graphs showed a satisfactory fit between the analytical and numerical solutions, making an
alternative the use of the numerical method, especially to solve problems that do not exist

exact solution by the analytical method.

Keywords: Wave Equation. Method of Separation of Variables. Finite Difference Method.
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INTRODUCAO

O estudo da ondulatéria compreende uma das areas fundamentais da fisica. Essa
importancia se deve pelo fato de praticamente qualquer situacdo apresenta algum fenémeno
ondulatdrio, por exemplo, um mdsico ao fazer seus acordes em um violdo, ele esta causando
perturbacdes nas cordas, criando assim, ondulagdes que se propagam ao longo da corda e 0s

sons emitidos pelo instrumento s@o ondas sonoras que sdo percebidas pelo musico.

Problemas que envolve pulsos de onda em um meio podem ser representadas
matematicamente por equacdes diferenciais parciais. Essas equagdes sdo conhecidas como
equacOes da onda, a qual determina a taxa de variacdo propagacdo em relacdo a posicao e do

tempo dos elementos da onda.

As equactes diferenciais parciais (EDP) sdo de grande importancia no campo das
ciéncias exatas, pois atraves dessas expressdes podemos determinar o comportamento de
diversos problemas. Porém, nem todas as equacdes diferenciais sdo simples de resolver,
podendo tornar-se complexa sua resolucdo ou até mesmo as quais ndo se consegue obter as

solucdes exatas pelos métodos analiticos existentes.

Por este motivo, com 0 avango computacional e 0 aumento na necessidade de se obter
solucBes de problemas cada vez mais sofisticados de equacgdes diferenciais, surgiram também
0s métodos numéricos para tentar sanar essas questdes. Sendo assim, a base desse método, 0
processo de discretizacdo, que reduz o problema continuo (nimero infinitos de pontos), em
um namero finito de variaveis, podendo assim ser resolvido computacionalmente. Apesar do
método numérico ser uma aproximacao é possivel utiliza-los sem problema dentro da margem

de estabilidade do método.

Dessa forma, este trabalho tem como objetivo geral o estudo da equagdo da onda
unidimensional, de forma a analisar o seu comportamento no decorrer do tempo, e fazer uma
comparacdo entre os metodos da solucéo analitica e numérica. E os objetivos especificos sdo
mostrar as deducbes da equacdo da onda unidimensional por métodos diferentes e se
aprofundar na sua solucdo analitica pelo método de separacao de variaveis, deduzir a equacao
da onda numericamente pelo método de diferengas finitas e comprovar que esse método é

eficaz em comparacéo a solucdo exata.
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Portanto, para alcancar os objetivos propostos, este trabalho é divido em quatro
capitulos. No capitulo 1 serdo abordados os conceitos de fendmenos ondulatérios e os
métodos de obtencdo da equacéo da onda. O capitulo 2, tem como finalidade obter a solucéo
analitica do problema ondulatorio através do método de separagédo de variaveis. No capitulo 3,
utilizar o método de diferengas finitas, para obter a solu¢cdo numérica, e para que a método
numerico seja valido calculou-se o parametro de estabilidade, no qual a solugdo numérica
deve obedecer para que o erro da aproximacgdo ndo seja excessivamente alto. O capitulo 4,
finaliza com a comparacdo entre o método analitico e numérico em dois problemas,
analisando os resultados graficamente, e para andlise de estabilidade um problema
obedecendo os critérios de estabilidade e outro excedendo este parametro, analisando assim

Seu comportamento para ambos 0s casos.
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CAPITULO 1 - TIPOS DE ONDAS E MODOS DE DEDUCAO DA EQUACAO

O conceito de ondas é dos principais fundamentos da fisica, sendo esse assunto
amplamente estudado pelos pesquisadores devido sua importancia para o entendimento das
leis da fisica, onde até mesmo Einstein ja estudava sobre ondas gravitacionais, dessa forma,
sucedendo que em 2017 os pesquisadores Rainer Weiss, Barry Barish e Kip Thorne
receberam o prémio Nobel de fisica pela deteccédo das ondas gravitacionais abrindo assim uma
nova janela para o entendimento do universo. Nesse capitulo sera abordado de forma
conceitual os principais tipos de ondas, classificando de acordo com suas caracteristicas, bem
como o0 préprio conceito de onda e serd desenvolvida uma representagdo matematica para
deducdo da equacdo da onda unidimensional por trés métodos. Por analise de ondas
progressivas sera desenvolvido a funcdo de onda progressiva, utilizada para a deducdo da
equacdo da onda. Outra deducdo sera pelas Lei de Newton partindo de uma perturba¢do numa
corda. E outra forma usada foi através da onda senoidal. E também mostrado nesse capitulo
uma deducdo fisica e matematica da velocidade da onda, visto que a velocidade faz parte da

equacdo da onda, sendo gue ela pode ser diferente dependo do meio que a onda se propaga.
1.1 Movimento ondulatério e classificagdo das ondas

O estudo dos fenbmenos ondulatorios, tanto das ondas mecénicas quanto das ondas
eletromagnética, é um dos conceitos fundamentais da fisica e um dos que mais se desenvolveu
no ultimo século, devido esta diretamente ligado ao cotidiano e suas diversas aplicacdes

tecnoldgicas.

Na experiéncia cotidiana, um dos fendmenos mais perceptivos sdo as ondas
produzidas na superficie da agua, por exemplo, pode se observar pequenas ondulacdes radias
produzidas por uma goteira em cima de uma piscina, outro exemplo, sdo as ondas sonoras
produzidas em uma corda como as de um violdo, na qual uma perturbacdo provocada pelas

mé&os do musico faz com que a corda entre em vibracéo produzindo os sons musicais.

No mundo moderno, o estudo de ondas eletromagnéticas proporcionou um grande
avanco tecnoldgico. Ondas de rédio e redes Wi-fi utilizam ambos as ondas eletromagnéticas
para fins de emprega-las nas telecomunicacfes. Na industria médica aparelhos de raio-X, por
exemplo, permitem que os profissionais obtenham imagem mais precisas de fraturas nos
pacientes. Ha outros exemplos de ondas, como ondas sismicas e ondas gravitacionais, as quis

sdo mais complexas e também ndo serdo abordas neste trabalho.
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Para Nussenzveig (2002, p. 98) “uma onda ¢é qualquer sinal que se transmite de um
ponto a outro de um meio, com velocidade definida, sem que haja transporte de matéria”. A
maioria das ondas podem ser categorizadas de duas formas segundo sua natureza. As ondas
mecanicas Sdo as que necessitam de um meio para se propagar, a ondulacdo na agua
produzida por uma pedra arremessada na superficie de um logo e uma onda sonora, para a
qual o ar é o meio de propagacdo, sdo exemplos de ondas mecanicas. As ondas
eletromagnéticas sdo uma classe especial de onda que ndo ha necessidade de um meio para se
propagar; as ondas luminosas, de radio e TV sdo exemplos familiares (NUSSENZVEIG,
2002; SERWAY e JEWETT, 2004).

Uma onda mecénica ocorre devido uma perturbacdo em um meio. Por exemplo,
guando uma corda sob tensdo é tocada, o pulso produzido se propagara ao longo do
comprimento da corda como uma onda. A perturbacdo nesse caso € a alteracdo na forma da
corda, a partir de sua forma de equilibrio, produzindo assim a onda. A propagacdo é
consequéncia da interagéo entre cada segmento do fio e 0os segmentos adjacentes.

Devido as mudancas na configuracdo da onda, elas podem ser classificadas de acordo
com sua forma. Tomando exemplo do fio, a medida que o pulso se propaga através do meio
como mostra a Figura 1, seus segmentos oscilam para e cima e para baixo, os seja, se movem
na direcdo y, perpendicular a direcdo de propagacdo da onda. Uma onda com esta
propriedade, em que 0 movimento do meio em uma corda, por exemplo, é perpendicular a
direcdo de propagacdo, sdo chamadas ondas transversais ou cisalhantes. Outro exemplo
importante de ondas transversais sao as ondas eletromagnéticas (TIPLER e MOSCA, 2009;
NUSSENZVEIG, 2002).

Figura 1: Onda transversal produzida em uma corda.

v v
—_— ——m

Particulas do meio
<
Q

Y

Fonte: Young e Freedman, 2003

Comparando essa onda com outro tipo de pulso, um se movendo para frente e outro
para tréas, produzidas por um pistdo movel em um tubo de paredes rigidas com ar em seu
interior como ilustrado na Figura 2. Ao deslocar o pistdo bruscamente para a direita e

posteriormente para a esquerda, uma perturbacdo de deslocamento e variacdo de pressao se
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propagaram ao longo do meio. Neste caso as particulas do meio se propagaram para frente e
para trds ao longo da mesma direcdo de propagacdo da onda, esse movimento € chamado de
onda longitudinal ou compressionais. Ondas sonoras e ondas produzidas em molas com
compressdo e rarefacdo sdo exemplos de ondas longitudinais (HALLIDAY, RESNICK e
WALKER, 2009; YOUNG e FREEDMAN, 2003).

Fonte: Young e Freedman, 2003

As ondas podem ser classificadas de acordo com o grau de liberdade de sua
propagacdo. Ondas unidimensionais sdo as que se propagam em uma unica direcdo, como por
exemplo ondas produzidas em cordas. As ondas bidimensionais sdo as quais se propagam
num plano, como as ondas produzidas na dgua ou em membrana de instrumentos de
percussdo. Ondas tridimensionais se propagam nas trés direcGes, como as ondas sonoras e

luminosas.
1.2 Ondas Progressivas

Considerando uma fonte de vibracdo na extremidade esquerda de uma corda de
comprimento [ e esticada, gerando assim um pulso se deslocando para a direita com
velocidade v como mostra a Figura 3. O pulso se comporta como uma onda transversal, ou
seja, ela se propaga ao longo do eixo x e o deslocamento dos elementos da corda séo para
cima e para baixo, e sdo descritos pelo eixo u (SERWAY e JEWETT, 2004).
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Figura 3: Pulso de onda se deslocando ao longo de uma corda. Em (a) t = 0, o pulso é da forma u = f(x). Em (b)
€ no tempo posterior a zero sendo a forma do pulso a mesma, sua funcéo é dada por u’ = f(x”).

(b) vk x;;-b v
| t>0 /\t W = f(x)
0 x 0’ - o

Fonte: adaptado de Tipler e Mosca, 2009

O perfil da onda na corda num dado momento t € a forma do pulso, qualquer que seja
pode ser representada pela fungdo que descreve o movimento como u(x,t). A Figura 3 (a)
esta representando a forma e a posicdo do pulso no instante t = 0. Entdo, o perfil da onda
pode ser escrito por uma funcdo matematica como u(x,0) = f(x). Essa funcdo descreve a
posicdo vertical u do elemento da corda localizado para cada valor de x no tempo t = 0.
Como a velocidade do pulso é v, entdo ele se deslocou para a direita a uma distancia vt no

tempo, Figura 3 (b), considerando que o pulso se propagou a partir da origem.

Tomando o exemplo como um modelo ideal, no qual a perturbacdo € uma onda
progressiva que desloca para a direita sem alterar de forma com a passar do tempo. Ao adotar
um novo referencial inercial 0'x u' que se desloca com mesma velocidade da onda, entdo o

perfil da onda ndo muda no decorrer do tempo para esse novo referencial, ou seja
u'(x,t) =u'(x',0) = f(x"),

é uma funcdo somente de x’ devido a onda ndo mudar de forma com o passar do tempo. Entdo
a relacdo entre os dois referenciais é dada por uma transformacdo de Galileu, logo, x’ pode ser

escrito como
x'=x+vt,

assim, a funcéo de uma onda progressiva pode ser representada da seguinte forma
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u(x, t) = f(x £ vt), 1)

sendo o pulso deslocando-se para a direita x’ = x- vt, assim

u(x,t) = h(x — vt), 2

seguindo a mesma analise, se 0 pulso se desloca para a esquerda, a posi¢ao de um elemento da

corda é

u(x, t) = glx + vt). (3)

Em uma corda pode ocorrer de ter ondas progressivas propagando-se apenas num
sentido, para a direita ou para esquerda antes de tocar nas bordas, por exemplo. Ao atingir
uma extremidade a onda é refletida, gerando outra onda progressiva em um sentido oposto.
Consequentemente em uma corda finita, ocorrerd de ter simultaneamente ondas progressivas
se propagando nos dois sentidos (esquerda e direita), entdo matematicamente tem-se
(NUSSENZVEIG, 2002)

u(x,t) = h(x —vt) + g(x + vt).

A equacdo (1) é conhecida como funcdo de onda progressiva. A funcdo de onda
u(x, t) representa a coordenada y de qualquer ponto P situado na posi¢cdo x em qualquer
momento t, ou seja, para ondas em corda ela representa o deslocamento transversal da corda.
Para ondas sonoras no ar, a funcao pode ser o deslocamento longitudinal das moléculas no ar.
Estas funcbes de onda séo solugdes de uma equagao diferencial conhecida como equacéo da
onda (TIPLER e MOSCA, 2009).

1.2.1 Deducéo da equacgédo da onda por ondas progressivas

Conhecendo os conceitos de ondas progressivas, pode-se deduzir a equacdo da onda
por meio da funcdo de ondas progressivas. Utilizando o mesmo exemplo de ondas
progressivas em uma corda esticada, Figura 3 (mostrado na secéo 1.2), usa-se (1) generalizada

para demostrar a equacao da onda.

u(x,t) =f(x); x’ =xt vt 4)
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Pode-se utilizar essa expressdo para combinar a equacdo de movimento com a de
propagacdo de onda em qualquer ponto da corda, para isso, calcula-se a aceleragdo num dado
ponto P. Fixando P e derivando em relacdo ao tempo, encontraremos a velocidade vertical v,
e derivando novamente a velocidade em relagcdo ao tempo, o resulto sera a aceleragéo vertical
a,, 0 que leva a tomar derivadas parciais. No caso da corda, por exemplo, o ponto P desloca-
se apenas verticalmente, sendo assim, sua coordenada x permanece constate (SERWAY e
JEWETT, 2004). A velocidade transversal e sua aceleracdo transversal no ponto P e no

instante t séo, consequentemente

) ®)
2
a, = Wu(x, t). (6)

Pela equacdo (1), onde u sO depende de t através da varidvel x" = x — vt (onda
progressiva se deslocando para a direita), de modo que as derivadas se calculam pela regra da
cadeia (TIPLER e MOSCA, 2009)

ou_df ox _ df

ot dx ot Vdx

ax 8 . <
usando a—’i = E(x — vt) = —v. Analogamente, derivando o valor encontrado na equacdo

acima, temos
0%u il (df)_ d (df)@x’
T TAV T T v T
=—v
ou seja,
02u d2f
Z 22t 7
otz " dx? "

ox @
por outro lado, como % = (x —vt) = 1, temos

ou _df ox' _ df

0x  dx ox  dx”
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0°u  d’f ax" _ d*f

o~ dx7ox T dx? ©
Comparando as equagdes (7) e (8), vemos que u(x, t) satisfaz a equacao
que pode ser escrita na forma
0*u 1 0%u

0x? v? otz
A equacdo (9) que se chama equacdo de ondas unidimensional é uma das equacgdes
fundamentais e fisica. Encontra-se 0 mesmo resultado se utilizar a equacao (3), uma onda

progressiva que se desloca para a esquerda (NUSSENZVEIG, 2002).

E importante salientar que a equacdo (9) modela um vasto nimero de outros
problemas ondulatérios, além das ondas transversais que se propaga em uma corda eléstica.
Logo, basta interpretar a funcdo u e a constante v adequadamente para se ter problemas de
ondas do mar, ondas acusticas, ou eletromagnéticas, ou ondas elasticas que se propaga em um
corpo sélido. Dependendo das dimensdes espaciais do problema a equacdo de onda pode ser
generalizada para mais de uma dimensdo (BOYCE e DIPRIMA, 2010). A equacéo de onda

para duas dimensdes é

0%u ,(0%u 0%u
F =7V W—i_a_yz . (10)

Esta equacdo se adequaria por exemplo se para problemas envolvendo 0 movimento
de uma superficie fina elastica, como a membrana de instrumento de percussao.

Analogamente, em trés dimensdes a equagdo de onda é

0%u 0°u 0*u 0%*u
2 (11)

a2 -V etz T 2)
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Em afinidade com as equacgdes em duas e trés dimensdes, as condigdes de contorno e
iniciais também tem que ser generalizadas de maneira adequada (BOYCE e DIPRIMA,
2010).

1.3 Deducéo da equacéo da onda usando as Leis de Newton

Para deduzir a equacdo da onda usando as leis de Newton, vamos usar uma anélise

mecanica de um pulso deslocando-se por uma corda esticada com tenséo T. Considerando que
esse pulso estd se movendo para a direita com velocidade constante v, a partir de um
referencial inercial estacionario, como a terra por exemplo, como mostra a Figura 4 (a).
Porém, como as leis de Newton séo validas apenas para referenciais inerciais, deve se tomar
um observador com referencial que se mova com a mesma velocidade do pulso de forma que
para este referencial o pulso esteja em repouso, como na Figura 4 (b). Nesse sistema de
referencial para observador o pulso estara fixo e os elementos de corda que se moveram para
a esquerda através da forma do pulso (SERWAY e JEWETT, 2004).

Figura 4: Onda em uma corda, (a) onda em uma corda de comprimento I, (b) seguimento da corda.

!

) u(x, l) b)

" As)|

gl

Il |
1 I

0] x x+Ax . L ¥

SR—

>
—
-+
Er
>

Fonte: Saiji, 2006

Aplica-se a segunda lei de Newton em um pequeno elemento da corda, de
comprimento 4s, para deduzir uma equacao diferencial conhecida como equacdo da onda,
que relaciona as derivadas parciais de u(x, t) com suas derivadas temporais. A Figura 4 (b)
mostra um pequeno segmento da corda, onde forma dois angulos 6; e 6,. Sendo, 4s 0
comprimento do segmento da corda, considerando sua massa como m = uAs, onde 4 é a
massa por comprimento unitario da corda supondo que a corda é homogénea (TIPLER e
MOSCA, 2009; SERWAY e JAWETT, 2004).
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Para deslocamento vertical, a forca é horizontal resultante é zero e tracéo € uniforme e

constante, isto é
z T, =T,cosf8, — T;cosf, = 0, (12)

pela série de Taylor vemos que para angulos muito pequenos pode-se aproximar cosf = 1,

entédo

ZTx:TZ_leo,

assim

Analisando o segmento se movendo verticalmente a forca resultante nesta direcdo sera
z Ty =Tsen6B, — Tsenb,, (13)

e pela série de Taylor tem-se que para angulos pequenos senf =~ tgé

Z T, =T(senf, — senf;) = T(tgl, — tgb,).

A inclinacdo da linha tangente da corda é o proprio angulo formado pela corda com a
horizontal. Sendo a inclinagdo S a primeira derivada de u(x,t) em relacdo a x, para t
constante. Nesse caso, tratasse de uma derivada parcial visto que a fungéo u(x, t), depende de
duas varidveis quando € aplicada a derivacdo em relacdo a uma delas com a outra variavel
sendo mantida constante. A derivada parcial de u em a x é dada da seguinte forma ou/dx
(TIPLER e MOSCA, 2009). Assim

logo,

Z T, =T(S, — ;) = TAS,
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onde S; e Sz sdo as inclinagdes das duas extremidades do segmento da corda e AS a variagéo

da inclinacdo. Sabendo que

F=m.aq, (14)
sendo m = uAx e a = d%u/0t?, assim
TAS = ulx {;ZTZ, (15)
tomando F = T,,, temos
AS 0%u
- ham (10

no limite de Ax tendendo a zero, tem-se

. AS 9S 0 0u 0%u
Mo0Ax  9x  Oxox  0x2

entdo, no limite de 4x — 0, a equacdo (16) se torna

0°u Tod*u 17

A equacdo (17) é a equacdo da onda unidimensional deduzida pelas leis de Newton.
Onde v? = T /u ¢ a rapidez da onda em uma corda.

1.4 Deducéo da equacdo de onda senoidal

Outra forma de demostrar a equacdo de onda é atraves do movimento harmdénico
simples, onde cada elemento da corda vibra com a mesma frequéncia (SERWAY e JEWETT,

2004). Pode-se verificar que a equagdo da onda é satisfeita pela fungdo de onda senoidal

u(x,t) = Asen(kx — wt). (18)
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A equacdo (18) representa uma onda se deslocando para a direita, sendo a velocidade
da onda senoidal v = %, k o nimero de onda angular ¢ ® a frequéncia angular. Podemos

- . N LTI .
calcular explicitamente pelas derivadas parciais a—;; e a_tl; devido u(x, t) depender tanto de x

como de t, como feito na se¢do 1.2.1, porém com u = Asen(kx — wt)

0
v, = s [Asen(kx — wt)] = —wAcos(kx — wt), (19)
aZ
@y =53 [—wAcos(kx — wt)] = —w?Asen(kx — wt). (20)

Derivando a funcdo de onda em relacdo a posicdo em um instante fixo, similarmente

a0 Processo anterior

0 d
—_ - - = — — 21
o u(x,t) o [Asen(kx — wt)] kAcos(kx — wt), (21)
2 2
—u(x,t) = — [~kAcos(kx — wt)] = —k?Asen(kx — wt), (22)
0x? 0x?

comparando as equacdes (20) e (22), tem-se

1 9%u 1 0%u

_ Lot _ 1ot (23)
w? 0t? k2 0x?

2 2 Q2
d°u _w’ d°u (24)
ot?  k? 0x?
A equacdo (24) tambem é conhecida como equacdo de onda linear, que comparando
com a equagdo (9) obtém-se v = k/w, conforme ja comentado. Ao analisar uma situagao
qualquer e ao encontrar esse tipo de relagdo entre as derivadas parciais, portanto nesse caso

estd ocorrendo um movimento ondulatério (SERWAY e JEWETT, 2004)

1.5 Velocidade das ondas

Nas expressdes acima, v € a rapidez de propagacao da onda em relacdo ao meio, logo,

sua rapidez dependera do meio, mas independera da fonte geradora de onda. Por exemplo, a



23

velocidade da luz de um farol de um carro depende apenas de propriedades do ar, e ndo da
velocidade do carro (TIPLER e MOSCA, 2009).

Tomando o exemplo de uma onda se propagando em uma corda de massa m por
unidade de comprimento Al, na qual chamamos a razdo da massa pelo comprimento de massa

especifica linear | da corda, e sua equacdo € dada por u = m/Al. Para que a onda se

propague na corda ela precisara estar esticada por uma forca de tensdo T o que significa que
ela foi alongada e mantida assim por forcas aplicadas nas suas extremidades, sendo a tensao

da corda 0 mdédulo comum das duas forgas.

Considerando um unico pulso simétrico, com a onda se movendo-se da esquerda para
a direita com velocidade v, por conveniéncia adotaremos um referencial se movendo na
mesma direcdo e sentido do pulso com velocidade constate, desse modo o pulso permanece
estacionario. Nesse sistema de referéncia em movimento inercial, os elementos da corda se
moveram da direita para a esquerda com velocidade v (HALLIDAY, RESNICK e WALKER,
2009; SERWAY e JAWETT, 2004). Usando um pequeno segmento da corda de comprimento

Al formarad um arco aproximado de um circulo de raio R, como mostra na Figura 5

Figura 5: Pulso de onda a partir de um referencial que se move com a mesma velocidade e sentido do pulso,
dando a impressdo que os elementos da corda se movem no sentido contrario ao observador.

— v
7'
(a) A
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JA— WA
i o\ |
| /\‘ | \
|7 N |
| T \\ |
) R : ,r FIJ

Fonte: Serway, 2004
Enquanto os elementos da corda se deslocam através do arco, essa particula estara em

movimento circular uniforme, entdo esse elemento apresentara uma aceleragdo centripeta de
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v2 /R, considerando que esse elemento tenha comprimento Al, onde esta sujeito a forca de
tensdo T cujo o modulo é a tensdo da corda. A forga T atua tangencialmente nesse elemento

nas duas extremidades do arco, como mostra a Figura 5. O modulo da forca de tenséo Téa
mesma em ambos os lados, entdo as componentes horizontais da forca cancelam, e as
componentes verticais se somam resultando em uma forca restauradora radial F
(HALLIDAY, RESNICK e WALKER, 2009; SERWAY e JAWETT, 2004). Em modulo,

tem-se

F = 2Tsenf ~ T(28), (25)

foi utilizado a aproximacéo de pequenos angulos, ou seja, sen por 6. Com base na Figura 5
(b) o segmento da corda poder ser descrita como Al = R(26). Convém usar a segunda lei de

Newton combinando os termos conhecidos ate aqui, temos assim

Alv?
F=m.a=liRv, (26)
R(20)v?
T(20) = %, (27)

entdo, explicitando a velocidade v, obtém-se

v = F (28)
U

A equacdo mostra que a velocidade da onda € diretamente proporcional forca de
tracdo, ou seja, quanto mais esticada a corda estiver, mais rapido a onda se propagara. Sendo
também a velocidade da onda inversamente proporcional a massa especifica da corda, logo, as
ondas se propagam com velocidade maior em uma corda leve do que em uma corda muito

densa, quando submetidas @ mesma forca de traco.

Neste exemplo se restringiu ao calculo da velocidade da onda em uma corda,
entretanto, a velocidade pode ser dada de outras formas, dependendo do meio de propagacéo,

na Tabela 1 serd mostrado outras expressdes da velocidade da onda para outros meios.
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Tabela 1: Velocidade da onda para casos distintos.

Expressoes para velocidade de onde em meios diferentes

Ondas em corda v= T
w
. w
Onda senoidal v=o
i B
Ondas sonoras em um fluido v= \/:
p
Ondas sonoras em um gas v = YRT
M

Fonte: Adaptado de Tipler e Mosca, 2009
Portando, pode-se dizer que mantidas as caracteristicas fisicas de um dado meio a

velocidade de propagacdo da onda é constante (TORRES, FERRARO, et al., 2013). Outro
fator que pode influenciar a velocidade da onda é a frequéncia com que a onda realiza 0s
ciclos em determinado tempo. Se uma corda € perturbada de em um movimento periddico,
realizando assim um movimento harménico simples (TIPLER e MOSCA, 2009). E sua
velocidade pode ser calculada por

Essa relacdo é conhecida como equacdo fundamental das ondas, em que 1 é o
comprimento de onda é f é a frequéncia e T, é o periodo da onda, 0 mesmo pode ser
entendido como o inverso da frequéncia, ou seja, o periodo T, = 1/f é 0 tempo necessario

para a onda realizar um ciclo completo.



26

CAPITULO 2 - SOLUCAO ANALITICA

S8o muitos os problemas de suma importancia da fisica onde existe duas ou mais
varidveis independentes, como a equacdo da onda que envolve uma variavel espacial e uma
variavel temporal, tornando assim o modelo matematico correspondente a essa equagdo uma
EDP. Este capitulo trata da solucdo analitica da equacdo da onda através de um método
importante na resolucdo de problemas envolvendo equacfes diferenciais parciais, conhecido
como método de separacdo de variaveis. Sua caracteristica principal é a substituicdo da
equacdo diferencial parcial por um conjunto de equacOes diferenciais ordinarias, que tém de
ser resolvidas sujeitas a condi¢des de iniciais ou de contorno. Neste capitulo sera abordado o
problema da corda com extremidades fixas e serd utilizado o método de separacdo de

variaveis e 0 método de Fourier para resolver uma série de senos.

2.1 Solucdo analitica da equacgdo da onda pelo método de separacéo de variaveis

Segundo Boyce e Diprima (2010, p. 486) “uma das equac@es diferencias parciais que
ocorrem com frequéncia na fisica e em matematica aplicada € a equacdo da onda”. A equacéo
de onda, aparece praticamente em qualquer analise matematica de fenémenos envolvendo a
propagacgdo de onda em meio continuo, por exemplo, em estudos de ondas acusticas, ondas de
agua, ondas eletromagnéticas e ondas sismicas, sendo estas baseadas todas na equacgdo de

onda.

Tomando o exemplo de cordas vibrantes de comprimento £, supondo que ela sofra uma
perturbacdo, de modo a vibrar verticalmente denotando assim uma funcao u(x, t) onde essa
satisfara a equacdo diferencial parcial

0%u 0%u
——=v’——;0<x<[t>0. (29)

Para descrever matematicamente o que acontece com a corda é necessario especificar

condigdes inicias e de contorno adequadas para o deslocamento u(x, t). Supbe-se uma corda

com suas extremidades fixas, como em uma corda de violdo, por exemplo, assim suas

condig@es de contorno séo

u(0,t) =0,u(l,t) =0; t > 0.
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Como a equacdo da onda é uma equacdo diferencial de segunda ordem em relacéo ao
tempo t, entdo é necessario usar duas condi¢Oes iniciais. Sendo uma delas em relagdo a

posicao inicial da corda,
u(x,0) =f(x); 0<x <l
e uma para sua velocidade inicial,

du(x,0)

5t =gx);0<x<l

onde f e g sdo fungdes dadas para que as equacOes das condigOes de iniciais sejam

consistentes e para extremidades fixas temos

fO=fDO=0g0)=g1)=0

O problema entdo e definir uma solucdo particular (ndo identicamente nula) da
equacdo da onda que satisfaca também as condicGes de contorno e as condicGes iniciais.
Entdo este € um problema de valor inicial na variavel temporal t e um problema de valores de
contorno na variével espacial x (BOYCE e DIPRIMA, 2010). Para solucionar este problema o
método de separacdo de varidveis sob uma forma de produto de duas fungdes u, (x) e u,(t)
na qual a primeira depende somente da varidvel espacial e a segunda exclusivamente da
variavel temporal (PISKUNOQV, 1997).

Esse método consiste, inicialmente, em usar separacdo de variaveis para determinar
uma funcdo real u(x, t) ndo nula, definida em 0 < x < [ parat > 0, que satisfaca a equacao
(29). Utilizando o método de Fourier para determinar funcbes que satisfacam a equacdo da
onda e as condi¢des de contorno (FIGUEIREDO, 2009).

Levando em conta que u(x, t) pode ser escrita como o produto de outras duas fungdes,

uma dependente exclusivamente de x e outra dependente somente de t, ou seja
u(x, t) = uy (x). uz (0), (30)

Substituindo na equacéo da onda, tem-se

000 (0) _ 0% (). u,(0) an
ot? B dx? '
() 0 oy (y ) (%2

dt? dx? -’
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Como a derivada de uma funcdo vezes uma constante é igual a constante vezes a
derivada da funcdo, entdo ao derivar a funcdo (u,(x).u,(t)) em relagdo ao tempo t, u, (x) é
constante, entdo sai da derivada. E a funcdo u,(t) é constante ao se derivar em relagdo a x,
entdo o mesmo sai da derivacdo, dessa forma a equacédo se torna uma EDO (GUIDORIZZI,
2001). Organizando a equagao, chega-se

1 d*(u(®) 1 d*°w)
v2u,(t)  dt2  u,  dx?

(33)

Nota-se que sendo o lado esquerdo dependente somente de t e o lado direito depende
apenas de x, implicando que cada membro da equacdo € independente de x e de t. Logo, 0s

membros podem ser igualados a uma constante A (FIGUEIREDO, 2009), entéo

1 d?(u (%)
u,(x)  dx?2

(34)

1 d?(u, (1)
v2u,(t) dez

(35)

temos duas EDO linear e homogénea de 22 ordem (34) e (35). Utiliza-se os métodos a seguir

para determinar suas solucoes

d?
—(J;Ex)) = Auy(x)
d? (uy(x)) B
gz Auq(x) =0, (36)

sabendo que a funcdo exponencial ao ser derivada é a propria fungdo vezes uma constante,

entdo tomando
Uy (x) = ce™ (37)

derivando até a segunda ordem, temos

d(u;(x)) oT
dx ’
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d?(u(x)) _ , .
—————=r"e

dx? ’
substituindo em (36)
r2e™ — e™ =0, (38)
isolando e™
e"t(r? =21 =0,

para que essa igualdade seja verdadeira (2 — 1) = 0, entdo
r=1Vi, (39)

entdo a solucdo geral € uma combinacdo linear das solu¢bes com cada valor. Assim,
substituindo a equacao (39), na equacdo (37) para cada valor de r, entdo pode ser reescrita

como
u(x) = cleﬁx + cze“ﬂx. (40)

O mesmo processo feito para determinar a solucdo da funcdo dependente do espaco

pode ser feita para determinar a solugdo em funcéo do tempo, assim

dZ(;i;(t)) _vtu, =0, (41)
encontra-se,
s =+Vv,
logo sua solugdo é
U, (t) = caeVt 4+ ¢ eVt (42)

Substituindo as equacdes (40) e (42) na equacdo (30), temos
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u(x,t) = (cleﬂx + cze_‘/zx) (c3e‘ﬂ”t + c4e_ﬁ”t). (43)

Aplicando as condi¢bes de contorno u(0,t) = u(l,t) = 0, na solucdo geral (43),

temos entéo
u(0,t) = (c1e° + c,e?) (636‘@” + c4e_‘/z"t) =0, (44)
u(l,t) = (cle\m + cze“m) (c3e*/7”t + c4e“/7"t) =0, (45)

nota-se que para a equacdo (44) seja nula, as constates devem ser ¢c; = —c,. Isolando c; na

equacao (45), tem-se
c (eﬁl — e“m) =0,

entdo para que a equacéo seja nula, tem-se que (e‘m - e“m) = 0, desta forma

VAL — e—ﬁl’
eVl
e—VAl =1L
e2Val — 1,
comparando com a formula de Euler
e'® = cos@ + isené, (46)
e % = cosh — isend, 47

onde i é a unidade complexa e para 8 = 2nm, sendo n € um numero inteiro (n =
+1,+2,43,44,...) temos

e = cos2nm + isen2nm,

1 0
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sendo assim e*?™™ = 1, fazendo a seguinte relagio

e2VAl — o iznm (48)

Vé-se que

Vi=— (49)

reescrevendo a equacdo (43), para cada n termos, obtém-se

inmx —inmx inmvt —innvt
un(x,t)z(clel —ce 1 >(c3e U +cue 1 ), (50)

inmx —inmx inmvt —innvt
un(x,t)zcl(el —e )<c3e U +cue 1 >, (51)

isso indica que existem infinitas solugfes para cada n possivel, portanto, u,(x,t) é uma

solucdo para cada valor de n. Utilizando as equac6es (46) e (47) obtém-se

Cq <ein7x - e_h;nx> = <cos (2) + isen (g) — cos (g) + isen (#)),

inmx —inmx . nmwx
Cq (e 1 +e ! ) = 2c,isen (T)

inmvt —inmvt vnmt ) vnmt vnmt ) vnmt
cze U +ce U =c3c08 + c3isen + c4c08 | —— | — cuisen ,

l l l l
inmvt —inmvt vnrt . vnrt
cze U +ce v =(c3+ c4)cos( ] ) +i(c3 — c4,)sen< ] ),
desse modo, as solucOes gerais sdo da forma
, nwx
uy(x) = cysen (T), (52)

vnmt vnmt
u,(t) = czcos (T) + cysen (T), (53)
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sendo que ¢; = 2¢4i, ¢5 = c3 + ¢4, ¢, = i(c3 — ¢4), SA0 constantes arbitrérias. Substituindo

as expressodes (52) e (53) na equacdo (51), obtém-se:

u,(x, t) = (c{sen (g)) <c’3cos (@) + c,sen <vnl7rt>>’ (54)

assim

u(x, t) = i (A cos ( t) + B,sen (mrTvt)> sen (@) : (55)

n=1

Onde 4,, e B, séo constantes arbitrarias, obtidas da definicdo de c;, c3 e ¢4, da forma
que A, =c'y.c’3e B, =c';.c',. Como a equacdo da onda (29) é linear homogénea, a soma
das solucbes também é solucdo. Essa equacao apresenta as caracteristicas da série de Fourier,

a qual é dada por:

u(t) = % + i <A cos (nnt) + B,sen (nTnt>> . (56)

n=1

Sendo assim o passo seguinte é aplicar as condigdes inicias u(x,0) = f(x) e —— ‘3“(" 0 _

g(x) de tal modo que sejam satisfeitas na forma da série de Fourier e determinar as constantes

da série. Aplicando a terceira condic¢éo de contorno u(x, 0) = f(x) na equacao (55), tem-se

TlT[x )

u(x,0) = f(x) = z Ay Sen (57)

isto é, a funcdo f(x) é de tal modo que pode desenvolvé-la em series de Fourier de senos no

intervalo (0,1) . Entdo a constante A, pode ser determinada pela propriedade de
ortogonalidade da funcdo seno. Multiplicando a equacao (57) por sen( ) e integrando os

termos, tem-se

* L
j f(x)sen nx = Z A, J Sen nnx) sen (w) dx,
0 l

n=1



para 0s casos de n # m e n = m, obtém-se

0,
.[: sen (mlrx) sen (mzrx) dx = {%' z:lm i nr:l

tomando o casoden = m

entao

N ~

j:f(x)sen (?) dx = i A,

n=1

isolando a constante A,, tem-se

A, = %Llf(x)sen (g) dx.

Derivando a equacéo (55) em relacéo a t, tem-se

o)

ou = Z P (nnvt>+B nmv nnvt) (
at(x')_ n——sen(— n cos( l sen

n=1

aplicando a quarta condicao ’;—';‘ (x,0) = g(x)

3—? (x,0) =glx) = 2 (Bn ?) sen (?),

33

(58)

(59)

(60)

analogamente ao caso da determinagdo de A, pode-se realizar 0 mesmo processo para

determinar B,,, dessa forma tem-se

2 (! X
B, - = TJO g(x)sen (T) dx,
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entdo obtém-se

2 nmx
B, = %L g(x)sen (T) dx. (61)

Portanto, a solugdo formal da equacdo da onda com as condi¢fes dadas nesse capitulo
é dada equacdo (55), onde os coeficientes A,, e B,, sdo calculados pela série de Fourier em
senos, expressas nas equacdes (58) e (61) (FIGUEIREDO, 2009).
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CAPITULO 3 - SOLUCAO NUMERICA

Neste capitulo serd abordado o método numérico conhecido como método de
diferencas finitas para obter uma solucdo aproximada da equacdo da onda com problema de
valor inicial. Para o entendimento deste método serd abordado neste capitulo conceitos sobre
a expansdo da series de Taylor para formular a equacdo do método de diferencas finitas, e

para garantir a estabilidade do método sera determinado o intervalo de estabilidade.

3.1 Solucdo numeérica da equacdo da onda pelo método de diferencas finitas

A vantagem na utilizagdo do Método de Diferencas Finitas em problemas de modelo
continuos consiste em tais esquemas serem mais rapido e praticos se comparado a outros
métodos numeéricos, para a montagem do sistema linear de equacgdes algébricas resultante,
devido a facilidade das operacdes a serem usadas, tornando assim uma alternativa confiavel
para resolucédo de equacdes diferenciais (NOVAIS e CUNHA, 2012).

O método numérico das diferencas finitas € usado como intuito de obter uma solugédo
aproximada de uma equacdo diferencial parcial, por intermédio da adocdo de expansdes de
Series de Taylor, em pontos discretos da funcdo. A ideia basica desse método é transformar a
resolucdo de uma equacdo diferencial em um sistema de equacdes algébricas, substituindo as
derivadas por diferencas finitas. Quando o dominio tem mais de uma variavel, a ideia acima é

aplicada para cada uma das variaveis separadamente (RUGGIERO e LOPES, 1996).

3.1.1 Series de Taylor

A série de Taylor é uma série de fungdes, mais precisamente uma expansdo de uma
funcdo analitica f (x) na vizinhanca de um ponto x = x; em que x assume um valor qualquer,

como mostra a Figura 6.

Figura 6: Diferenciacdo numérica usando aproximacéo por diferencas finitas.
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Fonte: Gilat e Subramaniam, 2008
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Como mostra na Figura 6, a derivada no ponto x; é aproximada pela inclinagdo da reta
nos pontos vizinhos antes e depois do ponto. A exatidao da aproximacao por diferencas finitas
depende dos pontos do conjunto dados, do espacamento entre 0s pontos e o método da
solucdo usada na aproximacao (GILAT e SUBRAMANIAM, 2008).

Esta expansdo é uma maneira de encontrar o valor dessa fungdo em um ponto proximo
a algum ponto conhecido, ou seja, onde se conhece o valor da funcéo, o valor obtido através

da série de Taylor é apenas uma aproximacao.

A expansdo em série de Taylor para uma funcgdo f (x), 0 < x < [ de uma Unica variavel

é dada por:

d - S — n gn

(62)
A expansdo da série de Taylor para uma funcdo com duas variaveis é resolvida com
derivadas parciais (GILAT e SUBRAMANIAM, 2008). Sendo sua expansdo de f(x,t), em

torno do ponto (x,, t,) é dada por

fx,t) = f(xo,to) + [(x — x0) % +(t—to) %
o l(x — x0)? g +2(x - 20)(t — t;) :Zt
+(t - to)zg + - (63)

Utilizando a expanséo em série de Taylor em funcdo da variavel temporal t, na forma

avancada, ou seja, no tempo t, .1, tomando que k = At =t — ¢,

ou(x;, ty)  k? 0%u(x;, ty) k™ 0™u(x;, ty)

. 64
Jat 2! Jt2 n! atn (64)

u(xir tk+1) = u(.Xi, tk) + k

fazendo agora a expanséo de Taylor na forma regressiva, ou seja, no tempo t;_;
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ou(x;, ty) k2 0%u(x;, ty) k™ 0™u(x;, ty)
ot 2! ot2 n! atn

u(x;, te—y) = ulx;, ty) — k (65)

representando u(x;, t,) = u¥, entdo somando as expressdes (64) e (65), obtém-se

0%ulx;, ty)  k*0*ulx;, ty)
ot2 12 at*

uf ol = 20k + k2

truncando esta série do termo de quarta ordem em diante e isolando a derivada de segunda

ordem, chega-se

0%u  uftt —2uf 4+ uf? X
= 66
= 2 +9(61)2 (66)

O termo 9(8t)? significa o erro local de truncamento, devido os termos truncados da
série de Taylor, a partir da derivada de quarta ordem (NOVAIS e CUNHA, 2012). O
truncamento pode ser definido como a soma de todos os termos do polinémio de grau n
limitando a mesma em um grau menor, ou seja, 0 método numérico usa uma aproximacao
para resolver o problema. Como a série esta sendo aproximada para um numero finitos de
termos ocorrera uma diferenca do valor real (exato) da solucdo da EDP e o valor aproximado
da solucdo da equacao de diferencas finitas. Este erro de aproximacédo é chamado de erro de
truncamento (GILAT e SUBRAMANIAM, 2008).

Pode-se obter uma aproximacdo para a derivada no espaco de forma semelhante,

tomando que h = Ax = x — x,, desta forma

0%u  ukf, —2uf +uk, "
= 67
T2 2 + 9(6x)%, (67)

entdo substituindo os valores encontrados na equagdo (66) e (67) na equacdo da onda (9),

obtém-se

k+1 koo k-1 k ko ok
wtt = 2u T g 2w gy (68)
K2 - n2 '

isolando o termo da funcao temporal na forma avancada, tem-se que
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21,2

vk
k+1 k k-1 k k k
uftt = 2uf — ul +< 0z )(uiﬂ — 2u; +ul-_1),

22 C ~
>— = «a e distribuindo na equagéo

wftt = ke (ub, Ful) + 201 — a)ul. (69)

A equacdo (69) representa a equacdo da onda pelo método numérico de diferencas
finitas que serd utilizada para fazer as aproximac6es dos exemplos de propagacao da onda na

corda. Que na forma matricial pode ser escrita como

[ [T e -20 a 0 0 0 1w
| [ | e -2« 0 0 |[ub|
ubet | = |kt [+ 0 « @20 @ 0 Yk (0
[u;{ﬂJ Lu}g—lJ [ 0 0 0 0 (2—2a)J[uJ

A matriz (70) é conhecida como matriz tridiagonal, devido que somente a diagonal
central e as adjacentes apresentam coeficientes diferentes de zero. A matriz s6 é valida de u,
au,_q, onde deve-se programar adequadamente no software a ser utilizado as condicdes de

contorno do problema a ser analisado.

Como as solucBes numéricas em geral ndo sdo exatas, dois tipos de erros podem
ocorrer quando se utilizar o método numérico na resolucdo de algum problema. S&o eles, o
erro de arredondamento e erro de truncamento como ja foi mencionado. Erros de
arredondamento depende do procedimento usado pelos computadores para realizar os
calculos. Erros de truncamento sdo causados pela natureza aproximada do método usado para
calcular a solucdo em cada incremento (passo). Nesse sentido, dependendo dos métodos
usados, mais sujeita a instabilidade o método numérico apresentard (GILAT e
SUBRAMANIAM, 2008).

3.2 Condicéo de estabilidade do método explicito

A maioria das equagdes diferencias pode ser resolvida numericamente e dessa forma
é importante considerar as informagdes qualitativas obtidas da resolucdo da equacdo. Entdo ao
resolver numericamente uma EDP espera-se que o erro introduzido em cada passo ndo se

propague a medida que estd avancando a solucéo da equagéo.
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Uma maneira de tornar estavel a solugdo numérica € variar o passo de integracdo h e
a dicretizacdo temporal k e analisar seu comportamento para que ndo ocorra nenhum erro
grave na solucédo do problema. Conforme diminui o passo de integracao h, a solucdo numérica
fica mais precisa, porém em algumas situacdes 0 erro numerico cresce, nesse caso tonar-se a
solucdo instavel (GILAT e SUBRAMANIAM, 2008).

No caso do método das diferencas finitas, uma maneira de estabilizar a solucéo

‘o . . k? .
numeérica € escolher convenientemente os valores de = (SAIKI, 2006). Para determinar as

condicdes de estabilidade, considera-se uma solucdo da forma:
Upm = ePRGME (71)

sendo, £ um parametro, i =+v—1, n sendo ndmeros inteiros para 0s passos na variavel
espacial h e m sendo nimeros inteiros para 0s passos na variavel temporal k. Substituindo a

expressdo (71) na equacdo (69), obtém-se

eiﬁnhg(m+1)k — _eiﬁnhg(m—l)k + a(eiﬁ(n+1)h0mk + eiﬁ(n—l)hemk)

+2(1 — @)e'rhgmk, (72)
dividindo ambos os lados por emhgmk
0k = -0 + q(ePh + e7FM) + 2(1 — ), (73)
sabendo que
cos(Bh) = e -;e_iﬁh, (74)
tem se
0% + 07 = 2(1 — a) + 2a cos(Bh), (75)

fazendo a relagdo trigonométrica do cosseno

cos(Bh) = 1 — 2sen? (%), (76)
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substituindo (76) em (75), obtém-se

h
0k + 071k = 2(1 — @) + 2a (1 — 2sen? ('%)) (77)
1 Bh
Bk +9_k_ 2+ 4(158112 (7) = O,
Multiplicando os membros da equagéo (77) por 6
h
0%k +1 -2 (1 — 2asen? (%)) 6k =0, (78)

nota-se que a equacdo (78) € uma equacdo do segundo grau, cuja solucdo é dada pela formula

de Bhaskara: 6 = %:_W _onde
a=1,
h
b=-2 <1 — 2asen? (%)),
c=1,

logo sua solucdo é

2 (1 — 2asen? (ﬁz—”)) + \/{2 (1 — 2asen? (ﬁz—”))}z —4

2 )

simplificando

6 = (1 — 2asen? (%)) + (1 — 2asen? (%))2 -1, (79)

como a raiz ndo pode ser negativa para que a solucao esteja nos reais, entéo

<1 — 2asen? (%))2 > 1

logo
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h
1 — 2asen? (ﬁ?) > 1, (80)
ou

h
1 — 2asen? (ﬁ?) < -1

Bh

Visto que asen? (7) é sempre maior ou igual a 0, tonando assim a inequacédo (80)

incorreta para 0S numeros reais. Entdo € necessario reescrever na forma de numeros

complexdes, sendo i = v—1

0 = (1 — 2asen? (i_h)) +i|1-— (1 — 2asen? (ﬁz—h)>2, (81)

para

para o valor absoluto de 6, tem-se

2

6% = (1 — 2asen? (%))2 +| [1- <1 — 2asen? (%))2 ) (82)

0% = <1 — 2asen? (%))2 +1- (1 — 2asen? (%))2 =1,

portanto, 0 esquema sera estavel quando

(1 — 2asen? (%))2 <1 (83)

ou seja,
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-1< (1 — 2asen? (ﬁz—h)> <1, (84)

2
. ~ . . k h
Portanto, conclui-se que a equacédo sera estavel se a = (71;) < 1, sendo sen? (%) <

~ ~ . k 1 .
1. O erro atrelado a solucdo do problema néo crescera desde que - <= Pois como a depende

do problema proposto, (84) delimita a largura para o passo de integracdo para ser utilizado no
problema. Isso significa que o erro de truncamento ndo crescera a medida que a solugédo

avanca independente da largura do passo de integracéo.
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CAPITULO 4 - APLICACAO DA EQUACAO DA ONDA UNIDIMENSIONAL

No presente capitulo serdo mostrados os resultados analitico e numerico e sera feito
uma comparagdo entres os métodos para problemas como valores inicias de contorno.
Primeiro serd abordado a forma de resolucdo analitica, e posteriormente a solu¢do numérica.
Onde o objetivo é comparar os dois métodos de resolucdes e analisa-las. Para 0 método
analitico sera utilizado o método de separacdo de variaveis abordado na secdo 2.1 e para a
solucdo numérica serd aplicado o método de diferencas finitas abordado na secdo 3.1 com

auxilio computacional.

4.1 Problema de onda parabdlica

Considere uma corda de um metro de comprimento com suas extremidades fixas

0%u 0%u
— =p2—.0<x<1; 85
3¢2 vaxZ,O_x_ s t>0 (85)

com as condi¢des de contorno
u(0,t) =0,
u(1,t) =0,
e as condicg0es iniciais
u(x,0) = x(1 — x),

du(x, 0)
a0

Tomando u(x,t) um produto de duas fungbes como a equagdo (30), uma funcdo
dependendo sé de x e outra do t onde, u(x,t) = u,(x).u,(t), e resolvendo pelo método de
separagdo de variaveis, assim como no capitulo 2. Obtém-se a expressdo (43) e aplicando as
condi¢Bes de contorno u(0,t) = u(1,t) =0, na qual chegard as solucbes (44) e (45),

concluindo assim que ¢; = —c,, entdo fazendo a relacdo (48) e sabendo que [ = 1 temos
VA = inm, (86)

entdo a solucdo geral ficara
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u(x’ t) — Cl(einnx _ e—imtx)(c3einnvt + C4e—inm;t)’ (87)

fazendo a relagéo (46) e (47), temos

e'™™* = cosnmx + isen(nmx),

e~ I"X = cosnmx — isen(nmx),
subtraindo as equagdes
eMX _ o~INTX — jsen(nmx),

entéo
u(x, t) = cjsen(nmx) (c3ev‘at + C4e_”‘/7t), (88)

a constante ¢’; = ic;aplicando novamente a relagdo (46) e (47), temos

ivnmt

e = cos(vnmt) + isen(vnmx),

—nnt — cos(vnmt) — isen(vnmx),

e
somando as equacoes

c3e"ﬁt + c4e"”‘/it = cycos(vnmt) + csisen(vnnx) + c,cos(vnmt) — cuisen(vnmt),

cze"™Vt 4 c,e VA = (¢, + ¢,)cos(vnnt) + i(cs — c,)sen(vnmt),

substituido na solugéo (88)

u,(x, t) = (c{sen(nnx))(cécos(vnnt) + c"tsen(vnnt)), (89)
sendo as constantes c; = (c3 + ¢4) € ¢, = i(c3 — c4), € derivando a equacdo em relacdo ao
tempo

du,(x,t)

T (c{sen(nnx))(—césen(vnnt)vnn + c,cos(vnmt)vnm).
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ou(x,0) _

Jat 0

Aplicando a condicéo

U, (x,t) = c;sen(nmx) <—c§ sen(vnm0) vnr + ¢, cos(vnm0) vnn) =0,
D a— R . aa—
0 1

entdo a constante ¢, = 0 para que a igualdade seja verdadeira, a expressao (89) torna-se

u,(x,t) = c,sen(nmx) cos(vnmt), (90)
a constante ¢, = c;c3
u(x,t) = z uy(x,t) = Z c,sen(nmx) cos(vnmt), (91)
n=1 n=1

para determinar a constante c,, aplica-se a condic¢do u(x,0) = x(1 — x) e entdo utilizando a

série de Fourier, analogamente a equacéo (58),
1
Cy = ZJ x(1 — x) sen(nmx)dx, (92)
0
usa-se a regra de integracdo por partes

1 1
J udv = uv|§ — f vdu, (93)
0 0

tomando
u=x-x?
du = (1 - 2x)dx,
dv = sen(nmx),

cos(nmx) !

1
v =f sen(nmx) = ———| ,
0 nm
0

entao
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1

(1 —2x)dx,

nm

o _ f x(1 — x) sen(nnx)dx = x — x> (_ M)
0 nm

1
cos(nmx)
+ j cosinmx)
0

0

usando o limite de integracdo o primeiro termo € zero, devido x —x? = 0. Porém ha
necessidade de usar a integracdo por partes no segundo termo da equacgéo, tomando 0s termos

como
u=1-2x,
du = —2dx,

cos(nmx)
dv = ——dx,
nm

1

_ (*cos(nmx)  sen(nmx)
Ve fo nt  (nm)?

0
aplicando na equacéo (93)

1

> (1—-2x)dx = (1 —2x)

cn ] Lcos(nmx) sen(nmx)
a 0 nm (nm)?

Jl sen(nmx)
0

oz (2dx),

0

0 primeiro termo zera, devido ao seno de zero ou qualquer multiplo inteiro de n vezes © serem

zero. Integrando o segundo termo, e retirando as constantes da integracdo, chega-se

1

)

0

, 4 (! D = 4 cos(nmx)
Cn —Wj; sen(nmx) dx = )2 (— — >

usando os limites de integracéo

4
¢, =——|—cosnm+ cos0 ],
n (nn)3< —_— )

para que a solugdo n&o seja trivial n tem que ser somente os impares, assim a constate é

, 8
c

"= (94)

entdo resolvendo pelo método de separacdo de variaveis, a solugdo geral do problema é
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o

u(x,t) = Z %sen(nnx) cos(nmvt). (95)

n=1
nimpares

A seguir serd mostrado o Gréfico 1 da comparacdo entre as solugdes analiticas (95) e
numericas (69) obtidas pelos métodos de separacdo de varidvel e diferengas finitas,
respectivamente. Para a comparacao dos métodos foram atribuidos os valore de h = 100, t =

1, v =1, n = 1 e para assegurar a estabilidade numérica considerou-se « = 0,01

Gréfico 1: Representacdo grafica dos resultados analiticos e numéricos da onda parabdlica, sendo as linhas em
azul e as em vermelho pontilhada as fungdes de onda numérica e analitica, respectivamente.

t=0 t=0,0005051 t=0,1116162
v 02
o3 02
015 o
01 o1 01
008 00
9 T T T T T T T o T T T T T o T T T T T T T T
0 01 02 03 04 08 06 07 08 00 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 O 01 02 03 04 05 06 07 08 00 1
t=0,2227273 t=0,3338384 t=0,4449495
Y 0oe o
) 004- 00 :
00 002 4 004 4
o T T T T T T T T o T T T T T T T \ 000 vy T T T T T T T
0 01 02 03 04 D5 06 OF 08 00 1 O 01 02 03 04 05 06 OF 08 00 1 0 01 02 03 04 05 00 07 08 00 1t
t=0,5560606 t=0,6671717 t=0,7782828
0 0
008
008
01
01 0.
02

T T T T T
0 0% 02 03 04 08 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fonte: Autoria propria, 2018
Analisando o Grafico 1, percebe-se um ajuste satisfatorio nos dois métodos.
. R ~ l
Constatamos um movimento simétrico em relagcdo ao ponto x = 5 queo pulso de onda se trata

de uma onda parabolica com concavidade voltada para abaixo devido o pulso inicial ser uma

equacdo do segundo grau e coeficiente ser menor que zero, e podemos notar que amplitude
- . A .
maxima € de 0,25 m, pode-se chegar nesse valor pela formula 4, = — - proveniente da

equacdo de segundo grau ou pelo coeficiente (94). No decorrer do tempo a amplitude de
vibracdo comeca a diminuir. Como estamos considerando um caso ideal, ou seja, sem perdas

de energia a amplitude minima chegara até — 0,25 m.

Ao analisar a equacgéo (95) vemos que onda gerada é periodica no tempo, realizando

assim um movimento vibratério com frequéncia f = 0,5 Hz. A fungdo cosseno serve como
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um fator variante na amplitude da onda, assim, devido o cosseno variar de -1 a +1 com o
tempo, entdo a amplitude deve variar € —A, s, @ +Amax, ONde A,s = 0,25 cm. Ao analisar
o gréfico percebe-se que o0 pulso ndo esta se propagando, 0 mesmo esta somente vibrando,

variando assim sua amplitude.
4.2 Problema de superposicdo ondulatoria

Considere o seguinte problema de superposicéo de ondas (SPIEGEL, 1976)

d0%u d%u
—=4>—:0<x<2;t>0, 96
at? Ox? x (%)

com as seguintes condicdes de contorno
u(0,t) =0,
u(2,t) =0,

e com as condic¢des iniciais, considerando os coeficientes em centimetros (cm) e x em metros

(m)

u(x,0) = 6senmx — 3sen4dnx,

du(x, 0)
——==0
ot
Utilizando 0 método de separacao de variaveis, sendo

u(x, t) = uy(x).uy(t), onde uy(x) depende somente de x, e u,(t), dependendo de t.

substituindo na equacéo diferencial e usando os passos do capitulo 3, tem-se

U, (x,t) = <c{sen (nzﬂ)> <c§cos (%ﬂt) + cysen (vnznt>>. 97)

Para determinar as constantes, € mais facil aplicar primeiramente as condicdes as

- . . ou(x,0 : . x
condiges cujo resultado é zero, tal como % = 0, sendo assim, derivando em relagéo a t, e

substituindo a velocidade por 4, temos
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Ju(x,t nmwx
(x,t) — (c{sen (T)) (—2nmcisen(2nnt) + 2nncjcos(2nnt)),

at
. .~ 0u(x,0)
aplicando agora a condicao — = 0
Ju(x, 0
E’)t ) = (cisenn(mx))(4nncy) = 0, (98)

de modo que para obter uma solucéo nula de (98), entdo c;, = 0. Assim, (97) se reescreve
nmwx
u,(x,t) = c,sen (T) cos(2nmt), (99)

Sendo ¢;, = ¢;.c5. Para satisfazer a Gltima condicdo u(x,0) = 6senmx — 3sen4m, COMO a
combinacdo linear é de duas ou mais solugdes também é solucdo, logo, aplicar o principio de

superposicao para obter a solucao

Nn,TX

2

Ny X
uy(x,t) = c,’llsen( L ) cos(2n,mt) + c,’lzsen( ) cos(2n,mt ), (100)

2

aplicando entdo t = 0, chegasse a

nymx N,TX

) = 6sen(mx) — 3sen(4mx)

u,(x,t) = c,’llsen( ) + c,’lzsen(

essa igualde é verdadeira somente se ¢;; = 6, ny = 2, ¢;,;;, = —3 e n, = 8. Assim, a solugdo

procurada é
u(x, t) = 6sen(mx)cos(4nt) — 3sen(4mx)cos(16mt) (101)
Yi(x,t) = 6sen(mx)cos(4mt) (102)
Y,(x,t) = —3sen(4nx)cos(16mt) (103)

Este problema de valores de contorno pode ser interpretado fisicamente como uma
superposicao de ondas, no qual varios efeitos podem ocorrer simultaneamente, sendo o efeito
resultante a soma das duas ou mais ondas (HALLIDAY, RESNICK e WALKER, 2009).
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Este problema trata-se de uma interferéncia ondulatéria devido a equacdo apresentar
duas funcbGes de onda que se propagam simultaneamente no mesmo meio. Analisando
separadamente os termos da equacdo (101) para o tempo igual zero, vemos a forma das
equacOes (102) e (103), representada no Grafico 2. Nota-se que que o coeficiente da equacéo
(102) representa a amplitude, na qual é igual a 6 cm, e 0 argumento da funcdo seno representa
a frequéncia da onda. Na equacdo (103) a amplitude € -3 cm e a frequéncia é 4 vezes maior
que a equacdo (102), consequentemente o comprimento de onda € 4 vezes menor, pode-se
calcular a frequéncia do modo fundamental de vibragdo em uma corda com extremidades

fixas é da pela equacdo f = nv/2l.

Gréfico 2: Representagdo analitica das equag6es (100), (101) e (102) parat = 0.

nda (em)

Amplitude da o

x(m)

Fonte: Autoria prépria, 2018

Ao somar as amplitudes em determinado ponto sua resultante pode ampliar ou
diminuir dependendo se a interferéncia for construtiva os destrutiva, respectivamente. Nota-se
gue a onda passa por varias ondas construtivas, como nos pontos x; = 0,375 e x, = 0,875,
nesses pontos as duas ondas estdo com a amplitudes positivas, para esses casos as ondas se
estdo se somando. Também € possivel ver as ondas destrutivas nos pontos x; = 0,125 e xz =
0,625, logo as ondas se subtraem, ocasionando assim a forma da onda resultante. A Tabela 2
mostra as amplitudes das ondas nos postos da corda (foi considerado 2 casas decimais e

apenas metade da corda x = 1/2),
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Tabela 2: Amplitudes das ondas Y; (x, t), Y>(x, t) e u (x, t) nos pontos da corda.

Pontos (m) 0,125

Amplitude
(cm) da onda
Yi(x, t)

2,30

Amplitude
(cm) da onda
Yo (x,t)

Amplitude
(cm) da onda
resultante

-0,70

0,25

4,24

4,24

0,375 0,5 0,

5,54 6 5

8,54 2

625

04

04

0,75 0,875 1
4,24 2,30 0

0 3 0
4,24 5,30 0

Fonte: Autoria Propria, 2018

Como ja foi mencionado no problema 1 o cosseno em fungdo do tempo ocasiona uma

variacdo na amplitude da onda. Nota-se que na equacdo (103) a da frequéncia a amplitude

varia 4 vezes mais rapida que a equacdo (102). Entdo parat > 0 o Gréafico 3 representa esse

comportamento de interferéncias. Os resultados esbocados no Grafico 3 mostra uma

sequéncia da onda resultante para t > 0. Os resultados obtidos foram feitas através da

equacdo analitica (101) e numérica (69), e para efeitos de comparacdo os graficos estdo

sobrepostos para melhor visualizagdo dos resultados alcancados. Para a comparacdo dos

métodos foram atribuidos os valore de h = 80,t =1, v =4 e para critério de estabilidade

utilizou oo = 0,05

Gréfico 3: Representacdo grafica dos resultados analiticos e numéricos, sendo as linhas em vermelho pontilhado
e em azul as em as fungdes analitica e numérica, respectivamente.
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Ao analisar os resultados da equacao analitica (101) com a numérica (69) notamos um
ajuste satisfatorio na comparacéo dos dois métodos. Nota-se que em alguns pontos do grafico
apresenta um erro de convergéncia, principalmente nas cristas e vales, possivelmente por que
0 problema envolve uma solucdo mais complicada. Vemos que em um ponto especifico a
forma altera rapidamente de construtivas para destrutivas, ocasionado este padrdo observado
no Gréfico 3.

A onda resultante de duas ondas menores representa uma caracteristica de ondas reais,
as quais dificilmente sdo apenas senoidais. Por exemplo, a onda em uma corda de um
instrumento s6 € representada por um harménico se for tencionada inicialmente no formato
desse harmdnico especifico, o que é impraticavel. Na maioria dos casos reais, a onda
resultante € a combinacdo de varios harménicos distintos, como no exemplo dado para duas

ondas.
4.3 Problema de estabilidade do método de diferencas finitas

Seré utilizado o método das diferencas finitas para verificar a estabilidade do método
numérico. Para ilustrar o problema, considera-se uma corda com comprimento | com as
extremidades fixas, inicialmente em repouso e com uma perturbacéo inicial na regido central

da corda x = I/2. Sendo a solucdo exata uma onda progressiva na forma de u(x,t) =

%(f(x + vt) + f(x — vt)) (PINTO, 2013). O pulso inicial tem a funcao

flx) = e~2x° (104)

Analisando o Grafico 4 verifica-se que com no instante t = 0 a amplitude do pulso
inicial é 1 e apds o instante 0 o pulso se divide em dois pulsos menores, sendo metade do
primeiro e com velocidades opostas e com velocidade de propagacdo de 1 m/s. E ao tocar nas

extremidades o pulso é refletido e sua fase inverte.



Gréfico 4: Representac¢do gréafica dos resultados numéricos obedecendo a condicdo de estabilidade.
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Para esse caso foi atribuido um valor para o pardmetro a = 1 obedecendo assim a

condicdo de estabilidade (84), tornando assim a condigdo estavel para o problema.

O Gréfico 5 é um caso do método numérico sem a estabilidade, no qual o indexador

atribuido foi &« = 1,05, ou seja, o valor de controle excedeu o parametro estabelecido de 0 a 1.

Fazendo que a partir do passo de tempo 8 o gréfico comega apresentar instabilidade.

Gréfico 5: Representacdo gréafica dos resultados numéricos ndo obedecendo a condigdo de estabilidade.
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Devido & instabilidade do método o gréfico ndo faz sentido fisico, ou seja, uma corda
ndo apresentara esse tipo de vibragdo em casos reais. Para que os resultados numéricos sejam
confiaveis é importante escolher corretamente o parametro de estabilidade para que a equacéo
numérica se aproxime ao maximo da solucdo analitica e ndo extrapole, causando assim um

erro excessivo nas leituras computacionais.
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CONSIDERACOES FINAIS

Contudo, levando em consideracdo a proposta da pesquisa, este trabalho buscou
estudar a equacdo da onda unidimensional no aspecto fisico conceitual e teorico, pois 0s
estudos sobre onda s&o de suma importancia para campo da fisica. Dessa forma, a demostrar
sua solucdo analitica pelo método de separacdo de varidveis, obedecendo as condi¢des de
contorno e iniciais para um problema em uma corda. Porém, nem toda equacdo diferencial
parcial ter solucdo exata, por conseguinte, foi feito a demonstracdo da equacdo da onda
numericamente pelo método de diferencas finitas centradas de segunda ordem, as quais

poderéo sanar eventuais problemas de ondas unidimensionais.

Visto que nos problemas apresentados no trabalho, houve uma convergéncia aceitavel
do método numérico em relacdo ao analitico, ocorrendo pequenas divergéncias nos picos da
onda, possivelmente, por que o problema trata-se de uma equagdo mais complexas ou por que
a onda numérica esta mais rapida que a onda analitica, isso pode ter ocorrido devido a
determinacdo imprecisa do valor de a, ocorrendo assim uma diferenca na velocidade do

método numérico e analitico.

Como mostrado no decorrer do trabalho, as solucdes analiticas podem ser complexas
para encontrar suas solu¢des, necessitando de varios passos para determinar a equacdo geral
do problema. Por outro lado, a solu¢cdo numeérica encontrada pelo método das diferencas
finitas é mais simples de se determinar e a mesma pode substituir, satisfatoriamente, qualquer
solucdo analitica, uma vez determinada as condi¢Ges de contorno e iniciais e é fundamental
sequir os critérios de estabilidade. Sendo assim o0 método numérico apresenta um resultado

confidvel em relacdo ao a solucdo exata feita analiticamente.

Como perspectivas indica-se para um estudo mais avancado a expansdo dos conceitos
deste trabalho para as dimensdes bi e tridimensionais da propagacdo da onda, analisando
graficamente os efeitos ondulatorios nas varidveis espaciais e temporal de forma que os
resultados possam ser aprovados, mostrando a eficiéncias do metodo de diferencas finitas para

casos com mais dimensoes.
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